Informatyczny kacik olimpijski (57): Teleporty

W tej edycji kacika oméwimy zadanie pt. Podlewanie
ogorkéw (naprawde!) z rundy 2A konkursu TopCoder
Open 2012. W zadaniu dany jest pewien zbiér punktow
ustawionych wzdluz prostej i naszym celem jest odwiedzi¢
wszystkie te punkty w pewnej zadanej kolejnosci. Innymi
stowy, mamy n réznych punktéw ponumerowanych od 1
do n (porzadek numerdw niekoniecznie od lewej do prawej)
i powinnismy odwiedzi¢ je wszystkie w kolejnosci
1,2,...,n. Pom6c nam w tym moga teleporty — mamy
mozliwos¢ rozstawi¢ w dowolnych punktach prostej
lacznie t teleportéw. Teleporty dzialaja tak, ze w utamku
sekundy mozemy teleportowaé sie z dowolnego teleportu
do dowolnego innego teleportu. Naszym zadaniem jest
tak ustawi¢ dostepne teleporty, aby zminimalizowaé
dtugosé trasy odwiedzajacej po kolei punkty 1,2,...,n,
przy zalozeniu, ze po drodze mozemy teleportowaé sie
dowolnie wiele razy.

Rozwiazywanie kazdego (nietrywialnego) zadania warto
rozpoczaé od wstepnej analizy problemu, czyli od
stwierdzenia, o co w nim tak naprawde chodzi. Niech
ai,as, ..., a, oznaczaja wspolrzedne kolejnych punktow
od lewej do prawej, a kq, ko, . . ., k, —numery tych punktéw.
Niech wreszcie p1,pa, ..., pn 0znaczaja wspotrzedne
punktéow w porzadku zadanych numeréw 1,2, ..., n.
Zauwazmy, ze poszukiwang optymalna $ciezke mozemy
podzieli¢ na fragmenty: od p; do p2, od po do ps3 itd.,
przy czym kazdy z fragmentéw biegnie albo w linii prostej
miedzy punktami p; a p;+1, albo Sciezka od punktu p;
do najblizszego mu teleportu i od teleportu najblizszego
punktowi p;y; do punktu p;y;.

Na pewno warto cos zrobi¢ z faktem, ze zgodnie

z tredcia zadania liczba mozliwych rozstawien teleportow
jest nieskonczona. Naturalna hipoteza jest taka, ze
mozemy ograniczy¢ sie do teleportéw ustawionych

w pewnych sposréd zadanych n punktéw. Latwo uzasadnié
prawdziwos¢ tej hipotezy: Zalézmy, ze pewien teleport
znajdowalby sie gdzies pomiedzy dwoma sasiednimi
punktami, czyli na pozycji z, takiej ze a; < z < a;+1 dla
pewnego i. Rozwazmy wszystkie momenty, w ktérych
korzystamy z teleportu z. W kazdym z nich musimy
dojsé do tego teleportu albo od punktu a; (badZ innego,
polozonego na lewo), albo od punktu a;11 (badZ innego,
polozonego na prawo). To oznacza, ze odcinek [a;, x]
przejdziemy [ razy, a odcinek [z, a;41] przejdziemy r razy.
Jedli wiec | > r, to teleport przestawiamy na pozycje a;,
a w przeciwnym razie na pozycje a;+1,1 w obu przypadkach
dhugo$éé trasy nam nie wzrosnie.

Mamy juz jakas$ wizje tego, jak bedzie wygladala
optymalna trasa oraz gdzie powinnidmy ustawiac¢ teleporty.
To pozwala juz skonstruowaé pierwsze rozwiazanie
zadania, rozpatrujace wszystkie mozliwe rozstawienia
teleportow. Zlozonosé czasowa takiego rozwiazania to

z grubsza O(tF+1).

Aby poprawi¢ ten rezultat, powinnismy jakos ,dobrze

uchwyci¢” nasze zadanie. Problem ewidentnie stanowi

w nim obecno$é¢ dwoch porzadkéw: zadanego porzadku
odwiedzania punktéw oraz naturalnej kolejnosci
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,od lewej do prawej”, odpowiadajacej najkrotszym
$ciezkom miedzy kolejnymi punktami. Potrzebujemy
jeszcze jakich$ spostrzezen.

Zalozmy, ze znamy pozycje wszystkich rozstawionych
teleportéw: a;, < aj, < ... < aj,. Teleporty te
wyznaczalyby wéwczas podzial ciagu wszystkich punktéw
na fragmenty polozone miedzy kolejnymi teleportami.
Czy na podstawie tego podziatu umieliby$my tatwo
obliczy¢ wynik?

Rozwazmy pewien punkt a;, taki ze aj,, < a; <aj,, ., ,.
Oznaczmy L = a;,,, R = a;,,.,. Wiemy, ze poprzedni
punkt w kolejnosci odwiedzania znajduje sie na pozycji
x = pg,—1 (punkt ten moze tez nie istniec). Jesli teraz
punkt x szczesliwym trafem réowniez znajduje sie miedzy
teleportami L i R, to mozemy bardzo latwo wyznaczy¢
najkrotsza $ciezke miedzy nim a a;: albo idziemy
bezposrednio po prostej, albo korzystamy z kombinacji
teleportow L i R. A co, jesli punkt = znajduje si¢ zupelnie
gdzies indziej? Wiemy wéwcezas, ze najkrotsza Sciezka
od x do a; biegnie od = do najblizszego mu teleportu

i dalej od teleportu najblizszego a; do a; (zauwazmy, ze
jesli wynikiem jest najkrotsza Sciezka z x do a; w linii
prostej, to i tak mozemy jg opisa¢ w podanej postaci!).
To oznacza, ze wklad punktu a; do wyniku mozemy
opisaé catkiem lokalnie: jesli mianowicie L < = < R, to
do wyniku dodajemy

(1) min(|a; — 2|, min(x — L, R — x) + min(a; — L, R — a;)),

a w przeciwnym razie wynik zwigkszamy tylko o

(2) min(a; — L, R — a;),

natomiast odlegtoéé¢ od punktu x do najblizszego mu
teleportu dodamy do wyniku w chwili rozpatrywania
tego punktu. Aby ta metoda byla poprawna, przy
rozpatrywaniu a; nalezy jeszcze stwierdzié¢, czy nastepny
punkt w kolejnosci odwiedzania, y = pg,+1, znajduje sie
miedzy teleportami L i R, a jedli nie, jeszcze raz dodac¢ do
wyniku skladnik (2). (Jesli pg,+1 nie istnieje, nie musimy
niczego dodawad).

To oznacza, ze do wyznaczenia wyniku wystarcza

nam dla kazdego punktu znajomo$é pozycji dwoch
najblizszych mu teleportéw. Mozemy wiec zastosowac
metode programowania dynamicznego. W ramach stanu
musimy na pewno jako$ zapamietaé zakres rozpatrzonych
punktéw wzdhuz prostej, liczbe juz ustawionych teleportéw
oraz pozycje skrajnych ustawionych teleportow. Najlepiej
jest to zrobié¢ tak: pole A[i, j] tablicy bedzie odpowiadaé
minimalnej sumie wkltadéw punktow aq,as,...,a; do
wyniku, przy zalozeniu, ze rozstawiliSmy wsréd nich

7 teleportéw, z ktorych ostatni znajduje sie na pozycji a;.
Woéwezas ze stanu Az, j] mamy O(n) przejsé, do standéw
postaci A[i’,j + 1] dla ¢’ > i, i mozemy je wszystkie
rozpatrzy¢ w czasie O(n). Zeby uniknaé nieprzyjemnych
przypadkéw brzegowych, postawimy tacznie ¢ 4 2
teleporty, z czego dwa pomocnicze: jeden na pozycji

ap = —o0, a drugi na pozycji a,4+1 = +00.

Cale rozwigzanie dziata w czasie O(n®) i pamigci O(n?).
Jakub RADOSZEWSKI



