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Rozwigzanie zadania F 810.
Praca jest rowna polu powierzchni

zawartej wewnatrz diagramu pV, a wiec:

W = (p2 —p1)(Va — Vo + V4 — V1)/2.
Objetosci gazu to
Vy = VoT3 /Ty = Vi T3/Th,
Va=WViTy/Ty = ViT> /T,

a ci$nienie

p2 = p1T2/T1.
Zatem:
> T3 Ty — Ty
W=pVi| —+ — —2
P1 l(T +T2 ) T
ale p1 Vi = NRT,, wiec ostatecznie
Ty | T3
W=NR(=24+ =22 _2)(1y—T1).
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Jak szybko dziala sito?
Jakub RADOSZEWSKI

Jedna z najlepiej znanych metod wyznaczania liczb pierwszych jest sito
Eratostenesa. Opiera si¢ ona na spostrzezeniu, w zasadzie oczywistym, ze
jak wyrzucimy wszystkie liczby ztozone, to zostana same liczby pierwsze.
Jesli chcemy wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze nieprzekraczajace n,
wypisujemy na kartce liczby naturalne od 1 do n, wykreslamy 1, bo nie jest
pierwsza, zostawiamy 2 i wykreslamy wszystkie jej wielokrotnosci, potem
zostawiamy 3 1 wykres§lamy wszystkie jej wielokrotnodci (niektére, np. 6,
juz zostaly wykreslone) i tak dalej. W kolejnym kroku pozostawiamy
pierwszg niewykreslona liczbe i wykreslamy jej wielokrotnosci. Liczby, ktére
nie zostana wykreslone, to wszystkie liczby pierwsze nie wicksze od n.

W tym artykule zastanowimy sie nad tym, jak szybkie jest sito Eratostenesa.
Najczestsza operacja wykonywana w tym algorytmie jest wykreslanie.

Za pomocy kazdej liczby pierwszej wykreslimy, rzecz jasna, co najwyzej 4
liczb zlozonych, wobec czego wykonamy tacznie co najwyzej O(n?) operacji.

Zauwazmy, ze mozemy zakonczy¢ wykreslanie, gdy rozpatrzymy liczby
pierwsze od 2 do y/n. Faktycznie: kazda liczba zlozona z zakresu od 4

do n musi mieé¢ jaki$ dzielnik pierwszy nie wickszy niz \/n. W ten sposéb
otrzymujemy wariant algorytmu sita dzialajacy w czasie O(n\/n).

Okazuje sie, ze mozemy uzyskacé jeszcze lepsze oszacowanie ztozonosci
czasowej. W tym celu w ogdle nie musimy zmienia¢ zasady dzialania
algorytmu — wystarczy bardziej precyzyjnie oszacowaé liczbe wykreslen.
Oznaczmy przez p1, ..., pg kolejne liczby pierwsze nieprzekraczajace n.
Wéwezas taczna liczba wykreslen to co najwyzej
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Te sume mozemy oszacowac z gory przez
" n 1

SRS

i=1 ! -1
Czytelnik Wytrawny dostrzeze w powyzszej sumie n-ta liczbe harmoniczna
H,=Y", % i od razu stwierdzi, ze przeciez H,, ~ Inn. Mozna to takze
sprawdzi¢, jesli narysuje sie n prostokatow o szerokosci 1 1 wysokosciach
kolejno 1, %, % itd., a takze wykresy funkcji f1(z) = % ifo(x) = xlj (rysunek).
Wowcezas suma pol prostokatéw — réwna co do wartosci liczbie H,, — jest
nie mniejsza niz pole pod wykresem funkeji fi(z) dla 1 <2 < n+ 1, a zatem:

n+1 dx

Hn>/ — =In(n+1).
1 X

Podobnie, H, mozemy oszacowaé z géry przez 1 plus pole pod wykresem

fo(x) dla2 <z <n+1, czyli:

n+1 d nqd
Hn<1+/ ’ :1+/ 1
2 r—1 1 X

Wartos$é logarytmu nie zmieni sie, jezeli podstawe
i liczbe logarytmowana podniesiemy do tej samej potegi.

I =1ogy (37) =log, 45 2187;  J =logss (133) = log,,5 2197.

Wieksza warto$¢ ma logarytm z wieksza liczba logarytmowana
i mniejsza podstawa (o ile liczby te sa wieksze od 1).

Zatem I < J.

10



Rozwigzanie zadania M 1347.
Na rysunku (a) pokazano, jak zamalowad
16 pol.

(a) (b)

A|D
A|H|E|D
A|F|E|H|G|D
B|E|F|G|H|C
B|G|F|C
B|(C

Aby wykazaé, ze wiecej niz 16 pol

nie mozna zamalowaé, rozwazmy
utozenie trzech kopii kazdej z liter
A,B,C,D,E, F,G, H na serwetce,
pokazane na rysunku (b). Zgodnie

z tredcig zadania nie mozna zamalowacé
trzech pdl z ta samga litera, wiec mozna
zamalowadé co najwyzej 2 -8 = 16 pol.

W ten sposéb wykazalidmy, ze zlozonosé sita Eratostenesa to

O(nH,) = O(nlogn). Co ciekawe, mozna otrzymac jeszcze lepsze
oszacowanie, jesli tylko dokladniej przyjrzeé sie sumie (k) i wykorzystaé
pewien znany fakt z teorii liczb.

Oznaczmy przez w(n) liczbe liczb pierwszych nieprzekraczajacych liczby n.
Kluczowy fakt to: 7(n) asymptotycznie zachowuje sie tak, jak n/Inn.
Nie bedziemy tego faktu dowodzi¢. Korzystajac z niego, wnioskujemy, ze
i-ta liczba pierwsza, p;, Srednio jest rzedu ilni. To pozwala nam zapisaé
sume (*) w postaci réwnowaznej asymptotycznie sumy:

m(n) 1 [n/lnn| 1
"2 imi 2—:1 imi

Podobnie jak poprzednio, n-ta cze$¢ tej sumy mozemy asymptotycznie

przybliza¢ catka:
n/lnn dx
/2 rlnz’

a te z kolei oszacowac z gory przez calke z prostszym ograniczeniem goérnym:
/ " odx
9 xlnx’
. . .. - _ dzx.
Ostatnig z powyzszych calek wyznaczamy przez podstawienie y = Inx, dy = <*:
n o Inn d
/ - :/ —yzlnyiﬁgglnlnn.
2 zlnz ln2 Y

W ten sposéb otrzymaliSmy asymptotyczne oszacowanie sumy () przez funkcje
Inlnn, co pozwala stwierdzi¢, ze zlozono$¢ sita Eratostenesa to O(nloglogn).

Czytelnik nielubiacy manipulowaé takimi calkami moze otrzymaé¢ podobnie
dobre oszacowania, jesli tylko spojrzy na algorytm sita z nieco innej strony.
Ot6z kazda liczba ztozona miedzy 4 a n zostanie wykreslona tyle razy, ile ma
roznych czynnikéw pierwszych w rozktadzie. Dla liczby catkowitej dodatniej &,
oznaczmy przez w(k) liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby k.

Latwo wykazaé, ze zawsze w(n) < logy n. Faktycznie, jeSlin =¢1-q2 - ... qj,
przy czym wszystkie liczby q1, ..., q; sa pierwsze, ton >2-2-...-2 = 27 skad
J < logsy m, wiec tym bardziej w(n) < logy n. W ten sposéb tatwo uzasadnilismy,
ze taczna liczba wykreslen jest rzedu O(nlogn). Niestety, ta metoda trudniej
jest dojéé do lepszego z wezesniejszych oszacowan, tj. O(nloglogn).

Metode sita mozemy jeszcze troche usprawnié. Zauwazmy, ze za pomoca
danej liczby pierwszej p;, nie wiekszej od \/n, wystarczy wykreslaé liczby
ztozone poczawszy od p7, gdyz wszystkie wezesniejsze wielokrotnosei p;
musialy zosta¢ wykreslone wczesniej. Taka poprawka nie zmienia jednak
zlozonosci czasowej algorytmu.

Na koniec warto wspomnieé, ze w algorytmie sita Eratostenesa caly zakres
liczb od 1 do n mozemy podzieli¢ na kawalki dtugosci v/n i wykreslaé
liczby ztozone tylko w takich kawatkach. To pozwala nam zredukowaé
rozmiar tablicy uzywanej do wykreslania do wartosci rzedu O(y/n), co ma
niebagatelne znaczenie tak teoretyczne, jak i praktyczne. Wiecej na ten
temat mozna znalez¢ w artykule Tomasza Idziaszka w Delcie 9/2011.

Ktéra liczba jest wieksza?
K =log,3 -log; 7 czy L =log,7 log;3
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