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W Delcie 7/2009 Marek Cygan opisal pewien sposéb radzenia sobie z tym,

ze dla niektorych trudnych probleméw nie potrafimy znalezé szybkiego
algorytmu. Autor rozwazal klase probleméw NP-trudnych — czyli takich, ktérych
prawdopodobnie nie mozna rozwiaza¢ w czasie wielomianowym — i pokazywal,
ze dla wielu z nich mozna w efektywny sposob skonstruowaé nie doktadne, lecz
przyblizone rozwiazanie.

W tym artykule sprobujemy ugryzé trudne problemy z drugiej strony. Wciaz
poruszamy sie w Swiecie algorytmow dzialajacych w czasie wielomianowym — te
uznajemy za szybkie. Ale zamiast poszukiwaé¢ dokladnego rozwiazania, uzyjemy
innej sztuczki: bedziemy szukali algorytmdw, ktore staraja sie jak najbardziej
zmniejszy¢ rozmiar instancji (czyli egzemplarza problemu, np. zadanego grafu),
zachowujac przy tym odpowiedz. Wowczas, dla zredukowanej instancji, mozemy
odpali¢ nasz ulubiony algorytm dokladny, np. rozpatrujacy wszystkie mozliwosci.
A jako ze rozmiar egzemplarza bedzie duzo mniejszy od poczatkowego, algorytm
doktadny by¢ moze zadziata catkiem szybko. Przejdzmy do przyktadu.

Pokryciem wierzcholkowym w grafie G nazwiemy taki zbiér wierzchotkow P,
ze kazda krawedZz G ma co najmniej jeden koniec w P. Problem znalezienia
licznosci najmniejszego pokrycia wierzchotkowego w danym grafie jest
NP-trudny. Marek Cygan w swoim artykule pokazywal, jak szybko znalez¢
pokrycie wierzchotkowe, ktore jest co najwyzej dwa razy liczniejsze od
optymalnego (czyli tzw. 2-aproksymacje).

My bedziemy rozwazaé wersje problemu pokrycia wierzchotkowego, w ktorej
odpowied? jest binarna (,TAK” lub ,NIE”). Mianowicie, majac dany graf G
oraz liczbe naturalng k, pytamy, czy w grafie G istnieje pokrycie wierzchotkowe
zawierajace co najwyzej k wierzchotkéw. Oczywiscie, z punktu widzenia
algorytmow wielomianowych obie wersje sa rownowazne: majac dany algorytm
rozwigzujacy wersje decyzyjna, mozemy wyszuka¢ najmniejsze k, dla ktérego
algorytm ten daje odpowiedz ,,TAK”, i w ten sposéb otrzymaé rozmiar
najmniejszego pokrycia wierzchotkowego.

Mamy wiec dany graf G i liczbe k. Co mozemy teraz zrobi¢? Ustalmy
wierzcholek v. Jesli v nie nalezy do pewnego pokrycia wierzchotkowego P, to
wszyscy sasiedzi v musza naleze¢ do P. Poszukujemy P o mocy co najwyzej k,
wiec jesli v ma co najmniej k + 1 sasiadéw, to musimy wzia¢ v do P. W ten
sposob otrzymalidmy nastepujaca regule redukcyjng: jesli w grafie G jest
wierzcholek v, ktory ma co nagmniej k + 1 sqsiadow, wyrzué z G wierzcholek v
oraz incydentne z nim krawedzie oraz zmniejsz k o jeden. W wyniku
zastosowania tej reguly otrzymaliSmy roéwnorzedna instancje problemu pokrycia
wierzchotkowego: w zredukowanym grafie istnieje pokrycie wierzchotkowe
rozmiaru co najwyzej k — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w oryginalnym grafie
istniato pokrycie wierzchotkowe rozmiaru co najwyzej k.

A co sie dzieje, jesli nie mozemy zastosowaé powyzszej reguly? Kazdy wierzcholek
jest incydentny z co najwyzej k krawedziami, wiec pokrycie wierzchotkowe P
pokrywa co najwyzej |P| - k krawedzi. Czyli, jesli nie mozemy zastosowaé naszej
reguly, a zostato nam wiecej niz k? krawedzi, mozemy $miato odpowiedzie¢ ,NIE”.

Otrzymalismy wlasnie co$, co informatycy nazywaja jedrem (ang. kernel)
problemu pokrycia wierzchotkowego: pokazalidémy szybki algorytm, ktéry albo
rozwiazuje problem pokrycia wierzchotkowego, albo znajduje réwnowazna
instancje problemu o co najwyzej k? krawedziach. Zwréémy uwage na to, ze
rozmiar zredukowanego grafu zalezy tylko od parametru k, a nie od rozmiaru
wyjsciowego grafu: poczatkowy graf méglt by¢ olbrzymi.

A moze da sie lepiej? Zredukowalismy graf do k? krawedzi, ale moze da sie
jeszcze ograniczy¢ liczbe wierzchotkéw? Zacznijmy od prostej obserwacji:
z grafu G mozemy wyrzuci¢ wszystkie wierzchotki izolowane. Zostanie nam
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Rys. 1. Krok konstrukcyjny: wybér X,
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Rys. 2. Rozklad koronny grafu G.

co najwyzej 2k? wierzchotkéw. Pokazemy teraz inng regule redukcyjna — istotnie
bardziej skomplikowana od poprzedniej — ktéra prowadzi do duzo mniejszego
grafu: zredukujemy liczbe wierzchotkow do 4k. Zalézmy wiec, ze G ma wiecej
niz 4k wierzchotkow.

Aproksymujac pokrycie wierzchotkowe, Marek Cygan uzywal skojarzen. My
rowniez ich uzyjmy. Skojarzeniem w grafie nazywamy zbior krawedzi, w ktérym
zadne dwie nie maja wspolnego konca. Istnieje szybki algorytm znajdujacy
najliczniejsze skojarzenie w dowolnym grafie — zalézmy wiec, ze znamy M,
najliczniejsze skojarzenie w grafie G. Zauwazmy, iz w dowolnym pokryciu
wierzchotkowym musi by¢ co najmniej jeden koniec kazdej krawedzi z M. Skoro
te nie sa incydentne, to jedli |M| > k, mozemy od razu odpowiedzieé ,NIE”.
Zal6zmy wiec dalej, ze |[M| < k.

Niech Hj bedzie zbiorem wierzcholtkéw, ktore sa koncami krawedzi w M,

a Cp niech bedzie zbiorem pozostalych wierzchotkéw. Skoro |M| < k, to

|Ho| =2 - |M| < 2k, czyli |Cy| > 2k. Co wigcej, zauwazmy, ze w G nie ma zadnej
krawedzi taczacej dwa wierzchotki w Cy: gdyby byta, mogliby$my dodaé ja

do M, powigkszajac liczno$é¢ skojarzenia.

Uwaga, teraz bedziemy robi¢ cos skomplikowanego. Wyrzuémy z grafu G wszystkie
krawedzie o obu koncach w Hy. Otrzymamy wowczas graf dwudzielny Gg, ktory
z jednej strony bedzie mial Hy, a z drugiej Cy. Sprawdzmy, czy w tym grafie
istnieje skojarzenie rozmiaru |Hy| (czyli najwieksze mozliwe). Jedli nie istnieje, to,
z twierdzenia Halla, istnieje zbior Xo C Hy i zbidr jego sasiadéw Yy C Cy, taki ze
| Xo| > |Yo|- Wyrzuémy z grafu Xy i Yy, tj. wezmy Hy = Hy \ Xo i C1 = Cp \ Y.
Postepujmy tak do skutku, tj. majac dane H; i C;:

1. konstruujemy graf dwudzielny G;, biorac z grafu G tylko krawedzie laczace
Hi VA Ci;

2. sprawdzamy, czy istnieje w tym grafie skojarzenie rozmiaru |H;| — jesli tak, to
koniec;

3. jesli nie, to korzystajac z twierdzenia Halla, znajdujemy zbior X; C H; i zbior
jego sasiadéw Y; C Cj, taki ze | X;| > |Yi|;

4. przypisujemy H; 11 = H; \ X;, Ciy1 = C; \ Y,

Pominmy tutaj problem, jak znajdowaé¢ zbiory X; i Y;: wystarczy nam
informacja, ze mozna to zrobi¢ w czasie wielomianowym. Zauwazmy, ze
postepujac wedlug powyzszej procedury, utrzymujemy nastepujace niezmienniki:

1. w G nie ma krawedzi taczacej dwa wierzcholki ze zbioru C;, gdyz C; C Cy,
a ten warunek byl spelniony juz dla Cpy;

2. |H;| < |C;], bo |Hp| < |Co| i w kazdym kroku | X;| > |Yi|;

3. zawsze X; # H;, gdyz zbiorem sasiadow H; jest cale C; — zaden
z wierzchotkow C; nie jest izolowany, bo te usuneliSmy. A zatem H; nigdy
nie stanie si¢ puste;

4. H; jest zbiorem sasiadow C;, gdyz za kazdym razem usuwajac z H; zbiér X,
ze zbioru C; usuwamy Y;, czyli wszystkich sasiadow X;.

W zwiazku z tym, gdy nasza procedura zakonczy dzialanie, otrzymamy niepuste
zbiory wierzcholkéw H = H; oraz C' = C; o nastepujacych wlasnosciach:

1. w G nie ma krawedzi taczacej dwa wierzchotki z C,

2. istnieje skojarzenie S rozmiaru |H|, w ktérym kazda krawedz taczy
wierzchotek z H z wierzchotkiem z C

3. H jest zbiorem sasiadéow C.

To, co wlasnie otrzymaliSmy, nazywamy rozkladem koronnym (ang. crown
decomposition) grafu: mamy korone C lezaca na glowie H. Zauwazmy, ze

w dowolnym pokryciu wierzchotkowym w grafie G musimy wybraé¢ co najmniej
|S| = |H| wierzcholkéw sposréd C'U H — musimy wybraé po konicu kazdej
krawedzi z S. Ale, z drugiej strony, biorac do pokrycia wierzchotkowego cale H,
pokrywamy wszystkie krawedzie incydentne z C' U H. Mozemy wiec zachlannie
wziaé do pokrycia wierzchotkowego cale H i usunaé z grafu wierzchotki C U H
oraz incydentne z nimi krawedzie. Tym samym zmniejszyliémy rozmiar grafu.
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Zastanowmy sie, co wlasnie osiagnelismy. WyszliSmy od takiej instancji
problemu pokrycia wierzchotkowego (grafu G oraz parametru k), ze graf G mial
wigcej niz 4k wierzchotkéw. Przerazliwie Uwazny Czytelnik zauwazy takze, ze
w powyzszej konstrukeji po kryjomu zalozyliSmy k£ > 0. Mozemy, dla danego
grafu G z parametrem k, powtarza¢ powyzsza redukcje, dopdki jest to mozliwe.
Zauwazmy, iz przy redukcji parametr k moze sie zmienia¢ — ale zawsze bedzie
malal. Mamy trzy mozliwe zakonczenia tej procedury:

1. pewna redukcja odpowie ,NIE” | gdyz rozmiar skojarzenia M bedzie za duzy
— wowczas wiemy, ze w poczatkowym grafie odpowiedz tez byla ,NIE”;

2. otrzymamy w wyniku redukcji parametr k = 0 — woéwczas odpowiedZ brzmi
»TAK” jesli w grafie nie pozostala zadna krawedz, lub ,NIE” w przeciwnym
przypadku;

3. otrzymamy nowy zredukowany graf G z nowym parametrem k, taki ze graf G
ma co najwyzej 4k wierzchotkow.

Pokazalismy wlasnie, ze algorytm polegajacy na aplikowaniu opisanej redukc;ji,
dopdki jest to mozliwe, prowadzi do zredukowania wyjéciowego grafu do
rozmiaru co najwyzej 4k, gdzie k jest parametrem zredukowanej instancji, a wiec
jest nie wiekszy od parametru oryginalnej instancji.

Wykonujac powyzsza konstrukeje troche uwazniej, mozna otrzymac jadro

o 3k wierzchotkach, a komplikujac duzo bardziej, da si¢ doj$¢ do algorytmu
redukujacego graf do 2k wierzcholtkéw. Z drugiej strony, ostatnio udowodniono,
ze przy pewnych, rozsadnych zalozeniach z teorii zlozonosci nie istnieje jadro

o k7 krawedziach dla zadnego v < 2.

Rozwigzanie zadania F 761.
Bilans energii ma postaé

BN+ eqi(ts — ta) = cqa(te — ta). Wiele NP-trudnych probleméw ma niewielkie jadra. Bardzo czesto algorytmy

redukujace sa proste, opieraja si¢ na kombinatorycznych spostrzezeniach,

Stad
@ A @ @ . anie na wielkiej teorii. Mozna by cata Delte wypei¢ opisami algorytméw
b= et (1 - q_z> TR jak ten powyzej, ale moze jednak tego nie robmy.
Ta sama funkcja trzema sposobami
Funkcje na ogol okresla sie za pomoca wykresu, tabelki lub wzoru. Oto ta sama
funkcja # w tych trzech postaciach.
n| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9/10(11(12|13|14|15(16|17|18]|19|20
42= ° #| 0| 0| 1| O 2| 1] 2| 1| 4| 1| 5| 2| 3| 3| 7| 2| 8| 3
225 ° n |21|22|23|24(25(26|27|28[29|30|31|32|33|34|35|36|37|38
33: . . #| 5| 4|10] 3| 9| 5| 8| 5|13| 3|14| 7| 9| 7|11| 5|17| 8
30= . . * n |39|40|41 (42|43 |44 45|46 |47|48|49|50|51|52|53|54|55|56
27 = ° . # |11 7|19| 5(20| 9|11|10|22| 7|20| 9|15|11|25| 8|19|11
i?; . ° n | 5758|5960 |61[62[63|64|65|66|67|68|69|70|71|72|73|74
18: . . o e F#|17|13|28| 7(29(14|17|15|23| 9|32|15|21|11|34|11|35|17
15= . . . . n |75|76|77|78|79|80|81|82|83|84|85|86|87|88|89[90|91|92
122 LT . #19]17]291138]15]26]19]40]11[31[20]27]19]43]11[35]21
9= . ‘e [ * . . . )
62 . e " . . n
z L. .o oo . . n) == 1-— — 1
3z L.ttt #n) <2H< pi)) 7
2ot piln
0_.. ] ] ] ] ] ] ] 1 ] . . . . . o . .
310 20 30 40 50 60 70 80 90 gdzie p; przebiegaja wszystkie dzielniki pierwsze
liczby n; na przykiad #(100) = 19.
Prosze sprawdzié, ze funkcja ta oblicza, ile jest réznych wielokatéw foremnych
gwiazdzistych o n wierzchotkach.
Wielokat foremny gwiazdzisty o n wierzchotkach to tamana zamkni¢ta wpisana w okrag,
majaca wszystkie odcinki réwnej dlugosci, wiekszej od boku zwyklego n-kata foremnego.
Wynika z tego, ze lamana taka ma samoprzecigcia.
Najbardziej znanym przykladem jest, majacy 5 wierzcholkéw, pitagorejski pentagram.
M. K.
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