Drzewo Steinera: jedno zagadnienie, mnéstwo problemoéw
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W naszym zespole badawczym analizujemy wiele réznych
zagadnien, ktére wystepuja w réznych aspektach. Nic w tym
dziwnego, wszak algorytmika jest bardzo szeroka dziedzing.
Zdarza sie i tak, ze to samo zagadnienie pojawia sie w wielu
kontekstach. Taka sytuacja ma miejsce w przypadku
problemu drzewa Steinera.

Zanim przejdziemy do formalnej definicji, przyjrzyjmy sie
nastepujacemu klasycznemu problemowi geometrycznemu.
Ksiaze Piotrus jest wladca trzech miast: A, B i C'. Chce je
polaczyé drogami tak, by z kazdego miasta dalo sie dojechaé
do kazdego innego, i oczywiscie pragnie zminimalizowaé¢ koszt
budowy, czyli sume dlugosci zbudowanych drég. Jedna

z dostepnych opcji jest zbudowanie drég wzdtuz dwoch
krotszych bokow trojkata ABC. Jednak, co dla niektorych
Czytelnikow moze by¢ zaskakujace, mozna lepiej! O ile tylko
kazdy kat wewnetrzny trojkata ABC ma miare mniejsza niz
120°, taniej jest zrobi¢ tak: znajdujemy wewnatrz trojkata
ABC punkt X, taki ze XxAXB =<BXC =<xCXA =120°,
i budujemy drogi XA, XB i XC. Czasem wiec oplaca sie
wyj$¢ poza schemat prowadzenia drég bezposrednio miedzy
miastami i zbudowaé¢ dodatkowe skrzyzowanie. To dodatkowe
skrzyzowanie nazywa sie czesto punktem Steinera.
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Rys. 1. Punkt X jest punktem Steinera dla wierzchotkéw A, B, C.

Przetézmy teraz problem ksiecia Piotrusia na jezyk teorii
grafow. Mamy dany spojny graf nieskierowany G = (V| E),
w ktorym kazda krawedz e € ¥ ma swoja dlugosé de > 0.
Graf to caly $wiat ksiecia Piotrusia: wierzcholtki grafu
odpowiadaja mozliwym skrzyzowaniom, a krawedzie
mozliwym drogom. Ksiestwo ksiecia Piotrusia to podzbior
wierzchotkéw 1" C V': te wierzcholki reprezentuja miasta,
ktore chcemy potaczyé drogami. Mamy znalezé najtansza sie¢
drég — czyli spojny podgraf grafu G — ktora taczy wszystkie
miasta — czyli wierzchotki zbioru T'. Zauwazmy, ze ten
najtanszy podgraf zawsze bedzie drzewem. Zbiér T czesto
nazywa si¢ zbiorem terminali. Tak okreslone zagadnienie to
problem znalezienia najtanszego drzewa Steinera dla zbioru
terminali 7". Przykladowy graf z czterema terminalami
znajduje si¢ na rysunku 2.

Bedziemy tez czasem moéwili o problemie drzewa Steinera bez
dlugosci; wtedy zakladamy, ze kazda krawedz grafu ma
dlugosé jeden. Zauwazmy, ze odpowiada to znalezieniu jak
najmniejszego zbioru wierzchotkow X C V '\ T tak, by zbior
X UT indukowal spojny podgraf grafu G, tzn. aby krawedzie,
ktorych oba koiice znajduja sie w tym zbiorze, wystarczaly do
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tego, aby z kazdego terminalu dalo sie dojsé¢ do kazdego
innego terminalu. Zbiér X reprezentuje dodatkowe
wierzcholki poza T w poszukiwanym drzewie Steinera. Jesli
wezmiemy | X| dodatkowych wierzchotkéw, to drzewo
rozpinajace X U T bedzie miato | X |+ |T'| — 1 krawedzi 1 taki
sam bedzie koszt budowy drog, co oznacza, ze minimalizujac
| X |, minimalizujemy sume dlugosci krawedzi wybranych do
drzewa Steinera.
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Rys. 2. Cztery zaznaczone wierzcholki to terminale. Pozostale
wierzcholki oraz krawedzie to mozliwe skrzyzowania i drogi.
Pogrubionymi kreskami zaznaczono krawedzie najtanszego drzewa
Steinera, ktorego koszt to 14.

Problem drzewa Steinera, nawet w wersji bez dtugosci, jest
NP-trudny, co oznacza, ze najprawdopodobniej nie da sie
efektywnie znajdowaé optymalnych rozwigzan tego
zagadnienia. Wobec tego bedziemy probowali radzi¢ sobie

z nim w dwojaki sposéb: dla wiekszych instancji

(tj. wiekszych danych wejsciowych problemu) wystarczy nam
rozwiazanie przyblizone, natomiast rozwiazanie doktadne
bedziemy znajdowaé¢ w czasie wykladniczym dla graféw na
tyle duzych, na ile pozwoli nam zlozono$¢ naszego algorytmu
oraz moc obliczeniowa komputera.

Zacznijmy od najbardziej klasycznej metody radzenia sobie

z problemami NP-trudnymi, czyli od algorytmow
aproksymacyjnych. Chcemy szybko — w czasie
wielomianowym od rozmiaru grafu — znalezé drzewo Steinera,
ktore niekoniecznie bedzie najlepsze, ale bedzie niewiele
gorsze od optymalnego.

Aby otrzymaé prosty algorytm aproksymacyjny, wroé¢my do
oryginalnego problemu ksiecia Piotrusia na plaszczyznie.
Wymyslenie, by dodaé¢ punkt X, byto dosé¢ trudne. A o ile
gorzej bytoby, gdyby ksiaze Piotru$ zbudowat drogi wzdtuz
dwoch krotszych bokow trojkata ABC? Ot6z okazuje sig, ze
niewiele gorzej.

Przeanalizujmy ten pomys! w jezyku teorii graféw. Zmierzmy
najkrotsze odleglosci miedzy kazda para miast. Zbudujmy
graf pelny H o zbiorze wierzchotkéw T'. Dla miast s,t € T
jako dlugos¢ krawedzi st przyjmijmy dlugo$é¢ najkrotszej
$ciezki miedzy s it w grafie G. Graf H odpowiada grafowi
skladajacemu sie z bokow trojkata ABC w rozpatrywanym
na poczatku problemie na plaszczyznie, przy zalozeniu, ze
robotnicy ksiecia Piotrusia nie potrafia budowaé
dodatkowych skrzyzowan, ale potrafia budowaé najkrotsze
drogi miedzy kazda para miast. W grafie H znajdzmy
minimalne drzewo rozpinajace D — mozna to zrobié¢
wielomianowo za pomoca jednego z klasycznych algorytmow,
np. Kruskala lub Prima. Nastepnie dla kazdej krawedzi st
drzewa D, w grafie G zbudujmy ciag drég odpowiadajacy



najkrotszej $ciezce miedzy s it. W ten sposéb w G
polaczymy wszystkie miasta. Zauwazmy, ze mozliwa jest
sytuacja, w ktorej jedna droge (krawedz oryginalnego grafu)
bedziemy chcieli wybudowaé wiecej niz raz, gdyz byta ona
czescia kilku najkrotszych $ciezek wybranych do drzewa
rozpinajacego. Jednakze w takim wypadku uzyskane drzewo
Steinera bedzie tansze niz drzewo D, wiec jest to dla nas
sytuacja jak najbardziej korzystna. Zastanéwmy sie, o ile
drozsze moze by¢ drzewo D od rozwiazania optymalnego?

Rys. 3. Graf H otrzymany poprzez wyznaczenie najkrotszych Sciezek
pomiedzy kazda para terminali grafu z rysunku 2. Pogrubione
krawedzie to minimalne drzewo rozpinajace D o koszcie 15.

Niech D* bedzie optymalnym drzewem Steinera. Wykonujemy
nastepujaca operacje, kluczows dla catej analizy, mianowicie
podwajamy krawedzie drzewa D*. W ten sposéb otrzymujemy
graf spojny, w ktorym kazdy wierzcholek ma stopien parzysty.
Ma on wiec cykl Eulera o dtugosci rownej dwukrotnosci
kosztu drzewa D*. Zauwazmy, ze fragmenty cyklu prowadzace
pomiedzy kolejnymi terminalami maja dlugosci co najmniej
takie, jak dlugosci odpowiednich krawedzi w grafie H, gdyz
dtugosci krawedzi w grafie H odpowiadaja najkrotszym
Sciezkom w G. Zatem podwojony koszt drzewa D* jest nie
mniejszy niz koszt pewnego zbioru krawedzi F' rozpinajacego
graf H, ktory to koszt jest z kolei nie mniejszy niz koszt
drzewa D, ktére jest minimalnym drzewem rozpinajacym

w grafie H. Stad, nasz algorytm aproksymacyjny znajdzie
drzewo Steinera o koszcie nie wigkszym niz dwukrotnosé
kosztu optymalnego drzewa Steinera.
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Rys. 4. Lewy rysunek przedstawia cykl Eulera otrzymany przez
podwojenie krawedzi drzewa D* z rysunku 2. Po prawej stronie
znajduje sie zbior krawedzi F' rozpinajacy graf H odpowiadajacy temu
cyklowi Eulera (kolejne terminale na cyklu laczymy krawedziami w H).
A czy da sie lepiej? To znaczy, czy w czasie wielomianowym
mozliwe jest skonstruowanie drzewa Steinera, ktorego koszt
bedzie mniejszy niz dwukrotnos¢ optymalnego rozwiazania?

Okazuje sie, ze probujac lokalnie poprawiaé¢ otrzymane
drzewo, np. starajac sie wybiera¢ wierzcholki Steinera

o stopniu 3, mozna otrzymac troche lepszy wspotczynnik
aproksymacji (najwiekszy iloraz znalezionego przez nas
rozwigzania oraz rozwiazania optymalnego). Najlepszy
aktualnie znany algorytm aproksymacyjny dla problemu
drzewa Steinera znajduje zawsze rozwiazanie nie gorsze niz
1,39 optymalnego kosztu. Algorytm ten pochodzi z 2010 roku,
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a jednym z jego autoréw jest Jarostaw Byrka z Uniwersytetu
Wroctawskiego.

Na dzi$ starczy algorytmoéow aproksymacyjnych. Teraz
bedziemy probowali rozwiazaé problem drzewa Steinera

w sposob doktadny, lecz w wersji bez dtugosci. W tym
sformutowaniu problem przejawia nature kombinatoryczna.

Uporzgdkowanym etykietowanym drzewem nazwiemy drzewo
z wyréznionym korzeniem, w ktorym zbiér synow kazdego
wierzchotka jest uporzadkowany (tzn. ich kolejno$é ma
znaczenie). Kazdy wierzchotek takiego drzewa ma etykiete
bedaca identyfikatorem wierzchotka z grafu G. Aby
uporzadkowane etykietowane drzewo D bylo poprawne, musi
by¢ spelniony warunek, ze jesli w drzewie D mamy krawedz
taczaca wierzcholki o etykietach u, v, to w grafie GG istnieje
krawedz uwv. Zauwazmy, ze nie wymagamy, aby etykiety
wierzchotkéw drzewa byly rozne, jednakze etykieta kazdego
wierzcholka jest rézna od etykiety ojca, gdyz w grafie G nie
ma petli.

Rys. 5. Graf G oraz jedno z poprawnych uporzadkowanych
etykietowanych drzew D. Zauwazmy, ze drzewo D nie musi zawieraé
wszystkich etykiet wierzchotkéow z grafu G.

Zauwazmy, ze jesli w grafie GG istnieje uporzadkowane
etykietowane drzewo D, ktérego zbior etykiet zawiera
identyfikatory wszystkich terminali, to optymalne drzewo
Steinera ma nie wiecej niz |D| wierzchotkow, gdyz mozemy
uzy¢ drzewa D do konstrukcji zbioru drog, ktére rozpinaja
caly zbioér terminali.

Wygodniej bedzie, gdy zamienimy problem optymalizacyjny,
jakim jest poszukiwanie minimalnej liczby wierzcholtkow

w drzewie Steinera, na problem decyzyjny, w ktérym mamy
stwierdzi¢, czy w danym grafie istnieje drzewo Steinera
zawierajace nie wiecej niz d wierzchotkéw. Zamiast szukaé
drzewa Steinera, bedziemy szuka¢ uporzadkowanego
etykietowanego drzewa D, ktérego zbior etykiet zawiera
wszystkie identyfikatory terminali ze zbioru T'. Okazuje sie
jednak, ze duzo latwiej szuka sie drzewa, ktore nie zawiera
pewnych etykiet, dlatego tez uzyjemy zasady wlaczen

i wylaczen (czyli uogélnienia wzoru |AU B| =

= |A| + |B| — |A N B| na wieksza liczbe zbioréw). Niech
N(d,X)dlad>11X CT oznacza liczbe uporzadkowanych
etykietowanych drzew o d wierzchotkach, ktérych zbior etykiet
nie zawiera identyfikatoréw terminali ze zbioru X. Wartos¢
N(d, X) dla ustalonych d oraz X mozna obliczy¢ w czasie
wielomianowym standardowym algorytmem programowania
dynamicznego, co pozostawiamy Drogiemu Czytelnikowi jako
¢wiczenie. Zauwazmy tez, ze na mocy zasady wlaczen

i wylaczen liczba uporzadkowanych drzew d-wierzchotkowych
zawierajacych wszystkie etykiety ze zbioru 7' jest rowna:

> (=) N(d, x).
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Skoro kazda wartosé N(d, X) potrafimy obliczy¢ w czasie
wielomianowym, to powyzsza sume mozemy obliczy¢ w czasie
2171 poly(|V|), przy czym przez poly(|V|) oznaczamy czas
wielomianowy wzgledem |V|. Ten algorytm zaprezentowal

w 2009 roku Jesper Nederlof, a gtowna zaleta tej metody jest
to, ze zalezno$é wykladnicza dotyczy jedynie |T'|, a nie calego
|V]. Pytaniem otwartym jest, czy da si¢ to zrobi¢ szybciej,
np. w czasie (2 — &) Tpoly(|V]) dla jakiego$ & > 0.

W artykule ,,Pokrycie wierzchotkowe kontratakuje” (Delta
4/2010) przedstawiliémy idee kernelizacji. Algorytm
kernelizacyjny to taki, ktory szybko (w czasie
wielomianowym) istotnie zmniejsza rozmiar problemu w ten
sposob, ze dla zmniejszonej instancji wynik jest taki sam jak
dla oryginalnej. Sprébujmy zrozumieé, czego oczekiwalibySmy
od algorytmu kernelizacyjnego dla problemu drzewa Steinera.
Wejsciem (decyzyjnej wersji) problemu drzewa Steinera bez
dtugosci jest graf G = (V, E), zbiér terminali (miast) T C V
oraz liczba catkowita d; chcemy znalezé drzewo D o co
najwyzej d wierzchotkach, zawierajace wszystkie terminale.
Chcieliby$my w czasie wielomianowym zredukowaé rozmiar
grafu; powiedzmy, ze oczekujemy, ze po redukcji graf bedzie
wielkosci wielomianowej wzgledem k = |T'|. Pokazemy,
dlaczego jest to niemozliwe (przy odpowiednich zalozeniach
teoriozlozonosciowych).

Na chwile przeniesmy si¢ do innego zagadnienia. W problemie
znajdowania motywu w grafie mamy dany graf H, w ktorym
kazdy wierzchotek jest pomalowany na jeden z k koloréow.
Chcemy wybraé¢ po jednym wierzchotku kazdego koloru tak,
by wybrane wierzchotki tworzyly (indukowaly) graf spojny.
Taki zbior wierzcholtkéw nazywamy motywem. Co moze
wydaé sie zaskakujace, problem ten jest NP-trudny, nawet
gdy H jest drzewem, ktérego wszystkie wierzcholki maja
stopien nie wiekszy niz trzy.

Zauwazmy, ze problem drzewa Steinera jest co najmniej tak
trudny jak problem znajdowania motywu w grafie.
Faktycznie, istnieje sprowadzenie (redukcja) przeksztalcajace
instancje problemu znajdowania motywu w grafie na
instancje problemu drzewa Steinera. Majac dana instancje
problemu znajdowania motywu w grafie H, dla kazdego
koloru ¢ dodajemy terminal ¢; potaczony ze wszystkimi
wierzchotkami koloru i. Latwo zauwazy¢, ze drzewo Steinera
o 2k wierzcholtkach w grafie H z dodanymi terminalami
odpowiada motywowi w oryginalnym grafie H. Jest tak
dlatego, ze dwa rézne terminale nigdy nie maja wspolnego
sasiada, co oznacza, ze do drzewa Steinera musimy wybraé co
najmniej k wierzchotkow niebedacych terminalami. Jednakze
szukamy drzewa o co najwyzej 2k wierzcholkach, co oznacza,
ze zbiér nieterminali, ktére wybierzemy do drzewa Steinera,
musi byé¢ spéjny, gdyz nie mozemy sobie pozwoli¢ na
wybranie zadnego dodatkowego wierzchotka. Ten spdjny zbior
nieterminali odpowiada motywowi w oryginalnym grafie, jako
ze sasiedzi roznych terminali maja rézne kolory.

Teraz zaltézmy, ze mamy algorytm kernelizacyjny dla
problemu drzewa Steinera w grafie bez dtugosci, tj. algorytm,
ktory w czasie wielomianowym redukuje rozmiar grafu G do
wielkosci wielomianowej od k — liczby terminali w grafie.
Mozemy wtedy wykona¢ nastepujaca operacje:

1. Zal6zmy, ze mamy dany dlugi ciag instancji problemu
znajdowania motywu w grafie Hy, Ha, ..., H¢; kazda instancja
ma doktadnie k koloréw.

2. Tworzymy graf H, ktory jest suma roztaczng wszystkich
grafow H;, 1 < i < t. Kolory wierzchotkow sa takie same jak
w grafach H;. Zauwazmy, ze w grafie H istnieje motyw wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje on w co najmniej jednym z grafow
H;: motyw musi by¢ spdjny, wiec musi zawieraé sie w jednej
spojnej sktadowej grafu H.

3. Redukujemy problem znajdowania motywu w grafie H do
problemu znajdowania drzewa Steinera, tak jak

w poprzednim akapicie: dodajemy po jednym terminalu
kazdego koloru. Otrzymujemy graf G, w ktorym szukamy
drzewa Steinera o 2k wierzchotkach.

4. Na grafie G uruchamiamy algorytm kernelizacyjny, ktory
zmniejsza graf G do rozmiarow wielomianowych wzgledem 2k
(czyli wielomianowych wzgledem k).

Przeanalizujmy, co sie stalo. Liczba poczatkowych instancji —
t — mogta by¢ bardzo duza, ponadwielomianowa w stosunku
do k. Na koricu otrzymalisémy jedna instancje problemu
znajdowania drzewa Steinera o duzo mniejszej liczbie
wierzchotkow — wielomianowej wzgledem k. Przy tym ta
konicowa instancja jest ,synteza’ poczatkowych instancji:
istnieje w niej odpowiednio male drzewo Steinera wtedy

i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna poczatkowa instancja
miata motyw. Koricowa instancja jest jednak bardzo mata

i nie ma szans pomiesci¢ informacji o wszystkich
poczatkowych instancjach problemu znajdowania motywu

w grafie — intuicyjnie oznacza to, ze musieliSmy wiekszosé
instancji H; w jakis sposob rozwiazaé. Okazuje sie, ze dla
problemu NP-zupelnego taka operacja nie moze nam si¢ udac;
powyzsze rozumowanie mozna sformalizowaé i pokazaé, ze
algorytm kernelizacyjny dla problemu drzewa Steinera
pociagalby za soba duza rewolucje w teorii ztozonosci, co jest
malto prawdopodobne. Dodajmy tylko, ze uzyta tutaj technika
jest réwniez stosunkowo nowa — pierwsi uzyli jej Lance
Fortnow i Rahul Santhanam w swojej pracy z 2008 roku.

Jak wida¢, problem drzewa Steinera ma wiele ciekawych
obliczy i kazdy znajdzie w nim co$ dla siebie. Barwne jest
zycie algorytmika.

Do grupy naukowej badajacej rozne aspekty probleméw
NP-trudnych na wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego naleza dr Lukasz
Kowalik, dr Marcin Mucha, dr hab. Piotr Sankowski, dr
Jakub Wojtaszczyk, a takze doktoranci i studenci wydzialu,
w tym autorzy tego artykulu. Gléwne kierunki badan
stanowia aproksymacja oraz algorytmy dokladne dla
probleméw NP-trudnych. Prace, ktérych autorami sa
czlonkowie zespolu, sa publikowane na najlepszych
miedzynarodowych konferencjach po$wieconych informatyce
teoretycznej oraz w uznanych periodykach naukowych.
Czlonkowie grupy sa laureatami programow stypendialnych
Fundacji Nauki Polskiej, miesiecznika Polityka i nagrod im.
Witolda Lipskiego. Ponadto prace naukowe grupy badawczej
prowadzone sa w ramach grantéow MNiSW, jak rowniez
prestizowego grantu ,Starting Independent Researcher Grant”
ufundowanego przez European Research Council, ktérego
kierownikiem jest dr hab. Piotr Sankowski.

Objasnienie terminologii grafowej wykorzystanej w tym artykule
mozna znalezé np. w ksiazce R.J. Wilsona Wprowadzenie do teorii
graféw, natomiast opis wspomnianych algorytmoéw Kruskala

i Prima stuzacych do wyznaczania minimalnego drzewa

rozpinajacego — w ksiazce T.H. Cormen, C.E. Leiserson,
R.L. Rivest, C. Stein, Wprowadzenie do algorytmodw.



