Duzo lepsze rezultaty otrzymamy, gdy
stanem poczatkowym bedzie
kilka-kilkadziesigt tysigcy komérek
ustawionych w jednej linii. Film

www . youtube . com/watch?v=40SW6kfAnPI
pokazuje, ze ,wystarczy” okoto 15 000
komorek, aby otrzymaé wyrazny obraz
fraktala. Wtasne eksperymenty mozna
prowadzié réwniez we wspomnianym
wczesniej programie golly.
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Co laczy tréjkat Sierpinskiego z gra w zycie?
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podstawami) — wzér powstal z generacji
ztozonej ze 130 komoérek ustawionych w linii poziomej i jest efektem 65 ewolucji.
Duze odstepstwo od wlasciwego ksztaltu, szczegdlnie w okolicy prawego i lewego
korica rysunku, wynika z malej skali generacji poczatkowej (malo zywych komérek).

Reguly gry Conwaya mozna modyfikowa¢ wedlug uznania. Klasyczne zasady zmiany
stanu komérek (opisane wezesniej) oznacza sie przez B3S23. Zapis interpretujemy
nastepujaco: B3 oznacza warunek rodzenia sie nowej komérki (rodzi sie, gdy

ma dokladnie 3 zywych sasiadéw; is born); S23 to warunek przezywalnosci

(2 lub 3 zywych sasiadéw gwarantuje przezycie; survives). Zastosujmy inna regule
B3S02 do stanu poczatkowego 66 zywych komodrek utozonych w linii prostej. Efekt
takiej gry okazuje si¢ odzwierciedla¢ trojkat Sierpinskiego w stopniu znacznie
dokladniejszym niz regula B3S23. Rysunek obok przedstawia efekt po kilkudziesieciu
generacjach, ktéry jest jednoczesnie stanem stalym — kazda kolejna generacja jest
identyczna z ta widoczna na rysunku.

Niezwykte jest powiazanie dwoch odleglych od siebie obiektéw w matematyce.
Dostrzezenie takiego powiazania jest wspaniatym doswiadczeniem. Jest nim
niewatpliwie polaczenie fraktali z automatami komoérkowymi. Trojkat Sierpinskiego
moze wiec gra¢ w zycie — i to dostownie. Przetrwa bowiem jako generacja ewoluujaca
okresowo (w regule B2S23) albo jako generacja stala (reguta B3S02).

Czy funkcja moze by¢ brudna, czyli
kilka stéw o programowaniu funkcyjnym
Marcin BORKOWSKI*

Kazdy czytelnik Delty wie, ze jednym z podstawowych inna maleje. Niektore funkcje osiggajg swoje kresy, inne zas
poje¢ w matematyce jest funkcja. Matematycy nie tylko uciekajg do nieskonczonosci. Malo tego, zdarza sie nawet,
odmieniaja to stowo przez wszystkie przypadki (moze ze funkcja znika w jakim$ punkcie! Sposobéw myélenia

z wyjatkiem wolacza), ale réwniez tworza od niego stowa o funkcjach jest wiele. My skupimy sie na jednym z nich,
pochodne (mamy wszak réwnania funkcyjne czy analize ktory jest chyba najblizszy praktyce programistycznej
funkcjonalng). (co nie znaczy, ze z nig tozsamy). Otz funkcje mozemy

Czesé czytelnikéw Delty wie réwniez, ze programisci
nie pozostaja matematykom dtuzni — funkcje zrobity

rozumieé jako model czynnosci obliczania czego$§ —mowiac
jezykiem szkolnym, jako ,wzor”.

w programowaniu doprawdy zawrotnag kariere i sa obecne Z takim rozumieniem funkcji matematycy maja jednak
w zdecydowanej wiekszosci jezykdéw programowania. klopoty. Po pierwsze, nie kazda funkcje mozna opisaé
Sprébujemy wyjasni¢, czym roézni si¢ ,funkcja” matematyka wzorem. Jest tak choéby dlatego, ze ,wzoréw” jest

od ,funkcji” programisty.

Formalna definicja funkcji, doskonale znana studentom

I roku matematyki, opiera si¢ na teorii mnogosci.

Funkcja jest po prostu dosé specyficznym rodzajem
zbioru, a mianowicie relacja (czyli pewnym zbiorem par
uporzadkowanych) lewostronnie catkowita i prawostronnie
jednoznaczna. Pozwolimy sobie pominaé definicje, ktére
czytelnikom Delty moga by¢ znane, a nam sg zbedne.

przeliczalnie wiele, a rodziny funkcji o dziedzinach

i przeciwdziedzinach nieskoniczonych sa nieprzeliczalne.
Gdybyémy nawet ograniczyli rozwazania tylko do
funkcji dajacych sie opisa¢ wzorem (czego matematycy
z réznych powoddéw nie cheg robié), nie rozwiaze to
wszystkich probleméw. Swietnie to widaé¢ na przykladzie
porownywania funkcji. Zapytajmy w szczegdlnosci, czy
funkcje o wzorach f(z) = (x4 1)? i g(z) =2® + 2z +1
sg réwne, innymi stowy, czy symbole f i g oznaczaja te

Oczywidcie, jak to zwykle bywa, definicje swoje, a zycie samg funkcje. Matematyk powie oczywiscie, ze tak — ale
swoje. Gdy podstuchamy rozmowy matematykdéw, okaze przeciez te wzory nie sa identyczne! Co gorsza, nierzadko
sie, ze funkcja to dla nich nie specjalnie spreparowany zdarza sie, ze jest bardzo trudno orzec, czy dwa (réznie

zbiér odpowiednich par, ale prawie zywa istota, ktéra moze  wygladajace) wzory opisuja te sama funkcje. Formalnie,
wykonywaé rézne czynnosci. Oto jedna funkcja rosnie, gdy  jest to problem nierozstrzygalny. Intuicje tego pojecia ma
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www.youtube.com/watch?v=4OSW6kfAnPI

kazdy, kto kiedykolwiek musial dowodzi¢ bardziej ztozonych
tozsamodci trygonometrycznych lub wyliczaé trudniejsze
calki.

Cos, co dla matematykdéw jest ktopotliwe, dla programistéw
jest za to calkiem naturalne. Poniewaz program
komputerowy to wlasnie sformalizowany opis obliczania
czego$, koncepcja funkcji (czy wzoru) prawdopodobnie
znakomicie nadaje sie do opisu programéw, prawda?
Istotnie, wigkszos¢ jezykdéw programowania posiada funkcje,
ktére — przynajmniej na pierwszy rzut oka — bardzo
przypominajg te znane z matematyki. W niektorych
jezykach, na przyklad w C, wykonanie programu oznacza
wladnie wykonanie pewnej specjalnej funkcji ,,gtéwne;j”.
Przyjmuja jakie$ argumenty, zwracaja jakies wartosci,
czesto maja swoje specjalne nazwy... Moze wiec jednak
(wbrew obiegowej opinii studentéw informatyki) faktycznie
programowanie to po prostu kawalek matematyki?

Céz, okazuje sie jednak, ze sprawy nie wygladaja tak prosto.

Podstawowym problemem jest to, ze obiekty matematyczne
sa niezmienne w czasie. Jezeli funkcji o wzorze f(z) =

= (2 + 1)2 damy liczbe 4, to odda nam liczbe 25 — tak samo
dzisiaj, jak i jutro czy za sto lat. Programy komputerowe
(jak wszyscy pewnie tego do$wiadczyliSmy) potrafia sie
niekiedy zachowaé catkiem inaczej, mimo ze uzytkownik
wykonuje doktadnie te same czynnoéci!

Dlaczego tak jest? Jednym z powodow jest fakt, ze — mimo
tak samo brzmiacej nazwy — funkcja programisty jest
jednak (mimo niewatpliwego podobiefistwa) czyms$ innym
niz funkcjo matematyka.

Na czym polega réznica? Zamiast podawaé formalne
definicje, spdjrzmy na przyktady. Nasze funkcje zapiszemy
w jezyku Lua, ktory — z uwagi na swoja prostote — Swietnie
nadaje sie do naszych rozwazan. Na poczatek cos, co bardzo
przypomina funkcje znane z matematyki.

f = function(x)
return (x+1)72
end

Powyzszy zapis oznacza, ze symbol £ bedzie nazwa
funkcji jednoargumentowej, ktora dla argumentu x zwraca
wartos¢ wyrazenia (x+1) 72 — jest to wiec odpowiednik
funkcji f z naszych poprzednich rozwazan. Na razie jest
dobrze, funkcja w programie dokladnie odpowiada funkcji
w matematyce.

Skomplikujmy nieco sprawy i rozwazmy taka funkcje:

h = function(x)
return math.pi + x
end

Jak nietrudno zgadnadé, dla argumentu x wynoszacego

na przyklad 1 powyzsza funkcja zwréci wartosé (mniej
wigeej) 4.14159. Zauwazmy, ze nadal mamy matematyczny
odpowiednik funkgji h, czyli funkcje dang wzorem h(z) =
=m + x. Jest jednak pewien haczyk. Prawie jak w znanym
dowcipie o liczbie 7 i pociagu... Jak wiemy, 7 jest znana
stala matematyczng i zmienna math.pi w Lua ma wartosé
rowna w przyblizeniu 7. Jest jednak ona tym, czym jest —
zmienng wlasnie (jezyk Lua, w odréznieniu od na przyklad
C, nie ma pojecia stalej). Nic nie stoi wigc na przeszkodzie,
aby przed wywolaniem funkcji h (czyli nakazaniem
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komputerowi jej wykonania) napisa¢ na przyklad math.pi
= 22/7. Formalnie, jest to instrukcja przypisania wartosci
22/7 zmiennej math.pi. Wéwczas okaze sie, ze wywolanie
h(1) da wynik (mniej wiecej) 4.142857.

Zatrzymajmy sie na chwile, zeby zrozumie¢, co sig¢ stalo.
Dwukrotne wywolanie tej samej funkcji z tym samym
argumentem dalo rézne wyniki! To nie do pomyslenia

w matematyce. Dowcipnisie moga argumentowacé, ze

w czasach Archimedesa faktycznie m wynosito 22/7.

W naszym programie wydarzytlo sie to z tego powodu, ze
funkcja h w trakcie swoich obliczen bierze pod uwage nie
tylko wartosci argumentéw, ale rowniez stan calego systemu
(ktéry moze byé rézny w réznych chwilach). W przypadku
funkcji h kluczowym elementem tego stanu jest wartosé
zmiennej math.pi. Inni dowcipnisie moga powiedzied,

ze jak to, wystarczy doda¢ zmienng pi jako dodatkowy
parametr funkcji i problem znika. Teoretycznie tak, ale

w praktyce jest z tym sporo probleméw. W szczegdlnosci
takie uzywanie funkcji byloby skrajnie niewygodne,

w bardziej skomplikowanych sytuacjach musialyby one mie¢
po kilkanadcie argumentow.

Gdy sie nad tym zastanowié¢, komputer obliczajacy jedynie
funkcje ,,matematyczne” byltby calkiem bezuzyteczny

— wykonanie kazdego programu za kazdym razem
dawaloby identyczny wynik. My zas potrzebujemy wlasdnie
programéw, ktére daja rézne wyniki w zaleznosci od
sytuacji — chcemy oglada¢ rézne strony internetowe,
drukowac¢ rdzne dokumenty i wyliczaé rozne rzeczy.
Dlatego wszystkie uzyteczne programy biora pod uwage
stan systemu (moga to by¢ dane wprowadzone przez
uzytkownika, zawartos¢ dysku komputera w czasie
dziatania programu, informacje dostepne ,w internecie”,
czyli na innych komputerach, czy na przyklad data

i godzina uruchomienia programu). Co wiecej, bardzo wiele
programdw ten stan zmienia — zapisuje co$ w pamieci lub
na dysku, albo wysyta ,,do internetu”. O funkcjach, ktére
zmieniaja stan, méwi sie, ze maja efekty uboczne. Nazwa
ta moze by¢ mylaca, bo niektére funkcje wywohuje sie
wylacznie po to, aby zmienié¢ stan!

Czy to zle? Zalezy, jak patrzeé. Jak wlasdnie zobaczyliSmy,
odczytywanie i zmiana stanu wydaje si¢ konieczna, aby
programy mogly by¢ uzyteczne. Musimy za to jednak
zaplacié pewng cene. Funkcje czyste (bo tak programidci
nazywaja funkcje, ktore ani nie korzystaja ze stanu, ani go
nie zmieniaja) sa czasami tatwiejsze do napisania, zwykle
o wiele latwiejsze do przetestowania, a przede wszystkim
pozwalaja uniknaé niektorych pomytlek. Programisci
nauczyli sie przez ostatnie kilkadziesiat lat, ze wszystko,
co utatwia ich prace i pomaga popelni¢ mniej btedéw, jest
na wage zlota. Stopiert skomplikowania wspotczesnych
systemow informatycznych jest tak duzy, ze znaczaca
cze$¢ pracy nad nimi to szukanie i naprawienie usterek,
ktére predzej czy pdzniej (a raczej predzej) sie pojawia.
Jednym ze sposobow jest wladnie takie zaprojektowanie
systemu, zeby jak najwieksza jego czesé skladata sie

z funkcji czystych, a konieczne operacje na stanie byty
wyizolowane w osobnej, niewielkiej jego czedci. W ostatnich
latach taka metoda, zwana programowaniem funkcyjnym,
zrobila si¢ modna w $§wiecie programistycznym, a narzedzia
pozwalajace na jej stosowanie pojawily sie w bardzo wielu
jezykach programowania. Koniec koncéw okazuje sie, ze
idee matematyczne jednak potrafia si¢ przydaé¢ do czegos
pozytecznego. . .



