Migawka informatyczna

Co to znaczy szybko?

Kazdy chyba, nawet zupelnie nieznajacy sie na informatyce,

zgodzi sie, ze lepiej, zeby programy dzialtaly szybko niz wolno.

Tylko co to znaczy szybko? Dzi$§ powszechnie stosowany

i uznawany jest pomyst, zeby szybko$é¢ algorytmu mierzy¢
liczba operacji przez niego wykonywana w zaleznosci od
wielkosci wejscia. Za rozsadnie szybkie uznaje si¢ algorytmy,
ktére dla wejdcia rozmiaru n zwracaja odpowiedz po
wykonaniu co najwyzej Cn”* operacji dla pewnych C, k € N.
Méwimy wéwezas, ze dzialaja w czasie O(n*) i nazywamy

je algorytmami wielomianowymi. Co prawda, w pewnych
dziedzinach nie jest to zalozenie powszechne. Na przyktad

w dziedzinie baz danych, gdzie rozmiar wejscia bywa
wielko$ci miliardéw lub bilionéw, za wolne sg juz w zasadzie
nawet algorytmy kwadratowe. Ale jednak klasycznie uznaje
sie algorytmy wielomianowe za rozsadnie szybkie — zwykle,
gdy istnieje jaki$ algorytm wielomianowy, to istnieje réwniez
algorytm wielomianowy o niewielkim wyktadniku. I wszystko
byltoby dobrze, gdyby nie to, ze ztozonos$¢ pesymistyczna tak
naprawde nie do konca odpowiada temu, czego potrzebujemy
w praktyce.

Najbardziej chyba znanym przyktadem tej niezgodnosci jest
algorytm quicksort. Wiele algorytmow sortujacych dziata

w pesymistycznym czasie O(nlogn), quicksort natomiast

w O(n?). Jednak okazuje sie, ze w praktyce zwykle dziala
dosy¢ szybko, zupelnie nie zblizajac sie do n? operacji.
Wypadaloby uzasadnié, co takiego w sobie ma quicksort, ze
w praktyce dziata szybko. W zwiazku z tym wprowadzono
pojecie sredniej zloZonosci czasowej. Po prostu zamiast
najdtuzszego czasu dziatania dla wejscia rozmiaru n bierzemy
$rednig ze wszystkich czasoéw dzialania dla wejéé¢ rozmiaru n.
Przyktadowo dla quicksortu bierzemy kazda z n! permutacji
n elementéw z prawdopodobienstwem 1/n! i obliczamy
$rednia. Wychodzi rzeczywiscie wynik rzedu nlogn. Ztozonoéc
$rednia stata si¢ bardzo popularna do badania ,bardziej
praktycznej” ztozonosci czasowej programéw. Jednak i ona
ma swoje wady.

Mianowicie, zalozenie, ze kazde mozliwe wejscie jest réwno
prawdopodobne, jest nie zawsze prawdziwe. Akurat dla
sortowania jest to czesto zalozenie w miare rozsadne, bo
wydaje sie, ze kazda kolejnos¢ elementéw na wejséciu jest
mniej wiecej rowno prawdopodobna. Jednak wyobrazmy
sobie, ze rozwazamy graf wazony opisujacy polaczenia
pomiedzy miastami w danym panstwie wraz z czasem
przejazdu. Jest jasne, ze nie kazdy graf pojawi sie tam

tak samo czesto. Po pierwsze, graf ten musi spetniac
pewne warunki (jak np. planarnoéé, warunek tréjkata).

Po drugie, rzeczywiste sieci drég spelniaja czesto pewne
dodatkowe wlasnosci (np. czesciej poltaczone sa blisko
lezace miasta). Oprocz tego, ze grafy wystepuja z réznymi
prawdopodobienstwami, to zupelnie nie jest jasne, wlasciwie
z jakimi, jak obliczy¢ te prawdopodobienstwa. Jest jeszcze
inna przyczyna, dla ktérej prawdopodobienstwa dla
réznych graféw moga by¢é bardzo dziwne. Mianowicie,
grafy na wejsciu moga byé efektem pewnych przeksztatcen
rzeczywistych danych. Moze si¢ okazaé, ze biorg sie np.

z ukladdéw tranzystoréw, ktore przeksztatcamy na formutly
logiczne, a dopiero te formuly na grafy. W takiej sytuacji
wtlasnosci wystepujacych graféw beda bardzo specyficzne.
Moze sie zdarzy¢, ze w zwiazku z tym algorytm bedzie
dziatal dla nich bardzo wolno, pomimo niskiej sredniej
ztozonoéci. Podsumowujac, ztozonosé srednia jest pozyteczna,
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ale jednak nie zawsze dobrze odzwierciedla to, czy program
jest szybki w praktyce.

Algorytmem, o ktérym od dawno byto wiadomo, ze

w praktyce dziata szybko, ale nie wiadomo wlasciwie
dlaczego, jest algorytm sympleks. Rozwiagzuje on problem
programowania liniowego, czyli odpowiada na pytanie,

czy istniejg takie x1,...,x, € R, ktore spetniaja zbior
ograniczen liniowych, kazde postaci a1z1 + ... + anxpn < b,
tyle, ze dla potencjalnie réznych a; oraz b (i znajduje
wartosci x;). Algorytm sympleks jest bardzo uzyteczny

przy réznych zagadnieniach optymalizacyjnych i w praktyce
naprawde czesto stosowany. Co prawda, od dawna znany
byl algorytm wielomianowy, ale w praktyce stosowany byt
algorytm sympleks, ktéry ma pesymistyczna ztozono$é
wykladnicza. Aktualnie uwaza sie, ze najlepsze implementacje
algorytmu sympleks i jednego z wielomianowych algorytméw
(interior-point method) maja podobna efektywnosé. Jednak
przez lata nie wiadomo byto, dlaczego sympleks dziata tak
dobrze, i zostato to wyjasnione dopiero w pracy Spielmana

i Tenga w 2004 roku (za ktéra otrzymali pdzniej prestizowa
nagrode Godla). Spielman i Teng wprowadzili pojecie
ztozonosci wygtadzonej (smoothed analysis), co do ktérej
argumentowali, ze jest wladciwag miara szybkosci dla
algorytméw wezytujacych dane rzeczywiste. Nastepnie
pokazali, z grubsza rzecz biorac, ze algorytm sympleks ma
szescienna zlozonos¢ wygladzona, co uzasadnia teoretycznie,
dlaczego zachowuje sie tak swietnie w praktyce. Cala praca
ma 94 strony i jest bardzo skomplikowana technicznie, lecz
na uwage zastuguje proste, ale genialne pojecie ztozonosci
wygladzonej.

Idea jest podobna jak w ztozonosci §redniej, jednak tu motywacja
jest nastepujaca obserwacja. Zauwazmy, ze jesli dane do
programu pochodza z urzadzen pomiarowych (co jest czeste), to
zawsze sa nieco zaburzone. Mozna je uznaé za skoncentrowane
wokét pewnego punktu (rzeczywistej warto$ci mierzonej
wielkosci), dobrym przyblizeniem jest tu wielowymiarowy
rozklad normalny o $rodku w tym punkcie i matej wariancji.
Gdyby$my znali ten punkt, to éredni czas dzialania algorytmu
obliczyliby$my po prostu jako srednia z czasu dzialania wazona
rozkladem normalnym o srodku w tym punkcie. Jako ze

nie znamy, to przyjmujemy nastepujaca definicje ztozonosci
wygtadzonej. Jest to supremum wzgledem wszystkich punktow
z przestrzeni ze $redniego czasu dzialania wazonego rozkltadem
normalnym o érodku w tym punkcie i malej wariancji. Jesli
ztozonos¢ wygltadzona jest mata, to znaczy, ze dla dowolnych
mierzonych danych éredni czas dzialania programu jest krotki.
Czyli szescienna ztozono$é wygltadzona rzeczywiscie dobrze
uzasadnia, dlaczego algorytm sympleks w praktyce dziata szybko.

Podobng miare szybkosci, oczywiscie, mozna zastosowad

do innych algorytméw, do ktérych wejsciem sg liczby
rzeczywiste. I rzeczywiscie to zrobiono, jest wiele badan

na temat zlozonosci wygtadzonej. Wydaje sie jednak,

ze prawdziwe zrozumienie, dlaczego niektére problemy

w teorii trudne sa rozwigzywane przez algorytmy w praktyce
szybkie, jest dopiero przed nami. Jednym z przykladéw jest
najbardziej chyba znany problem NP-zupelny: spelnialnosé¢
formut logicznych. Jest wiele programéw, tzw. SAT-solveréw,
ktore w praktyce radza sobie z nim $wietnie. Dlaczego?
Mysle, ze nikt tego do korica nie wie, ale to juz temat

na zupelnie inng opowiescé.
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