Dlaczego niektore tamigtéwki sg tak trudne?

*Nokia

Jak tatwo zauwazyé, sposéb dowodzenia
NP-zupelnosci przez redukcje¢ ma sens,
o ile juz znamy jaki$ problem NP-zupelny.
Pierwszym problemem, o ktérym
bezposrednio pokazano, ze jest
NP-zupelny, byt problem SAT
(spelnialnosci formut logicznych). Jest
to tre$¢ stynnego twierdzenia Cooka

z roku 1971, uwazanego przez wielu za
najwazniejsze twierdzenie informatyki
teoretycznej.
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Rys. 1. Przyktlad sklejania dwoéch graféw
wzdtuz grafu H
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Rys. 2. Przyktad grafu Hs ,. Wierzchotki
na brzegach sg tozsame.

tukasz GRZADKO*

Inspiracja do napisania tego artykulu jest znana, popularna i — do czego chce
Czytelnika przekonaé — calkiem nielatwa lamigléwka zwana Sudoku. Problem
polega na uzupelnieniu czeSciowo wypelnionej planszy 9 x 9 w taki sposob, zeby
kazdy wiersz i kazda kolumna oraz kazdy z 9 tzw. regiondéw 3 x 3 zawieral
wszystkie cyfry od 1 do 9. Czy nie przypomina to pewnego innego rownie
znanego problemu natury kombinatorycznej? Tak, to problem Uzupelniania
Kwadratéw Faciniskich, ktorych wynalazca byl Leonhard Euler. Byé moze
zainspirowal innych, by w przyszltosci stworzyli Sudoku. Zasady Uzupelniania
(czeSciowo wypelnionych) Kwadratéw Lacinskich sa niemal identyczne jak

w Sudoku, z ta drobng réznica, ze pomijamy wymaganie dotyczace regionéw 3 x 3.
Gwoli uzupelnienia rysu historycznego dodajmy, ze Sudoku zostalo wymyslone
przez Howarda Garnsa. Po raz pierwszy zostalo opublikowane w 1979 r. przez
magazyn Dell Magazines, a siedem lat pézniej dotarto w koricu do Japonii, gdzie
zdobyto duza popularnosé, jak i swoje prawdziwe imie. Nazwa bowiem wzieta sie
z japonskiego wyrazenia ,Suji wa dokushin ni kagiru” (FUFIZHFICFRS), co
dostownie znaczy ,Liczby musza by¢ pojedyncze”.

W wersji popularnej, w kontekscie Sudoku, zawsze myélimy o planszy 9 x 9.

W wersji uogélnionej rozwazamy siatke ztozona z n? x n? komorek, podzielong na
n X n regionéw, kazdy rozmiaru n x n. Niektore komoérki na starcie wypetnione
sg liczbami naturalnymi z przedziatu od 1 do n?. Celem jest wypekienie
pozostalych komorek tak, zeby kazdy wiersz, kazda kolumna oraz kazdy region
zawieral kazdg z liczb z przedziatu od 1 do n? dokladnie jeden raz. Podobnie
mozemy, oczywiscie, rozwazaé¢ problem Uzupelniania Kwadratow Lacinskich dla
dowolnego n.

Okazuje sie, ze zarowno Uzupelnianie Kwadratow Lacinskich, jak i gra
Sudoku sg problemami NP-zupelnymi, a wiec wierzymy, ze bardzo trudnymi
obliczeniowo. Pozostata czes¢ artykulu to wlasnie préba naszkicowania, jak
w ogdle mozna takie fakty dowodzic.

Ot6z, aby udowodnié, ze jaki$ problem jest NP-zupelny, wystarczy wziaé
dowolny problem, o ktérym juz wiemy, ze jest NP-zupelny i pokazac, ze daje
sie go zredukowaé do naszego problemu. (Gwoli $cistodci w ten sposéb tak
naprawde pokazujemy, ze ten problem jest co najmniej tak trudny jak inne
problemy NP-zupelne. Nalezaloby jeszcze uzasadnié, ze nie jest trudniejszy,
co jest zwykle bardzo latwe. Tutaj réwniez, ale to pomijamy.) Zredukowad,
tzn. pokazaé efektywna (wielomianowa) konstrukcje, ktéra przerabia dowolna
instancje I; pierwszego problemu na instancje Is drugiego problemu, oczywiscie
z zachowaniem poprawnosci odpowiedzi (tzn: problem I; ma rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy, gdy I» ma rozwiazanie). Dokladnie te metode zaprezentujemy
za chwile. Na start wezmiemy problem 3SAT, o ktérym wiadomo, ze jest
NP-zupelny, a nastepnie naszkicujemy ciag redukcji:

3SAT — TTP — Uzupelnianie Kwadratéow Lacinskich — Sudoku.
Do dzieta!

Redukcja: 3SAT — TTP. Problem 3SAT to problem, ktéry jest opisany
przez dtuga koniunkcje klauzul, z ktorych kazda jest alternatywa trzech literaléw
(np. (x2 Vx4V —xs) A (21 Ve Vag) A -z V oxs Vas)). Pytamy, oczywicie,
o spelnialnoé§é wejsciowej formuly. Natomiast problem TTP (Triangulate
Tripartite Problem) to problem triangulacji graféw tréjdzielnych. Zanim
przejdziemy do wilasgciwej redukeji, potrzebujemy szeregu definicji.

Graf trojdzielny to taki, ktorego wierzchotki mozna podzieli¢ na trzy grupy

w taki sposéb, aby zadna krawedz nie laczyla wierzchotkéw z tej samej grupy.
Triangulacja grafu to jego podzial na roztaczne krawedziowo tréjkaty. Rozwazmy
teraz dwa grafy G i Gy i przypuéémy, ze oba maja wspdlny podgraf H.
Mozemy sklei¢ G1 z Go wzdluz H. Zamiast definicji przedstawimy rysunek 1.
Potrzebujemy jeszcze specjalnego grafu Hs,, ktéry pokazany jest na rysunku 2,
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Rys. 3. Przykltad F-triangulacji
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Rys. 4. Przykltad T-triangulacji
Rys. 5. Przyktad T-ptatka

Rys. 6. Przyktad F-ptatka
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Rys. 7. T-triangulacja grafu Hgs oraz
wyrézniony F-platek

Rys. 8. Striangulowany graf z rysunku 7
sklejamy z powyzszym grafem wzdluz
wyréznionego F-ptatka. Wymusza to
T-triangulacje catego grafu.

a ktory nie jest niczym innym jak tylko tréojwymiarowym torusem zbudowanym
z trojkatnej siatki.

Ten graf ma kilka interesujacych wlasnosci. Przede wszystkim istnieja tylko dwie
rézne (dlaczego?) triangulacje grafu Hs ,,, obie zilustrowane sa na rysunkach 3

i 4. Te triangulacje, w ktérej uzywamy tréjkatow z czubkiem do gory, nazywamy
T-triangulacja, a te druga — F-triangulacja. Pierwsza bedzie odpowiadata
wartosci logicznej ,prawda”, druga — ,falsz”. Graf Hj , jest grafem tréjdzielnym,
podobnie jak wszystkie rozwazane sklejenia wielu jego kopii. Uzytecznymi dla
nas podgrafami grafu Hs, beda jeszcze F-ptatek oraz T-platek, zilustrowane na
rysunkach 5 1 6.

Potrzebujemy jeszcze trzech lematéw (Sciste dowody pomijamy, ale pomocne
beda rysunki 7-12).

Lemat o platkach zgodnych. Przypusémy, ze mamy dwa grafy Hs, sklejone
F-platkiem. Zalézmy, ze znalezliSmy triangulacje wyniku tej operacji. Jest to
mozliwe wylacznie wtedy, gdy albo oba grafy maja T-triangulacje, albo jeden

z nich ma T-triangulacje, a drugi F-triangulacje.

Lemat o ptatkach niezgodnych. Tym razem przypusémy, ze mamy dwa
grafy Hs, polaczone przez sklejenie T-platka pierwszego grafu z F-platkiem
drugiego grafu i znéw calosé zostala striangulowana. Jest to mozliwe wylacznie
wtedy, gdy oba grafy maja kazda z trzech mozliwych par konfiguracji
triangulacji oprécz takiej, ze pierwszy ma F-triangulacje, a drugi T-triangulacje.

Lemat o wycieciu tréjkata. Przypusémy, ze k graféw Hs, jest sklejonych
wzdluz T-platka oraz usuwamy $rodkowy tréojkat typu F z czesci wspdlnej
tych graféw. Jest to mozliwe wytacznie wtedy, gdy dokltadnie jeden graf ma
F-triangulacje, a pozostale maja T-triangulacje.

JesteSmy wreszcie gotowi na wlasciwa redukcje.

Rozwazmy instancje problemu 3SAT, tj. zbiér klauzul C = {C1,Cs,...,C.}
oraz § zmiennych wuy,us, ..., us, gdzie C; sktada si¢ z literatéow [; 1,1; 2, 1; 3.
Wybieramy n tak duze, aby co najmniej 3r platkow nie kolidowato ze soba

w grafie Hs ,,. Niech teraz kopia U; grafu Hs , reprezentuje zmienna u;, a kopie
Cin,Ci2,C; 3 tego samego grafu reprezentujg klauzule C;. Wszystkie te kopie
sklejamy w pewien szczegdlny sposob. Jesli [; ; = uy, to sklejamy znaleziony wolny
F-ptatek w C; ; z F-ptatkiem w Uy. W przeciwnym przypadku jesli [; ; = —uy,
wtedy sklejamy znaleziony wolny F-platek w C; ; z T-ptatkiem w Uj,. Ponadto
ztaczamy grafy C; 1, Cj 2, C; 3 wzdluz dowolnego wolnego F-platka w kazdym

z graféow i usuwamy krawedzie centralnego tréjkata typu F. Efekt naszych
dzialan oznaczmy jako G3. Pokazemy, ze istnieje triangulacja grafu Gz wtedy

i tylko wtedy, gdy wejéciowa formula C jest spelnialna. To, oczywiscie, zakoniczy
dowod reduke;ji.

Przypu$émy wpierw, ze istnieje triangulacja grafu Gs. Z poprzednich obserwacji
jasno wynika, ze kazda ze skladowych graféw ma triangulacje T lub F.
Przypusémy, ze [; j = uy, i rozwazmy zlaczenie graféw C; ; i Uy. Twierdzimy,

ze krawedzie w sasiedztwie ztaczenia moga by¢ triangulowane wtedy i tylko
wtedy, gdy co najmniej jeden z graféw jest T-triangulowalny. Wynika to jednak
wprost z lematu o platku zgodnym. Podobnie jedli [; ; = —uy, wtedy z lematu

o platku niezgodnym nie moze jednoczesnie C; ; by¢ F-triangulowalny oraz Uy,
T-triangulowalny. Teraz rozwazmy ztaczenie pomiedzy grafami C; 1, C; 2, Cj 3.
Na podstawie lematu o wycieciu tréjkata wnioskujemy, ze zbioér krawedzi

w sasiedztwie zlaczenia jest triangulowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dokladnie
jeden z graféw C; 1, C; 2, C; 3 jest F-triangulowalny. Stad wynika, ze jesli G
jest triangulowalny, to istnieje wartosciowanie wuq,uo, ..., us, ktére spetnia C,
mianowicie uy ma wartos¢ prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy Uy jest
T-triangulowalny. W druga strone: jesli C' jest spelnialna, wtedy dzielimy G3
przez podzielenie Uy, wzgledem wartoéci zmiennej uy, wybierajac dla kazdej
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klauzuli takie [; ;, ktére jest prawdziwe. Wtedy odpowiedni graf C; ; dzielimy
wedlug F-triangulacji, a pozostate dwa sa T-triangulowalne.

Konkretny przyktad tej (przyznajmy, dosé zawilej) redukeji znajduje sie na
tylnej okladce. Pozostale redukcje tylko zarysujemy.

Redukcja: TTP — Uzupelnianie Kwadratéw FLacinskich

Formalny opis redukcji i dowéd (niestety, do$é skomplikowany technicznie
— potrzeba twierdzenia Halla o malzenstwach i algorytmu Hopcrofta—Karpa
szukania maksymalnych skojarzen w grafach dwudzielnych) Czytelnik
Zainteresowany Szczegélami znajdzie w [1]. My pokazemy tylko ponizszy
przyktad.

Rys. 9. F-triangulacja grafu Hs , oraz
wyrézniony F-platek
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Rys. 10. Striangulowany graf z rysunku 9 =
sklejamy z powyzszym grafem wzdtuz Zagadka 2. Uzupelnij plansz¢ do pelnego
wyréznionego F-platka. Wymusza to Zagadka 1. Podziel graf na rozltaczne tréjkaty. Kwadratu Lacinskiego.
T-triangulacje pozostalej czedci
powyzszego grafu. Mam nadzieje, ze widaé, jak rozwiazanie zagadki z prawej strony przeklada

sie na rozwiazanie zagadki z lewej strony: jedli liczbe S wpiszemy do pustego
AVAVAV miejsca w wierszu R w kolumnie C' w zagadce prawej, to interpretujemy to
B 2 g - jako zaznaczenie tréjkata o wierzchotkach: R z lewej, C' na gorze i S z prawej,
w zagadce lewej.

Redukcja: Uzupelnianie Kwadratéw FLacinskich — Sudoku

Ponownie ograniczymy si¢ do przyktadu. Tym razem nie z powodu trudnosci
technicznych, tylko dokladnie odwrotnie — wierzymy, ze przykltad wyjasni
wszystko. Wszystkie liczby sa podane w systemie tréjkowym, gdyz powinno

to utatwié¢ zrozumienie redukcji. Problem Kwadratu jest tak ,,przerobiony”, aby

Rys. 11. F-triangulacja grafu Hs , oraz ., L. K A . . .
wyrézniony platek z wycietym trojkatem  Wymusi¢ wlasnos¢, ze w rozwigzaniu Sudoku wszystkie nowo wpisane liczby

maja zero na pozycji jednosci. Bardziej znaczaca cyfra bezposrednio koduje

CQC liczbe z Kwadratu.
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Rys. 12. Striangulowany graf z rysunku 11

sklejamy z powyzszym grafem wzdluz Zagadka 4. Rozwigz podane Sudoku 9 x 9.
wyroéznionego platka. Wymusza to

T-triangulacje pozostalej czesci [1] Charles Colbourn, The Complezity of Completing Partial Latin Squares, Discrete Applied
powyzszego grafu. Mathematics 8 (1984).

Poslowie. Z natury rzeczy w tekscie powyzej musialy sie znalezé pewne uproszczenia.
Przede wszystkim, warto podkresli¢, ze samo pojecie NP-zupelnosci nie moze dotyczy¢ ani
pojedynczego problemu, ani skoriczonej klasy probleméw. Problemy NP-zupelne dotycza
zawsze pewnego nieskoriczonego ciagu probleméw, ktére zwykle sg coraz wieksze (stad zreszta
w teksécie mowa o uogdélnionym Sudoku czy o uogdlnionym problemie Uzupelniania Kwadratéw
Lacinskich). Oznacza to, ze powyzszy szkic wcale nie ttumaczy wprost, dlaczego akurat
tamigtéwka Sudoku rozmiaru 9 x 9 jest trudna. Tak naprawde¢ mozemy tylko powiedzieé,

ze tamigtéwki Sudoku n? x n? sa asymptotycznie bardzo trudne (o ile, oczywiscie, P # NP).
Niemniej pozwala to przypuszczacé, ze rowniez poczatkowe tamigtéwki catego ciggu sa trudne.

T. K.



