Migawka informatyczna

Czemu nikt nie wierzy, ze P = NP?

Jak wiadomo, problemy dzielimy zasadniczo na te tatwe

i na te trudne. Dla cztowieka taki podzial jest oczywiscie
bardzo subiektywny. Dla komputera — jak sie zaraz okaze
— sa to pojecia naprawde ostre i zupelnie precyzyjne.

Zanim przejdziemy do konkretéw, potrzebne jest jeszcze
jedno doprecyzowanie. Chcialbym juz na poczatku
wyraznie zaznaczy¢, ze problemy, ktore bedziemy
rozwazaé (1 probowaé klasyfikowac), to wylacznie
problemy decyzyjne, a wiec takie, na ktore odpowiedz

to zawsze TAK lub NIE, a nie jaka$ liczba czy formuta.
A wiec interesujacy w tym kontekscie bedzie dla nas
problem rozstrzygania, czy dana liczba jest pierwsza

czy nie albo czy graf zawiera cykl Hamiltona czy nie.
Natomiast w tej definicji nie miesci sie problem obliczenia
pierwiastkow danego réwnania czy wyznaczenia cyklu
Eulera w grafie. Czytelnika Zawiedzionego chciatbym
pocieszy¢: problemy obliczeniowe zwykle wcale nie

sa istotnie trudniejsze od decyzyjnych. Nie czas i nie
miejsce na mocne uzasadnienie tego zdania, podam tylko
przyklad: zamiast prosi¢ komputer o znalezienie cyklu
Hamiltona dla danego grafu, wystarczy nam program,
ktory rozstrzyga, czy dang $ciezke da si¢ rozszerzy¢ do
jakiego$ cyklu Hamiltona.

Wré6émy do meritum. Dla komputera (a moze raczej:
dla informatyka w komputer wyposazonego?) problem
decyzyjny jest tatwy, gdy istnieje program, ktory go
zawsze (dla kazdych danych) poprawnie rozwiazuje
oraz czas dzialania tego programu mozna oszacowacé

z gory przez jakis wielomian z rozmiaru danych. Takim
problemem jest chociazby rozstrzyganie, czy podany
na wejsciu graf zawiera cykl Eulera, albo stwierdzanie,
czy opisane rownanie kwadratowe ma pierwiastki
rzeczywiste. Klase takich probleméw oznaczamy jako P,
od angielskiego polynomial.

Sprobujmy przej$é¢ oczko wyzej, a wiec do prezentacji
klasy probleméw NP. Nie zaczne od rozwiniecia tego
skrétu, wole bohaterke przedstawié od innej strony. Moim
zdaniem najlepiej jest mysle¢ o problemach NP jako

o problemach, ktore nie sq przynajmniej beznadziejnie
trudne (NSPBT, cho¢ krocej jest jednak NP). A problemy
NSPBT to dla mnie takie, dla ktorych — o ile odpowiedz
brzmi TAK — przynajmnie]j istnieje podpowiedz, ktora
gdybysmy znali (a ktorej znalezienie, by¢ moze, jest
koszmarnie trudne), to juz by$Smy umieli tatwo (w sensie
juz zdefiniowanym) zweryfikowaé, ze odpowiedz faktycznie
brzmi TAK. Przykladowo: problem istnienia cyklu
Hamiltona jest w NP vel NSPBT. Podpowiedzia jest
wlasnie wskazanie opisanego cyklu. Latwo (tym razem:
ludzko latwo) uwierzy¢, ze samo zweryfikowanie, czy
podany cykl jest cyklem Hamiltona w danym grafie,

nie jest dla komputera trudne. Podobnie problem
spelnialnosci formut logicznych: tu podpowiedzia bedzie
przypisanie zmiennym konkretnych wartosci logicznych.

I znéw: samo sprawdzenie, czy formula jest prawdziwa
przy podanym wartosciowaniu jest zadaniem prostym.
Oczywiscie bynajmniej nie wynika z tego, ze problemy
decyzyjne: istnienie cyklu Hamiltona w danym grafie

czy problem spelialnosci formul sa tatwe. Wrecz
odwrotnie: podejrzewa sie, ze nie sa one latwe (nie

sa w P). PokazaliSmy tylko, ze jesli odpowiedz jest
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pozytywna, to istnieje podpowiedz (weryfikator, Swiadek
— rozne terminy mozna znalez¢), ktéra potrafi nas do
tego przekonac. Przekonaé¢ nas — albo lepiej: udowodnié
nam.

Ta ostatnia uwaga jest chyba kluczowa. Bo w tej
terminologii mozemy wszystko wyslowié jeszcze inaczej:
problemy decyzyjne z klasy P to takie, ktore daje sie
efektywnie (wielomianowo) rozstrzyga¢ na komputerze.
Natomiast problemy z klasy NP to takie, ktore jesli maja
pozytywna odpowiedz, to jest mozliwe uzupelnienie jej
DOWODEM, ktory da sie efektywnie zweryfikowac.
Zauwazmy, ze druga definicja nie odnosi si¢ do tego,

czy znalezienie rzeczonego dowodu jest efektywne. By¢
moze wymaga wykladniczego czasu dziatania komputeral
(Uwaga: z definicji klasy NP wynika, ze rozwazany
dowo6d nie moze byé za dlugi — musi byé wielomianowy,
bo inaczej nie daloby sie go zweryfikowaé¢ w czasie
wielomianowym.)

Spoéjrzmy teraz na jeszcze inny problem z klasy NP. Niech
wejsciem bedzie jakas hipoteza matematyczna H, ktorej
zapis ma dtugosé k. Odpowiedzia na problem jest TAK,
gdy istnieje dowo6d matematyczny tej hipotezy o dlugosci
nie wiekszej niz E?°. Latwo sprawdzi¢, ze ten problem
(oznaczmy go jako X) w istocie jest w NP — $wiadkiem
jest dowdd matematyczny hipotezy.

Powoli mozemy nabieraé¢ intuicji, dlaczego w takim razie
nikt nie wierzy, ze P = NP. Bo przeciez gdyby P = NP, to
tak naprawde by oznaczalo, ze problem X jest tez w P.
Innymi slowy rozstrzyganie hipotez matematycznych
(OK, co$ troche slabszego: rozstrzyganie, czy hipoteza
ma dowod krotszy niz jakies bardzo duze ograniczenie)
nie byloby specjalnie trudniejsze od samego procesu
mechanicznej weryfikacji poprawnosci dowodu!

A w to nie uwierzy chyba nikt, kto cho¢ raz w zyciu co$
trudnego udowodnil, a koricowy dowod byt elegancki
i krotki.
Klasa NP ma jeszcze jedna fascynujaca wtlasnosé.
Istnieja w niej problemy dowodliwie najtrudniejsze (tzw.
zupelne). Problem NP-zupelny to taki, ze kazdy inny
problem z NP mozna do niego zredukowaé w czasie
wielomianowym. Przyktadem problemu NP-zupelnego
jest chociazby juz omawiany problem cyklu Hamiltona.
Oznacza to, ze np. kazda instancje H problemu X € NP
dhugosci k da sie efektywnie przerobi¢ na pewien graf
(rozmiaru wielomianowego od k) taki, ze w tym grafie
istnieje cykl Hamiltona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
dow6d matematyczny dla hipotezy H dtugosci nie
wickszej niz £2°! Oczywiscie powszechnie wierzy sie, ze
problemy NP-zupelne nie sa w P, czyli ze sa trudne,
wiec ta konstrukcja niekoniecznie musi by¢ pomocna
w dowodzeniu hipotezy H.
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PS. Wypada dodaé, ze oryginalne rozwiniecie skrotu NP,
czyli nondeterministic polynomial, odwotuje sie do innej
(oczywiscie rownowaznej) definicji klasy NP. Zakladamy
w niej, ze program dziala wielomianowo (czyli szybko), ale
moze wykonywaé niedeterministyczne kroki i zaktadac,

ze ,wylosowal dobrze”. W przypadku problemu X,

moglby napisaé losowy ciag symboli logicznych, po czym
sprawdzié, ze napisat mu sie poprawny dowod.



