Zaktadamy, ze poczatkowo tablica
d[0..M] jest zainicjowana

warto$ciami —oo. Po i-tej fazie
algorytmu nieujemna wartos$é d[j]
oznacza najwigksza warto$é podzbioru
przedmiotéw o sumarycznym
rozmiarze j, wybranego sposréd
przedmiotéw ze zbioru {1,...,7}:

d[0] := 0;
for i :=1 to n do
for j := M downto m[i] do
if d[j — m[i]] # —co then
wy = d[j — ml[i]] + w[i;
d[j) = max(dlj], w.);

Informatyczny kacik olimpijski (85):
Jeszcze dwa zadania do plecaka

W kaciku kontynuujemy przygode z zadaniami, do ktérych rozwiazania przydaje
si¢ znajomo$¢ problemu plecakowego. Tym razem w nieco trudniejszej jego
wersji, w ktérej kazdy przedmiot ma swéj rozmiar mli] oraz wartos¢ wii.
Standardowe pytanie, ktére mozemy wtedy zadaé, to np. jaka jest najwicksza
sumaryczna warto$¢ przedmiotéw, ktore mozemy zapakowaé do plecaka,

nie przekraczajac jego udzwigu M (patrz pseudokod na marginesie).

Na pierwszy ogien p6jdzie zadanie Meble z Obozu Naukowo-Treningowego

im. A. Kreczmara z roku 2013. Chcemy urzadzi¢ mieszkanie i w tym celu
zakupiliSmy n rodzajéw mebli do samodzielnego montazu. Mamy ¢; sztuk mebla
rodzaju i; ztozenie pierwszej sztuki tego rodzaju zajmie nam t; minut, a wraz

z postepem prac bedziemy nabiera¢ wprawy i zlozenie kazdej kolejnej sztuki zajmie

nam o d; minut krécej niz poprzedniej (zakladamy, ze t; > (¢; — 1)d;). Chcemy
wiedzieé, ile minimalnie czasu potrzebujemy, aby ztozy¢ dowolnych M mebli.

Naturalne jest tu zastosowanie programowania
dynamicznego. Jedli oznaczymy przez dpli, j] minimalny
czas ztozenia j mebli, gdy rozwazamy jedynie rodzaje
od 1 do 4, to odpowiedzia bedzie dp[n, M], a rekurencja
do niej prowadzaca wzér:

dp[lm]] = (dp[iflajfk]+Ti,k)7

min
0<k<min(c;,5)
gdzie T; j, = kt; — (’2“) d; jest czasem montazu k mebli
rodzaju i. To rozwiazanie dziala w czasie O(nM?).

Intuicyjnie rzecz biorac, jesli juz zaczeliSmy sktadac
meble danego rodzaju, to optaca si¢ nam wykorzystaé
zdobyte do$wiadczenie do maksimum. A formalnie:
istnieje optymalne rozwigzanie, w ktérym mamy

co najwyzej jeden rodzaj mebla i, ktorego ztozymy
wiecej niz 0, ale mniej niz ¢; sztuk. Istotnie, zalézmy, ze
mamy co najmniej dwa takie nietrywialne rodzaje iy i is,
ktérych sktadamy odpowiednio ¢1 i £5 sztuk. Jesli ostatni
mebel rodzaju i, skladamy nie dtuzej niz ostatni mebel
rodzaju is, to skladajac dodatkowe ¢ = min(c;, — ¢1,42)
sztuk rodzaju i; zamiast ¢ sztuk rodzaju is,

nie pogorszymy czasu, a zmniejszymy liczbe
nietrywialnych rodzajow mebli.

Rozwazmy zatem wszystkie mozliwosci wyboru
nietrywialnego mebla i. Dla ustalonego i pogrupujmy
pozostate rodzaje mebli j w paczki o rozmiarach

m[j] = ¢; i czasach montazu w[j] = T} ., i rozwiazmy dla
nich problem plecakowy, w ktérym pytamy sie

0 najmniejszg wartos¢ przedmiotéw calkowicie
wypelniajacych plecak o udzwigu M. Dzieki temu

w czasie O(nM) dostaniemy tablice d[0..M], w ktérej d[j]
oznacza¢ bedzie minimalny czas potrzebny na zlozenie
doktadnie j mebli, jesli pochodzi¢ beda z pewnej liczby
w calosci zlozonych paczek. Zatem, doktadajac do tego

¢ sztuk mebla ¢ (dla wszystkich wartosci 0 < £ < ¢;),
zmontujemy M mebli w czasie T; ¢ + d[M — {]. Zlozonosé
czasowa tego rozwiazania to O(n2M).

Zauwazmy, ze gtowny koszt algorytmu to rozwigzanie
problemu plecakowego dla kazdego podzbioru

n — 1 przedmiotéw. Uzywajac techniki, o ktorej
pisaliémy w zeszlym miesigcu, mozemy zmniejszy¢
zlozonosé czasowa do O(nM logn).
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Drugie zadanie pochodzi z Wiosennego Turnieju

w Programowaniu Zespotowym organizowanego przez
Politechnike Poznanska (a konkretnie z 8. edycji z roku
2004) i ma tytul (kto by sie spodziewal) Pakowanie
plecaka. W zadaniu mamy plecak o udzwigu M

i n przedmiotéw, z ktérych kazdy ma swéj rozmiar mli]
oraz uzyteczno$é wli] (przy czym niektére przedmioty
moga by¢ wyjatkowo nieprzydatne i mie¢ ujemna
uzyteczno$é). Cheemy znalezé maksymalne upakowanie
plecaka (tzn. takie, do ktérego nie bedzie mozna dotozyé
zadnego przedmiotu) o najwiekszej sumie uzytecznosci
zabranych przedmiotéw (zatem, byé moze, bedziemy
zmuszeni zabraé jaki$ nieprzydatny przedmiot tylko

po to, by dociazyé plecak).

Zauwazmy, ze je$li bedziemy chcieli zostawi¢ w plecaku
puste miejsce o wielkoéci ¢, to wszystkie przedmioty

o rozmiarach nie wigkszych niz ¢ beda musialy znalezé
sie w plecaku (inaczej mogliby$my dotozy¢ do plecaka
co najmniej jeden z nich). Posortujmy zatem przedmioty
wzgledem ich rozmiaréw i podzielmy na grupe

j przedmiotéw ,duzych” i n — j przedmiotéw ,malych”,
co po ewentualnym przenumerowaniu przedmiotow

da nam

wl] > w2 >...2wj]>l>w[j+1] > ... > wln].

Do plecaka na pewno wezmiemy wszystkie ,,male”
przedmioty o facznym rozmiarze m. = 3, mli]

i uzytecznodci w, = ), . w[i]. Pozostate przedmioty
musza zaja¢ w plecaku miejsce o wielkosci dokladnie

M — m, — £, ale poza tym mozemy je wybra¢ dowolnie.
Zatem wystarczy, ze rozwiazemy dla nich problem
plecakowy maksymalizujacy wartosé zabranych
przedmiotéw — odpowiedzia bedzie d[M — m, — €] + w.

Jesli przeiterujemy po wartosciach ¢ w kolejnosci
malejacej, to kazdy przedmiot dokladnie raz zmieni swdj
status z ,malego” na ,duzy”. Mozemy wiec na biezaco
rozwiazywaé problem plecakowy i uaktualnia¢ wartosci
my 1 w,. Wtedy koszt kazdej takiej zmiany wyniesie
O(M), a caly algorytm bedzie mial zlozonos$é czasowa
O(nlogn + nM).
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