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) Haslto jego brzmialo: ,Poznanie nieskonczonosci wymaga nieskonczonego czasu.
Totez wszystko jedno czy sie pracuge, czy nie”.

,Tato, jak policzy¢ do nieskonczono$ci?” — takie pytanie
zadal mi niedawno moj czteroletni syn. Odpowiedzialem
co$ w stylu ,nigdy nie skonczysz”. W kazdym razie
liczenie do nieskonczono$ci moze sie relatywnie szybko
znudzi¢, moze wiec to zadanie, jak wiele innych
monotonnych zadan, powierzy¢ komputerowi? A czy
komputer potrafi policzyé¢ do nieskonczono$ci? Latwo
sprawié¢, aby komputer wypisywal coraz wicksze liczby —
moze nie w nieskonczonos¢, ale tak dlugo, az przestanie
dziata¢ albo znudzi nam sie ta zabawa.

> [0..]
[o,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ...
3647506,3647507,3647508,3647509, "CInterrupted.

(wydawane polecenia poprzedzane sa w tym artykule
znakiem ,>”; postugujemy si¢ tu jezykiem Haskell,
gléwnie jego interaktywnym interpreterem ghci).

Moze lepiej zadaé jednak inne pytanie: czy komputer
potrafi policzy¢ do nieskonczonosci, a potem jeszcze co$
zrobi¢? Na przyktad: stworzy¢ liste wszystkich liczb
naturalnych, a potem wybrac¢ z niej liczby parzyste
(albo pierwsze)?

Otoz potrafi, a metoda, ktora pozwala na obliczenia
na obiektach nieskonczonych (przy czym doskonale
sprawdza sie tez dla skoficzonych), jest lenistwo:
obliczenia leniwe sg wykonywane dopiero wtedy, gdy
potrzebne sa ich wyniki:

> let nats = [0..]

Oto polecilismy stworzy¢ liste wszystkich liczb
naturalnych i nazwaé ja nats; komputer ,wykonal” to
zadanie blyskawicznie, jako Ze nie musial ich wszystkich
wypisywac. Niech wiec wypisze chod¢ kilka:

> let few = take 5
> few nats
[0,1,2,3,4]

Teraz wybierzmy tylko parzyste:

> let evens = [x | x <- nats, even x]
> few evens
[0,2,4,6,8]

Haskell pozwala na budowanie list za pomoca notacji
podobnej do tej, ktérej w matematyce uzywa sie dla
zbioréw. Zbiér liczb parzystych mozemy zapisaé¢ jako
{z |2z eN,z=0 (mod 2)}
albo
{2z | v € N}.
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Poniedzialek zaczyna sie w sobote

Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ strumien liczb parzystych
w Haskellu:

> [x | x <- nats, x ‘mod‘ 2 == 0]

Analogiczny efekt mozna uzyska¢ za pomoca funkcji
filter, ktéra wybiera z listy elementy spelniajace podany
warunek, oraz predykatu even, spelnianego przez liczby
parzyste:

> let evens = filter even nats

Moze jeszcze, zeby sprawdzié, czy lista evens naprawde
zawiera wiecej niz pie¢ elementow, zazyczmy sobie
wypisania jej dziesieciomilionowego elementu:

> evens !! (1077)
20000000

Za pierwszym razem to moze chwilke potrwaé, bo — jak
pamigtamy — obliczenia w naszym systemie sa leniwe

i obliczenie dziesigciu milionéw elementéw strumienia
wykona si¢ wlasnie teraz. System pamigta jednak raz
obliczone wartoéci, wiec za drugim razem ten sam wynik
dostaniemy juz btyskawicznie.

> evens !! (1077)

20000000

(1.12 secs, 360844064 bytes)
> evens !! (1077)

20000000

(0.06 secs, 521804 bytes)

Nieskonczone listy zwykle nazywa sie strumieniami.
Co mozemy jeszcze z nimi zrobic¢?

Mozemy, na przyklad, zastosowaé jakas transformacje
do kazdego elementu listy.

> let odds = map (+1) evens
> few odds
[1,3,5,7,9]

Funkcja map daje liste bedaca wynikiem zastosowania
funkcji przekazanej jako pierwszy argument do
kazdego elementu listy bedacej drugim argumentem.
Funkcja (41), jak latwo sie domysli¢, daje w wyniku
swoj argument plus jeden.

Listy definiujemy zwykle w terminach glowy (pierwszy
element listy) i ogona (cala reszta). Liste zlozona

z glowy x i ogona xs zapisujemy jako z : xs. W jezykach
funkcyjnych definicje zapisujemy w postaci ciagéw
réwnan (czesto rekurencyjnych). W ten sposéb mozemy
zapisa¢ definicje strumienia liczb naturalnych:

> let nats = from O where
fromn =n:from (n+1)



Strumienie mozemy laczyé, np.:

> let zipped = zip evens odds
> few zipped
£€0,1),(2,3),(4,5),(6,7),(8,9)]

Funkcja zip niejako ,spina” dwie listy, taczac ich
elementy w pary (podobnie do dzialania zamka
blyskawicznego — stad jej nazwa):

> let zip (a:as) (b:bs) = (a,b) : zip as bs

Podobnie mozemy zdefiniowaé funkcje, ktéra doda dwa

strumienie, element po elemencie:

> let add (a:as) (b:bs) = (a+b)
> few (add evens odds)
[1,5,9,13,17]

: add as bs

Do tej pory ,nieskonczonosci” nie bardzo bylo

widaé, wiekszo$¢ powyzszych operacji dzialata

w rzeczywistosci na kilkuelementowych listach. Zbiory
i listy nieskonczone maja natomiast pewne ciekawe
wlasnosci, np. lista nieskoniczona jest rownoliczna ze
swoim ogonem i mozemy je polaczy¢:

> let odds = add nats (tail nats)
> few odds
[1,3,5,7,9]

Tym sposobem mozemy uzyskaé¢ nowe definicje nats
oraz evens:

> let nats = O:map (+1) nats
> let evens = add nats nats

Dla listy liczb naturalnych glowa jest 0, ogon zas jest
taki jak cata lista, ,,podwyzszona” o 1.

Analogicznie mozemy zdefiniowaé strumien liczb
Fibonacciego: zachodzi réwnosé

f 4+ (tail f) = drop 2 f,
gdzie drop n f pomija pierwszych n elementow listy

> let fibs = 0:1:add fibs (tail fibs)

> take 10 fibs

[0,1,1,2,3,5,8,13,21,34]

> fibs !'! 200
280571172992510140037611932413038677189525

Funkcja drop jest niejako dualna do funkcji take, ktéra wybiera
z listy pierwszych n elementéw, pomijajac reszte; uzyte wczesniej
few zdefiniowalem na potrzeby tego artykutu jako take 5.

Pierwsze dwa elementy to 0 i 1, po czym nastepuje
suma ciagu ze swoim ogonem.

Tak na marginesie, te definicje zapisuje sie zwykle
nie za pomoca add, ale wbudowanej funkcji zip With
(i taka definicje mozna najczesciej spotkad):

> let fibs = 0:1:zipWith (+) fibs (tail fibs)

Funkcja zip With laczy listy za pomoca wskazanej
funkcji
> let zipWith f (a:as) (b:bs) =

fab: zipWith f as bs
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Stad zip With (+) oznacza po prostu sume dwdch list.

Liczby pierwsze budza zwykle wiecej emocji niz liczby
Fibonacciego; tak jest i w $rodowisku funkcyjnym —
napisano na ten temat wiele artykutéw. Tu ograniczymy
sie do kilku prostych sposobéw.

Najpierw zdefiniujmy relacje ,x nie jest podzielne
przez y”:

>letx-/y=x ‘mod‘y>0
Pierwsza préba moze wygladaé tak:

e pierwszym elementem listy jest 2,

e dalej z ciggu liczb naturalnych wiekszych niz 2
wybieramy liczby, ktore nie sa podzielne przez zadna
z wezesniejszych.

> let primesl = sieve [2..] where
sieve (p:xs) =p : sieve [x | x <- xs, x -/ p]

> primesl !! 10000
104743
(6.29 secs, 4296827576 bytes)

Mozna prébowaé usprawnié te definicje, zauwazajac, ze
powyzej 2 mozemy si¢ ograniczy¢ do liczb nieparzystych:

> let primes2 = 2:sieve [3,5..] where
sieve (p:xs) =p : sieve [x | x <- xs, x -/ p]

... ale okazuje sie, ze usprawnienie jest mniejsze, niz by
sie mozna spodziewac:

> primes2 !! 10000
104743
(6.20 secs, 4286105612 bytes)

Rzeczywiste usprawnienie mozemy uzyskaé, zauwazajac,
ze dla sprawdzenia pierwszosci x wystarczy sprawdzaé
dzielniki nie wigksze niz /z:

> let primes3 = 2:[x | x <- [3,5..], isPrime x] where
isPrime x = all (x -/) (factorsToTry x) where
factorsToTry x = takeWhile (\p -> p*p <= x) primes3

> primes3 !'! 10000
104743
(0.04 secs, 24043288 bytes)

Definicja primes3 jest nieco bardziej ztozona

i zapewne wymaga kilku wyjasnien. Uzyta w definicji
isPrime funkcja all sprawdza, czy podany predykat
(tu ,z nie jest podzielne przez...”) jest spelniony
przez wszystkie elementy listy. Zatem liczbe x
uznajemy za pierwsza, gdy nie dzieli sie ona przez
zaden z potencjalnych dzielnikow. Liste tych ostatnich
uzyskujemy za$, biorac (take While) kolejne liczby
pierwsze tak dlugo, jak ich kwadraty sa mniejsze od =x.

W tym miejscu kuszace mogloby by¢ uzycie funkcji
filter, ale, niestety, taki sposob wybierania podzbioréw
wymaga nieskoficzonego czasu, nawet gdy rzeczony
podzbidr jest skonczony (skad mamy wiedzieé, czy moze
jeszcze gdzie$ tam daleko w ciggu pojawi sie element
spelniajacy warunek). Zauwazmy jednak, ze wszystkie



nasze dotychczasowe strumienie sa rosnace, dzieki czemu
podzbiér ograniczony mozemy zawsze wybraé
W ograniczonym czasie.

Ogolniej, strumienie rosnace nadaja sie do reprezentacji
nieskonczonych zbioréw liczb: w ograniczonym

czasie potrafimy rozstrzygnaé, czy dana liczba x jest
elementem zbioru:

> let member x (y:ys)
| x ==y = True
| x <y=False
| x >y = member x ys

> member 104743 primes3
True

Przegladamy kolejne elementy strumienia; gdy
napotkamy liczbe wigkszg od z, to wiemy, ze x juz dalej
sie nie pojawi (strumien jest rosnacy, zatem wszystkie
dalsze elementy sg wigksze od x).

Podobnie mozemy zdefiniowaé sume (a takze przeciecie
i réznice) zbioréw:
> let union (x:xs) (y:ys)
| x <y=x:union xs (y:ys)
| x ==y = x:union xs ys
| x>y =y:union (x:x8) ys
Mozemy p6jsé o krok dalej i rozwaza¢ strumienie

wyzszego rzedu, czyli nieskonczone strumienie
nieskonczonych strumieni. Sprobujmy, na przyktad,

W poét drogi do nieskonczonosci

stworzy¢ rosnacy strumien liczb postaci p™, gdzie p jest
liczba pierwsza. Gdybysmy potrafili obliczy¢ strumien
liczb stanowigcy sume teoriomnogosciowa strumienia
strumieni, rozwiazanie mogloby by¢ proste:

> let primePowers = mergeAll [powers p | p <- primes]

gdzie powers p jest strumieniem kolejnych

poteg p, zas mergeAll jest funkcja, ktéra scala
strumien strumieni. Tylko czy potrafimy ja
zdefiniowaé¢? Okazuje sig, ze tak (zainteresowanych
odsytam do modutu Data.List.Ordered; zob.
http://hackage.haskell.org/packages/
archive/data-ordlist/0.4.5/doc/html/
Data-List-Ordered.html), jednakze pod pewnymi
warunkami:

1. strumien gléw strumieni sktadowych musi by¢
niemalejacy (w naszym przypadku jest to strumien
liczb pierwszych);

2. kazdy element wyniku bedzie powtorzony tyle
razy, ile razy lacznie powtarza sie we wszystkich
strumieniach wejsciowych; funkcja mergeAll realizuje
sume multizbioréow, zas sume zbioréw, gdy strumienie
wejsSciowe sg parami rozlaczne, ktéry to przypadek
takze zachodzi dla naszego problemu.

> take 20 primePowers
(2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17,19,

23,25,27,29,31,32,37,41]
(0.00 secs, 527380 bytes)
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Chmura sklada sie z oblokow zloZonych z oblokow,
ktore sktadajq sie oblokow,

ktore wygledajg jak chmury.

Ale kiedy zblizasz sie do chmury,

nie widzisz gtadkosci,

tylko nieregularnosci w drobniejszej skali.

Benoit Mandelbrot (1924-2010)

W termodynamice charakteryzujemy réwnowagowy uktad za pomoca
pewnego zbioru parametréw (np. ci$nienia, objetosci i temperatury)

i zwiazkéw pomiedzy nimi (np. réwnania stanu gazu). Wielkosci te sa
funkcjami stanu, a wiec sa jednoznacznie przyporzadkowane danemu

stanowi uktadu i nie zmieniaja sie w czasie. Jesli jednak spojrzymy

na uklad z punktu widzenia jego struktury mikroskopowej, na czasteczki
gazu w ciaglym ruchu, powstaje pytanie: jak powiazaé¢ charakterystyki
termodynamiczne ukladu z jego mikroskopowa dynamika? Odpowiedzi
na to pytanie udziela mechanika statystyczna, w mysl ktorej uktad wielu
czasteczek podlega prawom statystycznym, a parametry makroskopowe
sg $rednimi wartosciami odpowiednich wyrazen mikroskopowych.
Przyktadowo, $rednia energia kinetyczna czasteczek gazu doskonatego,

w ktérym predkosci czasteczek opisane sg rozkladem Maxwella, jest
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