Informatyczny kacik olimpijski (50): Jaskinia

W tym kaciku omoéwimy zadanie Jaskinia, ktére pojawilo sie w zesztym roku
na Akademickich Mistrzostwach Polski w Programowaniu Zespolowym.
Tytulowa jaskinia sktada si¢ z n komnat potaczonych n — 1 korytarzami,
ktoére tworza drzewo. Grototazi chca podzielié¢ sie na kilka grup, a nastepnie
chca przydzieli¢ kazdej grupie zbiér komnat, tak by kazda komnata zostata
przydzielona doktadnie jednej ekipie grototazéw oraz by kazda grupa dostala
tyle samo komnat do zbadania i byla w stanie porusza¢ si¢ pomiedzy

przydzielonymi komnatami bez przechodzenia przez komnaty innych ekip.
Na ile grup moga podzielié¢ si¢ grototazi?

Ponizsza obserwacja daje warunek konieczny
i wystarczajacy na istnienie podziatu:

Drzewo o n wierzchotkach mozna podzieli¢ na spojne
kawalki rozmiaru k wtedy i tylko wtedy, gdy w tym

drzewie znajduje si¢ doktadnie 3 — 1 krawedzi, ktore lgczq

poddrzewa o rozmiarach bedgcych wielokrotnosciami k.

Dowdd jest prosty: jesli podzieliliSmy drzewo na kawaltki

rozmiaru k zgodnie z warunkami zadania, to tych
kawatkow jest 7. Krawedzi, ktore tacza wierzchotki
nalezace do réznych kawatkéw, jest dokladnie 7 — 1,
a poniewaz poddrzewa polaczone takimi krawedziami
sktadaja sie z catych kawalkow, wobec tego rozmiar

kazdego z tych poddrzew jest podzielny przez k.

Krawedzie wewnatrz kawatkow nie maja tej wlasnosci.

W druga strone: usuwamy kolejno wszystkie

% — 1 ,dobrych” krawedzi. Po kazdym usunigciu
dostajemy zbiér niepustych kawatkéw o rozmiarach
podzielnych przez k. Na koticu zostanie 3; kawatkow,
czyli wszystkie musza mie¢ rozmiar k.

Powyzsza obserwacja pozwala nam na stworzenie
nastepujacego rozwiazania: ukorzeniamy drzewo

w dowolnym wierzchotku i dla kazdego k | n przechodzimy
drzewo od lisci do korzenia, zliczajac ,,dobre” krawedzie,
tzn. takie, ktére tacza poddrzewa o rozmiarach bedacych

wielokrotnosciami k (rozmiary poddrzew obliczamy
na biezaco prostym programowaniem dynamicznym).

Zlozonos$¢é czasowa tego rozwiazania to O(nog(n)),
gdzie og(n) oznacza liczbe dzielnikéw n. Wérdd liczb
n < 107 mozemy znalezé takie, ktére maja dosé duzo
dzielnikéw (rekord to o (8648640) = 448), zatem
powyzsze rozwiazanie jest niezbyt szybkie.

Mozna to zrobié¢ sprytniej, wykonujac tylko jedno
przeszukiwanie drzewa. Rozwazmy bowiem krawedz,
ktora taczy dwa poddrzewa o rozmiarach ¢ oraz n — 1,
i zastanéwmy sie, dla jakich k bedzie ona ,,dobra”
krawedzia. Ano, dla takich k, ktore dziela zaréwno i,

jak i n — i, zatem dla wszystkich dzielnikéw liczby
nwd(i,n — i). Mozemy zatem postapi¢ nastepujaco.

W tablicy ¢ bedziemy zliczaé¢ ,dobre” krawedzie.

W pierwszym kroku przechodzimy drzewo od lisci

do korzenia i dla kazdej krawedzi zwigkszamy licznik
tnwd(i,n — 7)]. Przejscie drzewa wykonujemy w czasie
O(nlogn), gdyz dla kazdej krawedzi obliczenie
najwiekszego wspolnego dzielnika mozemy wykonaé

w czasie O(logn), korzystajac z algorytmu Euklidesa.

Nastepnie przegladamy dzielniki n w kolejnosci
rosnacej 1 dla kazdego takiego dzielnika k zwigkszamy
o wartos¢ t[k] liczniki ¢[j] dla j| k. Jesli dla kazdego k
w poszukiwaniu jego dzielnikéw przejrzymy wszystkie
liczby mniejsze od k, to ten krok wykonamy w czasie
ka O(k), czyli czasie proporcjonalnym do sumy
dzielnikéw n, czyli o1(n) = O(nloglogn).

Odpowiedzig sa wszystkie liczby 7, ktére spelniaja
tlk] = ¥ — 1. Zlozono$¢ czasowa tego rozwiazania
to O(nlogn).

Przejscie drzewa mogliby$my zrealizowaé w czasie
liniowym, gdyby$my znali dla kazdego ¢ wartos¢
nwd(i,n — i) = nwd(i,n). Mozna te wartosci obliczy¢
nastepujacym algorytmem, ktéry przypomina metode
sita Eratostenesa:

for 1:=1tondo
if n mod i = 0 then
J =14
while j <n do
d[j] =i
ji=7+1
Po wykonaniu powyzszego kodu bedziemy mieli
d[j] = nwd(j,n) dla kazdego j =1,...,n. Dla
kazdego i | n wewnetrzna petla wykona si¢ % razy,
zatem w calym algorytmie wykona sie o1(n) razy.
Ostatecznie daje nam to algorytm o zlozonoéci
czasowej O(nloglogn).
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Ktora liczba jest wieksza?
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