Informatyczny kacik olimpijski (45): Wypisz napis

W tym kaciku oméwimy pierwsze zadanie z finalu
konkursu Google Code Jam 2010. Mamy dany napis
w(l..n] zlozony z n liter ze zbioru {A,B,C}. Naszym
celem jest wypisanie kolejno liter tego napisu od lewej
do prawej. Mamy do dyspozycji stempel, ktéry mozemy
wyobrazi¢ sobie jako stos, umozliwiajacy wykonywanie
trzech typéw operacji: doczepienie plakietki z litera

A, B lub C, odczepienie plakietki znajdujacej sie na
wierzchu oraz przylozenie stempla do kartki, w wyniku
czego nadrukowuje si¢ na niej litera z wierzchniej
plakietki. Chcemy wypisa¢ w za pomoca najmniejszej
mozliwej liczby operacji, przy czym zaczynamy

i konczymy z pustym stemplem (stosem).

Jednym z pierwszych pomysléw na rozwiazanie moze
by¢ programowanie dynamiczne. Wyznaczamy w nim
kolejne komérki tablicy t[i][S], oznaczajace, w jakiej
minimalnej liczbie operacji mozna wypisaé¢ poczatkowy
fragment napisu, w[1..1], tak aby na koncu otrzymaé
stos reprezentowany przez napis S (nad alfabetem
{A,B,C}). Wynikiem jest wowczas t[n][0]. Przy tym
podejéciu nieuchronnie napotykamy problem, ze liczba
mozliwych stoséow jest naprawde duza. Zauwazmy, ze
nigdy na stosie nie oplaca nam sie trzymaé wiecej niz
n liter, gdyz woéwczas musieliby$my tacznie wykonaé
ponad 3n operacji, a w 3n operacjach naprawde

tatwo wypisa¢ caly napis w. Czyli mamy co najwyzej
3™ réznych stosow, ale do tego jeszcze mnoéstwo
mozliwych przejsé z kazdego stanu ¢[i][S] do standéw
postaci t[i + 1][S"].

Pokazemy teraz, jak troche polepszy¢ to rozwiazanie.
Przede wszystkim na stosie ewidentnie nie optaca sie
nigdy trzymac¢ dwoch takich samych liter pod rzad.

To redukuje liczbe interesujacych nas stoséw do O(2").
Mozemy tez istotnie zmniejszy¢ liczbe rozwazanych
przejsé, jesli zauwazymy, ze w danym stanie wystarczy
probowaé dotozy¢ na stos co najwyzej jedna nowa literke.
Skrotowe uzasadnienie na przyktadzie: zamiast w danym
stanie doktadaé na stos literki AB, wystarczy dotozy¢ sama
literke B. Jesli potem, po zdjeciu B, bede chcial uzy¢ tego A,
ktorego nie dotozylem, to doktadam to A witasnie wtedy.
Liczba operacji nie zwickszyta si¢, a postapitem jakby
sprytniej. W ten sposéb zmniejszylismy liczbe przejsé

z danego stanu do O(n) (dodanie co najwyzej jednej
literki i usuniecie dowolnie wielu literek), co daje juz
rozwiazanie o koszcie czasowym O(2"n?). Wyraznie lepiej
niz poprzednio, ale wciaz jakos wolno.

Sprébujmy wiec zmieni¢ podejscie do rozwiazania.
Przyjrzyjmy sie sytuacji poczatkowej. Zaczynamy od
pustego stosu, a chcemy wypisaé literke w[1], wiec
musimy ja wlozy¢ na stos. Oznaczmy przez ¢ ,moment”,
po ktérym w[l1] zostanie zdjete ze stosu, tzn. zaldézmy, ze
w[1] znajduje sie na spodzie stosu podczas wypisywania
liter fragmentu w[2..4], po czym zostaje zdjete ze stosu
(1 <i < n). Podzielilimy zatem wyjsciowy problem na
dwa niezalezne podproblemy, polegajace na wypisaniu
kazdego z fragmentéw w[2..14] oraz w[i + 1..n|, tak

aby na koncu zdjaé ze stosu wszystkie dotozone
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po drodze litery. Jedyna réznica miedzy podproblemami
polega na tym, ze podczas wypisywania w(2. . ] mozemy
skorzystaé z faktu, iz na stosie jest juz litera wll].

To prowadzi nas do innego rozwiazania opartego na
programowaniu dynamicznym. Przez ¢[i][j][c] oznaczmy
minimalna liczbe operacji potrzebnych do wypisania
fragmentu wi. . j], tak aby nie pozostawié¢ na koncu
zadnych dodatkowych liter na stosie. A to wszystko przy
zalozeniu, ze na szczycie stosu przed rozwazeniem tego
fragmentu znajduje si¢ literka ¢ € {A,B, C, 0}; # oznacza, ze
przed rozpoczeciem wypisywania wli. . j] stos byl pusty.
Dodajmy dla jasnosci, ze literki ¢, ani niczego ponizej,
nie mozemy tu usunac ze stosu. Przyktadowo, wartosci
postaci ¢[i][j][A] obliczamy nastepujaco: jesli w[i] = A,

to q[i][7][A] = q[i + 1][§][A] + 1, a w przeciwnym razie

q[i][j][A] = min{qg[i + 1][k][w[i]] + q[k + 1][s][A] + 3
k=i,...j}

Przy tym ¢[i][j][c] = 0 dla ¢ > j. Takie rozwiazanie
ma zlozonosé czasowa O(n?) — pozwalato to zdoby¢
czesSciowe punkty na zawodach.

Istnieje zatem jeszcze lepsze rozwiazanie. Co ciekawe,
aby je uzyska¢, nalezy wroci¢ do poprzedniego,
wykladniczego rozwiazania, i jeszcze dokladniej
przyjrzeé¢ sie mozliwym zawartosciom stosu. Kluczowa
obserwacja to: mozna nie rozwazaé stosow, w ktorych
wystepuje fragment ABA. Faktycznie, rozwazmy
rozwigzanie, w ktérym na stosie pojawia sie fragment
tej postaci, i przyjrzyjmy sie chwili, w ktérej
umieszczamy na stosie druga z literek A. Zrébmy jednak
inaczej: zamiast umieszczaé¢ drugie A, usunmy ze stosu
literke B. Liczba operacji nie zmienita si¢, a na szczycie
stosu wciaz mamy A. Dalej wykonujemy rozwiazanie bez
zmian, az do chwili, w ktérej probuje ono zdjaé ze stosu
to drugie A, ktérego teraz nie ma. W zamian widézmy
na stos literke B. Liczba operacji nie zmienita sie, uktad
liter na stosie réwniez. W ten sposéb pozbylidémy sie
jednego wystapienia fragmentu ABA; jedli jest ich wiecej,
eliminujemy je w ten sam sposob.

Podobnie mozna uzasadnié¢, ze mozemy nie rozwazaé
stosow zawierajacych fragment xyz dla dowolnych,
roznych liter x i y. Stoséw bez takich napiséw jest
juz bardzo malo: sa to tylko stosy postaci ABCABC...,
BACBAC. .. i jeszcze czterech innych (dowolna permutacja
liter A, B, C na poczatku). Tak oto tablica ¢ skurczyla sie
nam do rozmiaru O(n?). Wreszcie liczbe przejéé z kazdego
stanu mozemy zmniejszy¢ do statej, korzystajac ze
spostrzezenia, ze jesli przy wypisywaniu wli] decydujemy
sie na usuwanie liter ze stosu, to mozemy to robié¢ do chwili,
gdy po raz pierwszy na szczycie stosu znajdzie sie litera
wli] lub gdy stos stanie sie pusty. To oznacza, ze w danym
stanie usuniemy ze stosu co najwyzej dwie literki (lub
wszystkie) i dodamy na stos co najwyzej jedna. W ten
sposob uzyskaliSmy rozwiazanie wzorcowe, o ztozonosci
czasowej O(n?).
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