Rozwigzanie zadania M 1595.

a) Przypusémy, ze w pewnym n-turnieju
jest doktadnie dwéch mistrzow

i oznaczmy ich przez A, B w taki sposéb,
ze A wygral z B.

Niech C bedzie zbiorem zawodnikéw,
ktérzy wygrali z A, a B — zbiorem
zawodnikéw, ktorzy przegrali z A. Skoro
B jest mistrzem oraz B € B, to istnieje
zawodnik pokonany przez B, ktéry
wygral z A — wynika stad w szczegdlnosci,
ze zbior C jest niepusty.

Ograniczajac turniej do meczéw
rozegranych miedzy zawodnikami ze
zbioru C, mozemy na mocy poprzedniego
zadania wskazaé zawodnika C, ktéry jest
mistrzem w zbiorze C. Zawodnik C
wygral posrednio lub bezposrednio ze
wszystkimi pozostalymi zawodnikami w C
oraz wygral bezposrednio z A, wiec
wygral posrednio ze wszystkimi
zawodnikami w B. To oznacza, ze C jest
mistrzem w calym turnieju, co przeczy
zalozeniu, ze mistrzéw jest dokladnie
dwéch.

b) Rozwazmy turniej, w ktérym A, B, C
sg takimi zawodnikami, ze A wygral z B,
B wygral z C oraz C wygral z A, a kazdy
z pozostalych n — 3 zawodnikéw przegral
z kazdym sposéréd A, B, C (wyniki
meczéw pomiedzy tymi n — 3
zawodnikami mogg by¢ dowolne). W tym
turnieju A, B, C sa jedynymi mistrzami
(nikt z pozostalych nie wygral z zadnym
z nich) i jest ich trzech.
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Rozwigzanie zadania M 1594.

Niech A bedzie dowolnym zawodnikiem,
ktéry wygral najwiecej meczéw.
Udowodnimy, ze A jest mistrzem.
Oznaczmy przez B zbiér zawodnikdw,
ktorzy przegrali z A, a przez C zbiér
zawodnikéw, ktorzy wygrali z A. Jezeli
zbiér C jest pusty, to A wygral ze
wszystkimi bezposrednio, wigc jest
mistrzem.

Przypuéémy, ze istnieje zawodnik C € C,
ktéry wygral z kazdym zawodnikiem z B.
Wéwezas C' wygral ze wszystkimi
zawodnikami pokonanymi przez A oraz

z samym A, wiec ma na koncie wigcej
zwycigstw niz A, a to przeczy wyborowi
zawodnika A. Wobec tego dla kazdego

C' € C istnieje B € B o tej wlasnosci, ze B
wygral z C, a to oznacza, ze A jest
mistrzem.

Twierdzenie 6 (Hilbert, 1893). Niech wielomian W € R[X1, X2] bedzie
nieujemnie okreslony. Wtedy W jest sumq czterech kwadratéow z R(X7, Xs).

Naturalne jest pytanie, czy mozemy wzmocnié¢ to twierdzenie przez zapisanie
dodatnio okreslonego wielomianu jako sumy trzech kwadratéow funkcji
wymiernych. OdpowiedzZ jest negatywna i z pomocg jako kontrprzyktad
ponownie przychodzi nam wielomian Motzkina — tym razem jednak uzasadnienie
nie jest elementarne i korzysta z dziedziny zwanej geometria algebraiczna.

Twierdzenie 7 (Cassels—Ellison—Pfister, 197). ) Wielomian Motzkina nie jest
sumgq trzech kwadratow z R(X;, X3).

Okazuje sig, ze wielomian Motzkina nie jest w tym sensie wyjatkowy. Jean-Louis
Colliot—Thélene pokazal w 1993 roku, ze w zbiorze wielomianéw stopnia co
najmniej 6 te, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratow
funkcji wymiernych, stanowia, pomijalny zbiér zaréwno z topologicznego, jak

i teoriomiarowego punktu widzenia; szczegdly mozna znalezé na przyktad

w artykule Oliviera Benoista: Writing Positive Polynomials as Sums of (Few)
Squares.

Teraz wréémy do liczby sktadnikéow w przypadku dowolnej liczby zmiennych.
O tym, jak mozna ja oszacowaé dla funkcji wymiernych n zmiennych, méwi
ponizsze twierdzenie Pfistera.

Twierdzenie 8 (Pfister, 1967). Niech wielomian W € R[Xq,...
nieujemnie okreslony. Wtedy W jest sumqg 2™ kwadratéw z R(Xq, ...

, Xn] bedzie
, Xn)-

Nasuwa sie kolejne pytanie: czy ograniczenie 2" moze zosta¢ poprawione?
Innymi slowy, czy istnieje nieujemnie okreslony wielomian z R[ X7y, ..., X,],
ktéry nie jest suma 2" — 1 kwadratéw z R(X7, ..., X,;)? Dylemat ten zostal
sformutowany przez Albrechta Pfistera zaraz po opublikowaniu dowodu,

ze liczba sktadnikéw 2™ jest wystarczajaca. Na chwile obecng wiadomo
jedynie, ze n + 1 to za malo. Jak widaé, cho¢ siedemnasty problem Hilberta
zostal rozwiazany juz w 1927 roku, to temat zwiazany z tym zagadnieniem
jest peten kwestii nierozstrzygnietych. Do zrobienia wciaz pozostaje wiele,

a zaprezentowane tutaj twierdzenia sg tylko czescia wickszej uktadanki.

Lodowa maszyna cieplna
Krzysztof REJMER

Znane powiedzenie méwi, ze istnieja dwie szkoly: otwocka oraz falenicka. Jedna
na pewno jest lepsza, druga oczywiscie gorsza; sek w tym, ze nie wiadomo, ktéra
jest jaka.

Nie inaczej bywa i w fizyce. Mozna podaé wiele przykladéw, choé¢by
termodynamike. Jedni sa zafascynowani jej formalizmem matematycznym
(czytaj — formami rézniczkowymi), drudzy bardziej zachwycaja sie fizyczna
trescia i pomystowoscia dowoddéw korzystajacych z wlasnosci cykli Carnota.
Ten artykul traktuje o specyficznym cyklu Carnota i jesli jest deklaracja
przynalezno$ci autora do jakiejs szkoly, to niechybnie bedzie nig szkola

z Glasgow. (Jak zatem bedzie brzmial wlasciwy przymiotnik?)

Z doswiadczenia wiemy, ze zamarzajaca woda zwicksza swoja objeto$¢. Dlatego
czasami pekaja zle zabezpieczone rury, a w géorach woda zamarzajaca w skalnych
szczelinach kruszy najmocniejsze nawet skaly, przyspieszajac procesy erozji.
Wykorzystamy fakt zmiany objetoéci cieczy podczas przemiany fazowej do ataku
na drugg zasade termodynamiki, by potem (niczym strazak, ktéry podpala,
zeby gasi¢) dzielnie ja obronié¢. Zbudujmy zatem cykl pokazany na rysunku na
nastepnej stronie; nazwiemy 6w cykl lodowg maszyng cieplng.

Cylinder zamkniety ruchomym tlokiem (jak zwykle w tego rodzaju
dyskusjach przyjmujemy, ze ttok porusza sie bez tarcia) wypelniony jest woda
o temperaturze rownej temperaturze krzepniecia. Na zewnatrz tloka znajduje
sie powietrze o normalnym ci$nieniu atmosferycznym. Na tloku (A) stawiamy
cialo o masie m. Uklad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym
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o natezeniu g, a wiec aby podnies¢ cialo, nalezy wykonaé¢ prace. Nastepnie

w temperaturze krzepniecia odbieramy od wody ciepto. Woda zamarza, zwieksza
objetos¢ i podnosi ciato znajdujace sie na ttoku (B). Nastepnie (C) zsuwamy
cialo z tloka (praca zwiazana z poziomym przesuwaniem tego ciala moze

by¢ dowolnie mata). Na koricu dostarczamy do lodu ciepto, tak by go stopié,
temperatura jest w tym procesie stala. Po stopieniu lodu uktad znajduje sie

w stanie poczatkowym (D), natomiast masa m zostala podniesiona na wyzszy
poziom.

Y

Lodowy silnik cieplny. Zgodnie z pierwsza zasada 9

termodynamiki praca wykorzystana do podniesienia
masy m jest réwna réznicy ciepel: W = Q1 — Q2,
gdzie Q2 jest cieplem wydzielajacym sie w trakcie
zamarzania wody, a Q1 jest cieplem zuzytym do
stopienia lodu. Przyjmujemy, ze uklad jest na tyle
maly, Ze mozemy zaniedba¢ niejednorodno$é ci$nienia

w zbiorniku

Druga zasada termodynamiki ma wiele
réwnowaznych sformulowan.

W sformutowaniu Kelvina brzmi:

Nie jest mozliwy proces, ktdrego jedynym
skutkiem byloby pobranie pewnej ilosci
ciepla ze zbiornika i zamiana go

w réwnowazng ilosé pracy.

woda 16d 16d woda

(A) (B) (®)] (D)
Q2 Q1

I tak oto natrafiamy na bardzo powazny ktopot. Wymiana ciepta pomiedzy
woda i otoczeniem oraz pomiedzy lodem i otoczeniem zachodzi w temperaturze
0°C, bo taka jest temperatura krzepniecia wody i topnienia lodu. Efektywnie
pobrane cieplo (czyli réznica ciepta pobranego przy topnieniu lodu i oddanego
przy zamrazaniu wody) zostaje w caloSci zamieniona na prace. Jest to sprzeczne
z drugg zasada termodynamiki w sformutowaniu Kelvina!

Problem ten rozwiazal brat lorda Kelvina, James Thomson, profesor mechaniki
inzynieryjnej na Uniwersytecie w Glasgow (lord Kelvin byl profesorem fizyki
tego Uniwersytetu). Proces zamarzania i proces topnienia przebiegaja w innych
warunkach. Ze wzgledu na obecno$¢ masy m zamarzanie zachodzi przy wyzszym
ci$nieniu niz topnienie, kiedy na tloku nie stoi juz masa m. Jedli stuszna

jest druga zasada termodynamiki, to oba procesy musza zachodzi¢ w innej
temperaturze. A to oznacza, ze temperatura topnienia lodu zalezy od jego
ci$nienia. Cialo robocze (czyli woda/l6d) musi wymieniaé cieplo z dwoma
termostatami. Pobieraé cieplo od termostatu o wyzszej temperaturze (topnienie
lodu pod nizszym ci$nieniem) i oddawaé ciepto do termostatu o nizszej
temperaturze (zamarzanie wody przy podwyzszonym ci$nieniu). Tak wiec
funkcja p(T'), czyli ci$nienie w funkcji temperatury dla wspélistnienia wody

i lodu jest funkcja malejaca. Jest to fakt potwierdzony doswiadczalnie.

By¢ moze dzi§ wydaje nam si¢ to trywialne, ale w tamtych czasach choé
wiedziano o wplywie ci$nienia na temperature wrzenia, jednak nie wiedziano,
ze wplywa tez na temperature topnienia. Czyz nie jest zatem piekne, ze z faktu
zmiany objetosci substancji w trakcie przemiany fazowej — na podstawie drugiej
zasady termodynamiki w jej historycznym, kelwinowskim sformutowaniu —
potrafimy wyprowadzi¢ istnienie zwiazku pomiedzy temperatura przemiany
fazowej a ciSnieniem? Przyslowie mowi, ze wszystkie drogi prowadza do Rzymu.
Termodynamicznym Rzymem jest Druga Zasada.

Zauwazmy jeszcze jedna rzecz. W sytuacji, w ktorej cieplo jest pobierane przez
otoczenie przy innym ci$nieniu i temperaturze niz wtedy, gdy jest od otoczenia
odbierane, musimy dwie izotermy polaczyé¢ dwiema adiabatami (a zatem
otrzymujemy prawdziwy cykl Carnota), ktére nie byly potrzebne w pierwszej,
naiwnej (jednoizotermowej) wersji lodowego silnika cieplnego.

W powyzszym rozumowaniu pomineliSmy zjawisko $cisliwodci i wody, i lodu.
Nie jest to jednak bardzo wielki grzech, jesli tylko masa m nie jest zbyt duza.
Zmiana objetosci wywolana dodatkowym cidnieniem pochodzacym od ciezaru
ciala mg jest nieznaczna w poréwnaniu ze zmiana objetosci podczas przemiany
fazowej.
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