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Rozwigzanie zadania M 1641.
Niech N bedzie liczbg skladajaca sie
w zapisie dziesietnym z 2" jedynek.
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Wystarczy zatem uzasadni¢, ze liczby
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1()2k + 11 1()21 + 1 sg wzglednie pierwsze
dla 0 < k < l. Zal6ézmy, ze obie te liczby
sa podzielne przez liczbe pierwsza p.
Oczywiscie liczba p jest nieparzysta.
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jednak p dzieli 102 4+ 1, to p = 2, co
przeczy wczesniej poczynionej uwadze
o nieparzystosci p i konczy rozwigzanie
zadania.
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Rys. 1. Zalezno$é predkosci od czasu v(t)
dla ciala o masie m = 1kg, rozpedzanego
stalg silg F' = 10 N. Kazda krzywa
odpowiada o$rodkowi o réznym
wspétczynniku oporu: n = 1,2, 3,4, 5kg/s.
Poczatkowo ciato spoczywa v(0) = 0,

a nastepnie przyspiesza, osiggajgc coraz
wiekszg predkosé

+1).

Masa efektywna
Pawet PERKOWSKI*

Na poczatku XX wieku Albert Einstein opart swoja szczegdlna teorie
wzglednoéci na dwoch postulatach: pierwszym zdroworozsadkowym, mowiacym
o tym, ze wszystkie prawa fizyki powinny wyglada¢ we wszystkich uktadach
inercjalnych tak samo, i drugim eksperymentalnym, stwierdzajacym, ze predkosé
Swiatla jest taka sama we wszystkich uktadach inercjalnych. Te postulaty
doprowadzily do sformutowania teorii, w ktérej predko$é¢ swiatla jest graniczna
predkoscia, nieosiggalng dla masywnych obiektéw. U osoby interesujacej sie
fizyka i jednoczesnie sceptycznie podchodzacej do nowych teorii i pomystow
mogta sie wowczas pojawi¢ watpliwosé, ktéra mozna sformulowaé w nastepujacy
w sposbb:

Jezeli obowigzuje II zasada dynamiki Newtona, ktéra mowi, Ze przyspieszenie d,
jakie uzyskuje cialo, jest wprost proporcjonalne do sity ﬁ, a odwrotnie
proporcjonalne do masy m tego ciala, to powinno ono poruszaé sie ruchem
przyspieszonym pod wplywem dzialania tej sity. Gdy sila jest stala, to
przyspieszenie tez musi byc stale.

Ale Einstein twierdzi, ze graniczng predkoscia niemozliwag do osiggniecia jest
predkosé $wiatta w prézni c. Czyli dzialanie sily, nawet dowolnie dlugie, nie
pozwoli tej predkosci osiagnac¢. Dla duzych predkosci cialo nie przyspiesza tak
efektywnie, jak dla matych predkosci. Narzucajacym sie wyttumaczeniem jest
stwierdzenie, ze ,odczuwalna” bezwladnos¢ ciata ,w jakis sposéb” wzrasta wraz
ze wzrostem predkosci. Dochodzimy tu do pojecia masy efektywnej, ktora nie
jest obca fizyce nierelatywistycznej. Jaki jest jej sens?

W ramach klasycznej dynamiki Newtona, jezeli jesteSmy w stanie okresli¢
ilosciowo wszystkie sily, ktére dzialaja na cialo o masie m, i wyznaczyc¢
wypadkows Fy tych sil, to mozemy napisa¢ réwnanie wynikajace z II zasady:
a= %" AW niekt()rygh sytu_’acjagh site wygadkowad mozemy rozdzieli¢ na sume
dwoéch skladowych: Fyy = F + Fp, gdzie F jest przylozona (na przykiad
kontrolowana przez nas) zewnetrzna sila, a Fo jest sila oporu. Wowczas wzor,

z ktérego obliczamy przyspieszenie, napisa¢ mozemy w postaci: @ = %

W takim przypadku nie ma potrzeby wprowadza¢ masy efektywnej — we wzorze
jest masa ciala. A co zrobié, jezeli wiemy, ze sily oporu istnieja (i wplywaja

na przyspieszenie), ale nie mozemy ich w sposéb jawny zdefiniowaé i okresli¢

w sposéb ilosciowy?

W sytuacji, kiedy mierzone przyspieszenie d., nie jest réwne ilorazowi %7

wygodnie jest czasem wprowadzié¢ do opisu zjawiska tzw. mase efektywng mey,
dobrana tak, aby spelniona byta zaleznosé a., = mief Innymi slowy, masa
efektywna to odwrotnosé wspdtezynnika proporcjonalnosci pomiedzy sita
zewnetrzna Fa obserwowanym przyspieszeniem d.,. Masa efektywna zwykle
zalezy od czasu (gdy dziala na cialo sila zewnetrzna, wywolujac np. zmiane
predkosci lub zmiane polozenia).

Omoéwimy teraz jeden z wielu przykladéw zastosowania pojecia masy efektywnej
w fizyce nierelatywistycznej. W tym przykladzie masa efektywna zalezy od
predkoéci, czyli takze zalezy od czasu i moze przyjmowaé wartosci dodatnie,
ujemne i nawet, w pewnym sensie, nieskonczone. Zatézmy, ze na ciato
poruszajace sie w cieczy o wspoélczynniku oporu 7 dziata sila zewnetrza F

oraz sila oporu proporcjonalna do predkosci ciala ¢ i zwrécona w przeciwna

strone niz predkosé: Fp = —nv. Przyspieszenie, jakie uzyskuje cialo, jest réwne:

. P fy  Fong — , T 7 . L

ey = % = =1 Poréwnujac to z réwnaniem @, = mif, dostajemy zaleznosé
;

Mep = F_Lm)m, gdzie F = |F|, v = |7]. Gdy sila F zacznie dziala¢, to cialo zacznie
przyspieszaé, ale z kazda sekundg coraz wolniej, poniewaz mianownik bedzie
malal. A w konsekwencji masa efektywna bedzie rosta. Gdy ciato przyspieszy
do predkosci granicznej vy, = %, to mianownik sie wyzeruje (sila zewnetrzna
bedzie réwna sile oporu) i cialo, pomimo przylozonej sily, nie bedzie w ogdle
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przyspiesza¢. Oznacza to nieskonczona bezwladnoéé (efektywna) tego ciala.
50

""""""""""""""""""" 0N
20 vl . — —20N bedzie ujemny (F < nv). Oznaczaé to bedzie ujemna mase efektywna! Wynika
e :_:_‘_2811:11 to z faktu, ze pomimo przylozenia sity w kierunku ruchu ciato bedzie zwalniac.
% S === 777 TTRLLE0N Oczywiscie proces hamowania bedzie trwal do wyzerowania si¢ mianownika i od
20 :.-f/:,’ - e ————— tej chwili predko$é pozostanie stala, praktycznie réwna wartosci graniczne;j.
A
10 j;/;/—/__ Na rysunku 1 przedstawiono zaleznoéci predkoéci od czasu dla ciala, na ktére
0 tls]  dziala stala sila, ktére porusza si¢ w oérodkach o réznych wspétczynnikach
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Rys. 2. Zalezno$é predkosci od czasu v(t)
dla ciala o masie m = 1kg, rozpedzanego
staly silg ﬁ, poruszajacego si¢ w oérodku
o wspétczynniku oporu nn = 1kg/s. Kazda
krzywa odpowiada sile o réznej wartodci
F = 10,20, 30,40,50 N
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Rys. 3. Zalezno$¢ masy efektywnej od
predkosci mes(v) dla ciata o masie

m = 1kg, na ktére dziala sita F' = 10 N.
Predkosé graniczna wynosi
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Rys. 4. Zalezno$¢é masy efektywnej od
czasu mef(t) w przypadku rozpedzania
tego ciala stalg silg zewnetrzng F' = 10 N.
Masa rozpedzanego ciala jest réwna

m = 1kg. Pie¢ krzywych odpowiada
réznym wspdétczynnikom oporu osrodka
n=1,2,3,4,5kg/s. O$ rzednych jest
przedstawiona w skali wykladniczej
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Rys. 5. Zalezno$é predkosci od czasu v(t)
dla ciala o masie m = 1kg rozpedzanego
stalg sitg F' = 10 N. Kazda krzywa
odpowiada réznej predkosci poczatkowej
v(0) = 0,vgr, 20gp

oporu. Widzimy, ze wiekszy wspélczynnik skutkuje tym, ze cialo szybciej
dochodzi do predko$ci granicznej (najnizsza krzywa na wykresie). Jednoczesnie
widaé, ze im wigkszy opdr (wigkszy wspdlczynnik oporu), tym mniejsza predkosé
graniczna.

Na rysunku 2 przedstawiono zaleznosci predkosci od czasu dla ciata
poruszajacego sie w osrodku o ustalonym wspélczynniku oporu, ale dla
réznych wartodci stalej sily zewnetrznej. Analizujac wykres, widzimy, ze proces
rozpedzania jest tak samo rozlozony w czasie dla wszystkich wartodci sity
przyspieszajacej. Predko$é graniczna vy, jaka osigga przyspieszane cialo, jest
proporcjonalna do dziatajacej sity — co widzimy na wykresie.

Na wykresie 3 przedstawiono zalezno$¢ masy efektywnej m.s od predkosci
ciala. Widzimy, ze masa efektywna wzrasta od masy spoczynkowej i dazy do
nieskonczonosci, gdy predkosé zbliza sie do wartosci granicznej vg, = F/n. Masa
efektywna moze mie¢ takze wartos¢ ujemna. Dzieje sie tak, gdy ,wstrzelimy”
cialo w oérodek lepki, czyli kiedy cialo w poczatkowym momencie ruchu
wpadnie w ofrodek z predkoscia spelniajacg warunek v > vg,.. Wéwczas, pomimo
stalej sity zewnetrznej dzialajacej w kierunku ruchu, cialo efektywnie hamuje —
stad pojawia sie ujemna masa efektywna. Ten proces trwa az do momentu, gdy
cialo zwolni do predkosci granicznej. Dalej porusza si¢ ruchem jednostajnym.

Na rysunku 4 przedstawiono zaleznosci masy efektywnej od czasu przy
rozpedzaniu analizowanym na wykresie 1, czyli dla réznych wartosci
wspoélcezynnika oporu. Widzimy, ze masa efektywna rosnie najszybciej

w przypadku osrodka stawiajacego najwiekszy opor poruszajacemu sie ciatu.

Analityczne predkosci ciala w funkcji czasu, na podstawie ktérego zostaly
wykreslone wykresy 1, 2 i 4, ma postaé: v(t) = % (1 — e_%t). Jest to rozwiazanie
prawdziwe dla ciala spoczywajacego w chwili poczatkowej.

Na rysunku 5 przedstawiono trzy wykresy obrazujace zalezno$é¢ predkosci

w funkcji czasu. Trzy krzywe na rysunku réznia sie predkoscia poczatkowa,

z jaka cialo wpada w osrodek. Krzywa najnizsza odpowiada zerowej predkosci
poczatkowej. Krzywa pozioma odpowiada sytuacji, w ktoérej cialo wpada

z predkoscia poczatkowa réwng predkosci granicznej v = vg,.. Krzywa najwyzsza
obrazuje predkos¢ w funkcji czasu w sytuacji, kiedy predkos¢ poczatkowa

jest wieksza od predkosci granicznej v = 2v,,. Widzimy, ze przy malej (lub
zerowej) predkosei poczatkowej cialo sie rozpedza, dochodzac asymptotycznie do
predkosci granicznej. W tym przypadku masa efektywna jest dodatnia i wzrasta
z czasem do nieskonczonosci. Przy predkosci poczatkowej rownej predkosci
granicznej cialo ani nie przyspiesza, ani nie hamuje, jego masa efektywna jest,
w pewnym sensie, nieskonczona od samego poczatku ruchu. W przypadku
poczatkowej predkosci wiekszej od granicznej masa efektywna jest ujemna i wraz
z dochodzeniem do predkosci granicznej dazy do —oo.

7 przedstawionego przyktadu widzimy, ze moze sie zdarzy¢ w fizyce malych
predkosci, ze bedziemy chcieli przyspieszyé cialo, a ono bedzie sie tak
zachowywalo, jakby mialo nieskonczong mase efektywna. Czyli tak, jak to jest
w fizyce duzych (relatywistycznych) predkosci. Na zakoniczenie zadajmy sobie
pytanie, czy w fizyce relatywistycznej dla duzych predkosci ujawnia sie jakas
tajemnicza sila, ktéra przeciwstawia sie dalszemu wzrostowi predkosci — tak
jak jest to pokazane w powyzszym przykladzie? OdpowiedZ na to pytanie jest
negatywna. Efekt wzrostu masy efektywnej w fizyce relatywistycznej nie polega
na pojawieniu si¢ takiej ,tajemniczej” sily przeciwstawiajacej sie¢ wzrostowi
predkosci, ale to juz jest zupelnie inna historia. . .
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