Piekna fizyka: dlaczego E = mc

* University of Toronto

W najprostszym przypadku, w procesie
anihilacji pary czastka-antyczastka
powstaje para fotonéw o réwnych
energiach, poruszajacych sie

w przeciwnych kierunkach. Ich przeciwnie
skierowane pedy sumuja si¢ do zera.
Jezeli pierwszy z pary fotonéw porusza si¢
do przodu wagonu, to drugi zaczyna
poruszaé sie do tylu, ale natychmiast
odbija si¢ od lustra. Po odbiciu oba
fotony poruszaja si¢ wigc do przodu,

a wagon doznaje odrzutu i zaczyna
poruszac¢ si¢ w kierunku przeciwnym

do kierunku ruchu fotonéw. Suma pedéw
wagonu i fotonéw pozostaje réwna zero.
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Rozwigzanie zadania M 1602.
Przyjmijmy S, = [ABP], S; = [DCP],
Ty = [ADP], T>, = [BCP]. Zauwazmy, ze
[ABP] AC  [ADP]
[BCP]  CP  [DCP]’
wobec czego S1S2 = T1T>. Wobec tego
przeksztalcajac rownowaznie dowodzong

nieréwnos$¢, mamy
S1+14/ Sz,

\/S1+S2+T1+T> >

S1+S2+T1+T2 > S1+S2+24/ 5152,

Ty +T5—2 Ty > 0,
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Ostatnia nieréwno$é jest oczywiscie
prawdziwa, co kornczy dowdd.

Uwaga. Réwnosé w udowodnionej
nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy Th = Ts, czyli gdy AB || CD.

2 a gwiazdy $wieca

Pawet ARTYMOWICZ*

Albert Einstein udowodnil, Ze energia i masa sqg tak Scisle powigzane, Ze mozna
placié jedng za drugg, a wspotczynnikiem wymiany jest kwadrat predkosci
Swiatta. Czyz jest prostsza i piekniejsza zaleinosé opisujgca nasz Swiat? Dziwne
tylko, Ze absolwent szkoly sredniej, a nawet koriczqcy studia fizyki nie potrafig

w sposéb elementarny udowodnié, ze E = mc®. Pora to zmienié. Przytocze jedno
z najprostszych wyprowadzen. Opowiem tez, jak wspaniale astronomia i fizyka
pomogly sobie nawzajem w czasach Finsteina. Dzieki temu rozumiemy, jak Storice
nas oswietla i ogrzewa i jak dlugo jeszcze bedzie to robic.

Dowéd E = mc?

Réwnanie Alberta Einsteina oparte na jego Szczegdlnej Teorii Wzglednosei (STW)
ma bardzo wiele zastosowan. Pozwolilo Arturowi Eddingtonowi wyjasnié, skad
gwiazdy biora energie, ktéra promieniuja. Opiera sie o nie takze zasada dzialania
wszelkiego rodzaju bomb oraz wszystkich silnikéw spalinowych, zmieniajacych

w reakcji spalania drobng czes¢ masy paliwa i utleniacza w energie. Doskonale
sprawdza si¢ tez w CERN pod Genewa, gdzie energia zamienia siec w mase: fizycy
produkuja tam mase nowych czastek (w obu znaczeniach slowa ,masa”) z energii
zmiennego pola magnetycznego, przyspieszajacego w akceleratorze czastki troche
podobnie, jak pulsar wysyla w kosmos swe dwa strumienie promieni gamma

i masywnych czastek (przechodzacych jedne w drugie w procesie kreacji i anihilacji).

Oto dowdd elementarny, bedacy jednak w miare Scistym eksperymentem myslowym.
Dokladnie takim, jakie uwielbial przeprowadzaé¢ Einstein. W Swiecie bez tarcia

i powietrza na szynach stoi wagon o masie M. Para czastka-antyczastka o calkowitej
masie m znajduje sie poczatkowo na lustrze zawieszonym na tylnej wewnetrznej
$cianie wagonu. Zachodzi anihilacja, czastki znikaja i pojawiaja sie fotony, ktére
poruszaja sie z predkoscia $wiatta ¢ od tytu do przodu wagonu.

Niosa energi¢ E anihilacji masy m oraz ped p = E/c¢ (to wladciwos$é fotonéw
znana juz z réwnan elektrodynamiki Maxwella). Po czasie At fotony docieraja do
przedniej $ciany, gdzie ich energia E z powrotem zmienia sie w mase czastek m.
Emisji fotonéw o pedzie p towarzyszy odrzut, ruch wagonu z pedem —p. Wagon
przemieszcza sie w czasie At do tytu z predkoscia —p/M, czyli —E/(cM), a po
uderzeniu fotonéw w przednia $ciane zatrzymuje sie. Nieruchomy $rodek masy
ukladu lezy w punkcie = (Mxp + may,) /(M + m). Niech A oznacza réznice
miedzy wielko$ciami na koncu i na poczatku eksperymentu. Zmiana potozenia
srodka masy jest zerowa:

0= (M +m)Ax = A(Mxpr + may,) = MAxy + mAz,,.
Wspélrzedne mas M i m zmieniaja sie w czasie At odpowiednio o:
Axpy = —FE/(ecM)At oraz Az, = cAt. Dlatego

0= —(E/c)At + mcAt,

czyli E = mc?, c.b.d.o.

Einstein kontra Edison

Dwa lata po opisaniu w 1905 roku w dwéch artykutach teorii STW Albert Einstein
zdawal egzamin habilitacyjny. Czlonek komisji zapytal kandydata dla zartu,

czy umie udowodnié¢ twierdzenie: E = mc?, na co uczony odpowiedziat: ,Nie
zapamietalem dowodu. Ale wiem dokladnie, gdzie znalezé na polce ksigzke, w ktorej
zostato to udowodnione”. Czy to prawdziwa anegdota? Prawie na pewno tak!
Einstein zawsze mawial, ze wiekszo$cig informacji nie warto zaprzataé¢ pamieci,
mozna je znalezé w ksiazkach. Gdy odwiedzil po raz pierwszy stynny Uniwersytet
Harvarda w Bostonie, w Ameryce budzila emocje kontrowersja wokot dtugiego
kwestionariusza z pytaniami o mato istotne szczegdly z réznych dziedzin wiedzy,
ktéry wynalazca Thomas A. Edison dawal kandydatom do pracy w swej spéice, by
sprawdzi¢, czy maja dobra pamigé. Einstein zapytany o predko$é dzwieku (jedno

z pytan testu) albo rzeczywiscie nie pamietal, albo udal ze nie wie, by méc jeszcze
raz powiedzie¢: ,Nie przechowuje takich informacji w moim umy$le, sg dostepne

w podrecznikach”. Polemizujac ze slabo wyksztalconym Edisonem, ktéry ogtlosil, ze
edukacja wyzsza jest niepotrzebna, Einstein podkreslil, ze tak nie jest: rozwija ona
bowiem zdolnosci i ma nie tylko te warto$é, ze uczy faktéw, lecz ze uczy, jak myslec.
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Rozwigzanie zadania M 1600.
Korzystajac dwukrotnie z warunku
zadania, raz dla pary liczb (z,y), a drugi

raz dla (% “LTH) uzyskujemy
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Rozwigzanie zadania M 1601.
Zauwazmy, ze skoro

XAMK + ¥ACK = ¥BML + ¥BCL =
= 180°,

to na czworokatach ACK M oraz BC LM
mozna opisaé okregi. Wobec tego

XMCK = xMAK

oraz

XMCL = xMBL,
a zatem
xKCL =xXMAK + XMBL =
= 180° — XAPB,
czyli ostatecznie ¥ KCL + ¥ KPL = 180°.

/ \
’ \

Przydatne uogdlnienie

Energia E w trakcie eksperymentu podrézowala jako bezmasowe promieniowanie
(o zerowej energii spoczynkowej), ktérego ped p i energia E spelniaja

FE = pc.

W ogélnoéci, energia catkowita E to suma energii spoczynkowej mc? i energii

zwiazanej z pedem (kinetycznej), a w polach sil jeszcze tez potencjalnej. Pomijajac
te ostatnia, w STW udowadnia sie, ze dodawanie energii nie jest arytmetyczne, lecz
,geometryczne”, tj. ze

E? = (mc*)? + (pe)*.

Uogdlniony zwiazek opisuje i czastki masowe, i bezmasowe o dowolnym pedzie. Jest
niestychanie przydatny nie tylko w $wiecie atomowym, ale réwniez w astrofizyce
wysokich i niskich energii. W granicy malych pedéw czastek materii energia
kinetyczna jest duzo mniejsza niz spoczynkowa: pc < mc?. To domena mechaniki
klasycznej, gdzie ped definiuje si¢ jako p = mw, a predkosé v spetnia v < c.
Roéwnanie upraszcza sie wtedy do postaci asymptotycznej, gdzie energie sumuja sie
arytmetycznie:

E — mc® + p*/2m.

[Czy umiecie to wykazaé¢ matematycznie? Sprébujcie udowodnié, ze im x jest
mniejsze, tym lepiej (1 + x)/? jest przyblizane przez 1 + x/2]. Energia kinetyczna
przybiera wigc postaé z fizyki newtonowskiej: p2/2m = mv?/2.

Astronomia dowodzi Teorie Wzgledno$ci

Teoria Einsteina pola grawitacyjnego jako efektu krzywizny czasoprzestrzeni,
opublikowana w wersji ostatecznej w 1916 r. jako Ogoélna Teoria Wzglednosci
(OTW), miala z poczatku jeszcze wiecej sceptykéw niz jego STW. Dlatego gdy

po wielu klétniach w komitecie noblowskim Einsteinowi przyznano Nagrode

Nobla za rok 1921, w roku 1922 nagrodzono inne niz STW i OTW. Przez wiele

lat traktowano OTW jako nieudowodniona eksperymentalnie. Mozna to bylo
zrobi¢ obliczeniowo, tlumaczac niewyjasniona dotad drobna czesé precesji orbity
Merkurego, ale mozna bylo tez podaé¢ bardziej przemawiajacy i bezposredni dowoéd
astronomiczny, obserwujac przewidywany efekt soczewkowania grawitacyjnego,
czyli ugiecia promieni $wietlnych w kierunku masywnego Slonica. W czasie
catkowitego za¢mienia Ksiezyc blokuje promienie stoneczne i widaé na niebie
pobliskie gwiazdy. Powinny one by¢ widoczne w odleglosci nieznacznie wigkszej

od érodka Slonica niz w katalogu czy na dokladnej mapie nieba. Pierwsza proba
zaobserwowania zjawiska przez asystenta Obserwatorium Berliniskiego Erwina
Freundlicha i Williama Campbella z kalifornijskiego Obserwatorium Licka podjeta
byla juz w sierpniu 1914 roku w czasie za¢mienia na Krymie. Nie udala sie:
Amerykanin napotkal zachmurzenie, a Niemiec zostal aresztowany jako obywatel
wrogiego panstwa we wlasnie rozpoczetej I wojnie Swiatowej. Do decydujacej proby
odkrycia soczewkowania grawitacyjnego doszto w czasie catkowitego za¢mienia
Stonica w 1919 r. Tym razem probe obserwacyjna podjal z entuzjazmem znany
astrofizyk angielski Artur S. Eddington. Po zapoznaniu si¢ z teoria grawitacji

w czasie wojny $wiatowej, kiedy to naukowcy walczacych ze sobg panstw catkowicie
odwrdcili sie od siebie, powodowani falszywym uczuciem patriotyzmu, Eddington
chciat wlozy¢ swoj wklad w jej empiryczne udowodnienie nie tylko jako wspaniatej
teorii grawitacji. Chcial tez pokazaé, ze nauka nie zna granic i ideologii. Einstein

i Eddington byli osamotnionymi w swych srodowiskach pacyfistami, pierwszy

w Berlinie nie wzigt najmniejszego udzialu w wysitku wojennym ze wzgledu na
przekonania, drugi w Cambridge ze wzgledéw religijnych. Eddingtonowi grozito
wrecz aresztowanie przez rzad angielski. Organizacja ekspedycji i wyjazd do
Afryki byla wiec ze wszelkich wzgledéw priorytetem dla dyrektora Obserwatorium
w Cambridge. W dzungli, w zatoce Gwinejskiej na wyspie Principe, Eddington
wraz z pomocnikami znéw napotkali w ciagu pierwszych kilku minut chmury! Lecz
w ciagu pozostalych paru minut zachmurzenie mingto. Trudne pomiary nielicznych
dobrze naswietlonych klisz fotograficznych daly wkrétce pierwszy wynik pozytywny:
Eddington zwracajac si¢ na zebraniu Naukowego Towarzystwa Krélewskiego

z przeprosinami w strone portretu Newtona, oznajmil, ze ustanowiono nowsa teorie
grawitacji.
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Teoria wzglednosci odwzajemnia sie, wyjasniajac, dlaczego gwiazdy Swieca

Gwiazdy byly w koncowych dekadach XIX wieku trudnym orzechem do zgryzienia.
Na przyklad Stonce. Wiadomo bylo, jaka ma mase i promien, moc promieniowania
i temperature powierzchni (5770 K). Ale nie wiadomo bylo poza tym prawie nic,
ani z czego nasza gwiazda jest zrobiona (nieznany stan skupienia ani peten sklad
chemiczny), ani jak stare jest Storice, ani co powoduje, ze $wieci i grzeje. Istniata juz
matematyczna teoria struktury wewnetrznej gwiazd, przy pewnych zalozeniach co
do ich materiatu (material barotropowy, a dokladniej gaz politropowy). Wykazano
w niej, ze musi istnieé¢ olbrzymia réznica (Scislej, gradient) temperatury, ci$nienia

i gestosci materialu gwiazdy: bardzo wysokie wartosci oszacowane catkiem
poprawnie na 10 mln K w centrum, przy zaledwie tysiacach na powierzchni.
Inaczej gwiazda by sie zapadta. Czy taka temperatura, czyli przeskalowana energia
termiczna, mogla wydzieli¢ sie w procesie powstawania gwiazdy, ktora tworzy sie

z materii rozproszonej, a konczy w malej objetoéci, w glebokiej studni potencjatu
grawitacyjnego? W zasadzie tak (hipoteza Kelvina—Helmholtza uwalniania energii
grawitacyjnej wskutek kontrakeji). Bylo jednak kilka wielkich ,ale”.

Jesli powstawanie Storica i nastepnie powolne kurczenie si¢ wydziela energie
grawitacyjna zamieniana na swiatlo, Slonice nie moze by¢ starsze niz okoto

20-30 mln lat, a inne, masywne gwiazdy nie moglyby utrzymac sie dluzej niz

30-70 tysiecy(!) lat. To nie bylo do zaakceptowania ani w biologii ewolucyjnej

(juz Charles Darwin rozumial, jak wiele czasu zajmuje ewolucja biologiczna), ani
paleontologii, ani w geologii, a zwtaszcza w uzywajacej radioizotopéw geochronologii
powstalej po odkryciach Henriego Becquerela oraz Marii i Piotra Curie. W samej
astronomii za$ czas kontrakcji Kelvina—Helmholtza tez przeczyl obserwacjom
masywnych, pulsujacych gwiazd zwanych Cefeidami. Takie gwiazdy promieniuja ze
znacznie wieksza mocg niz Stonice 1 musialyby kurczyé sie tak szybko, ze zmienialyby
kolor (temperature powierzchni) co najmniej 150 razy szybciej, niz pokazywaly
obserwacje astronomiczne. Gwozdziem do trumny hipotezy K-H okazalo si¢
datowanie radioizotopowe skal ziemskich, ktére ,,powickszaly” wiek Ziemi. W roku
1921 zgodnie méwiono juz o ponad miliardzie lat, okresie nareszcie zbieznym

z geologia i teoria ewolucji. No dobrze, ale co grzeje tak dlugo Ziemie i tak mocno

i dlugo Storice? Radioaktywnos¢? W przypadku Ziemi to prawidtowa odpowiedz.
Dla Stonica to niewystarczajace zrodlo. Pojawily sie glosy, ze jest to jakas podobna
energia subatomowa, wyzwalana z wnetrza atomu. Powolywal sie na taki mechanizm
grzania Storica w 1919 roku Henry Russell, méwil tez o tym Jean Perrin.

W 1920 roku przedstawit konkretne dowody nie kto inny, jak przyjaciel Einsteina
Artur Eddington. Wedlug niego hel, jedyny pierwiastek wykryty po raz pierwszy
spektroskopowo poza Ziemia, to produkt syntezy wodoru w naszej gwiezdzie.
Eddington uzyt wzoru E = mc?, by wyjaénié dokladne pomiary Francisa W. Astona
mas pierwiastkéw chemicznych przy uzyciu spektrometru masowego (Nagroda
Nobla 1922 r.). Wedlug tych pomiaréw cztery jadra wodoru, od ktérych synteza
helu startuje, sa nieco masywniejsze od produktu koricowego reakcji — jadra atomu
helu — 0 0,8% (dzisiejsza wartosé to 0,71%). Tracona w reakcji termojadrowej czesé
masy (mniej niz 1% masy wodoru) zamieniana jest, jak zrozumial Eddington, na
energie promieniowania i ciepto, utrzymujac gwiazdy w réwnowadze. Gwiazdy
Swiecac, odrobine ,,chudna”. Zasoby wodoru sa w nich tak duze, a transformacje
pierwiastkéw tak nieefektywnie powolne, ze gwiazdy podobne do naszej moga
przetwarza¢ woddr przez czas az okoto 10 miliardéw lat, dzieki czemu ewolucja
doszta od jednokomoérkowcéw do nas.

To tatwo wykazaé. Masa Storica, obliczona z okresu ruchu i odleglosci od Ziemi
oraz zmierzonej w laboratorium statej grawitacji, to 2 - 1039 kg. Zaniedbujac

pewna wymiane materiatu z reszta gwiazdy i gromadzenie si¢ helu w goracym
jadrze gwiazdy, przyjmijmy, ze tylko jadro o masie 1/5 masy Slofica bierze udzial

w produkeji energii. Oryginalnie 3/4 jego masy stanowil wodér, ktérego 0,7%

znika w produkcji helu. AM ~ (1/5)(3/4)(0,007)2 - 1030 kg jest zatem szacowanym
ubytkiem masy wodoru. Calkowita energia, ktéra Storice wy$wieca jako normalna
gwiazda, to £ = AMc? ~ 1,9-10* J. Przy obecnej mocy promieniowania Storica:

L ~3,9-10% J/s, energia E zapewnié¢ moze wy$wiecanie stalego strumienia L przez
dhugi czas:

E E
. =~ ~15mld lat.
dgja ~ p "~ omd e
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To gérne oszacowanie, gdyz moc Storica ro$nie w czasie. Ma ono obecnie 4,6 mld lat,
a stanie si¢ coraz mocniej pulsujacym czerwonym olbrzymem za kolejne 5 mld lat,
az zrzuci z siebie polowe masy. Jadro Stonca zostanie odstonigte jako bialy karzet

i zacznie ostygac. Niedawno zaobserwowano takiego nowo powstalego bialego karla,
gdzie wylaczyla sie wlasnie synteza termojadrowa. Ma bardzo wysoka temperature
(300 tys. K), blizsza na skali logarytmicznej obecnej temperaturze wnetrza Slonca
niz jego powierzchni. Ciekawe, co stanie sie z Ziemia po przemianie Stonica w biatego

karla.

Opisanie zasadniczego mechanizmu dzialania gwiazd przez Eddingtona byto
jedynie poczatkiem badan reakcji termojadrowych, czyli inicjowanych przez wysoka
temperature. Pojawily si¢ powazne watpliwosci: jak cztery jadra wodoru moga
zblizy¢ sie dostatecznie do siebie, by utworzyé¢ jadro helu? Maja dodatni tadunek

O powstawaniu pierwiastkéw pisali$my
w Ag4 i AIS.

elektryczny i silnie sie odpychaja. Energia wymagana do ich zblizenia i zetkniecia
odpowiada temperaturze 103 razy wickszej niz istniejaca w érodku Stonca. Zgodnie

z fizyka klasyczng zaden proton w Stoncu nie moze si¢ zblizy¢ dostatecznie blisko

do innego protonu. W sukurs przyszta wtedy powstajaca mechanika kwantowa.

W 1928 roku, dwa lata po skonczeniu studiéw na Uniwersytecie Leningradzkim,
Georgij Gamow zaproponowal zjawisko tunelowania kwantowego jako podstawe
zrozumienia klasycznie niemozliwych reakcji jadrowych. Dwie nastepne dekady zajeto
naukowcom na calym swiecie badanie skomplikowanych, wykorzystywanych przez
gwiazdy drég taczenia mniejszych jader atomowych w wigksze. A od lat 60-tych az
do konca XX wieku trwalo rozwiazywanie tzw. zagadki brakujacych neutrin, czastek
produkowanych w czasie syntezy helu. Ale to osobne, ciekawe tematy.

Z.adania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1600. Dana jest liczba rzeczywista «a # 0. Funkcja
f: R — R spelnia dla kazdej pary liczb rzeczywistych z, y

réwnanie
f<a?+y) _ @)+ fly)
Q o o '

Wykazaé, ze funkcja f spelnia dla kazdej pary liczb
rzeczywistych x, y réwnanie

() - Lo,

Rozwigzanie na str. [J]
M 1601. Punkty K, L, M leza odpowiednio na bokach
BC, CA, AB tréjkata ABC', przy czym

XAML = xBMK = xACB.

Odcinki AK i BL przecinaja si¢ w punkcie P. Wykazad,
ze punkty C', K, P, L leza na jednym okregu.
Rozwigzanie na str. [J]

M 1602. Odcinki AC' i BD przecinaja sie w punkcie P.
Wykazaé, ze
V[ABCD] > \/[ABP] + /[CDP],

gdzie [F] oznacza pole figury F.
Rozwigzanie na str. [§]
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 975. Badania sejsmologiczne pewnej planety

o promieniu R = 6370 km pozwolily ustali¢, ze rozklad
masy w jej wnetrzu ma symetrie sferyczna, przy czym
gesto$¢ warstw powierzchniowych, az do gtebokosci

H = 2900 km, wynosi p,,, = 4,44 g/cm®. Glebsze warstwy
maja gestosé p. = 11,00 g/cm?3. W jakiej odlegtosci

od srodka tej planety wartos¢ jej sily przyciagania
grawitacyjnego jest najwieksza? Wartos¢ stalej
grawitacji G = 6,67 - 10711 Nm? /kg?.

Wskazéwka: Wewnatrz jednorodnej powloki
wypadkowa sita grawitacji jest réwna zeru, a na
zewnatrz powloka przyciaga tak, jakby cala jej masa
byta skupiona w jej geometrycznym $rodku.
Rozwiazanie na str. [5]

F 976. Zewnetrzne warstwy Ziemi to tzw. skorupa
ziemska zbudowana ze skal o $redniej gestosci

ps = 2,8 g/cm? i znajdujacy si¢ pod nia plaszcz ziemski
o $redniej gestodci skat pp = 3,3 g/cm3. Ponizej statych
zewnetrznych plyt tworzacych powierzchnie Ziemi
znajduja sie warstwy plynne. O ile mniejsza jest grubosé
h warstwy skal skorupy ziemskiej pod oceanami od
grubosci H skorupy ladowej? Srednia glebokos$é oceanéw
wynosi d = 3,7 km, gestosé wody py = 1,0 g/cm3. Zmiany
wartosci przyspieszenia ziemskiego mozna pominaé.
Rozwiazanie na str. [4]



