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W artykule ,Stabilnosé¢ uktadu stonecznego” zamieszczonym w Delcie 9/2016
zaanonsowalem zastosowanie teorii Kolmogorowa—Arnolda—Mosera (KAM) do
problemu stabilnosci w zagadnieniu N ciatl.

Na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow w Amsterdamie w 1954 roku
Andriej Kolmogorow przedstawil swoj pomyst na dowodd zbieznosci tzw.
szeregbw Poincarégo, ktore opisuja ruch N cial i ktore stanowia uogélnienie
szeregow Fouriera, czyli sum sinuséw i kosinuséw o czestosciach bedacych
wielokrotnosciami pewnej czestosci podstawowej. Sciste dowody zbieznosci
szeregbw Poincarégo zostaly podane na poczatku lat 60. niezaleznie

przez Wiladimira Arnolda (ucznia Kolmogorowa) i Jurgena Mosera —
twierdzenie KAM.

We wlasciwym sformutowaniu twierdzenia KAM mamy do czynienia z uktadem
hamiltonowskim, czyli opisanym za pomoca funkcji Hamiltona, wyrazajacej
zalezno$¢ catkowitej energii uktadu od pedéw p;, i potozen ¢;, i = 1,...,n czastek.
Rownania opisujace ewolucje takiego uktadu sa rownaniami rézniczkowymi
pierwszego rzedu na pedy oraz polozenia i sa rownowazne uktadowi rownan
Newtona, ktore sa rownaniami drugiego rzedu na potozenia. Funkcja Hamiltona
ma nastepujaca postac:
H = Hy+eHy,

gdzie e Hy jest malym zaburzeniem, a Hj jest funkcja Hamiltona uktadu
catkowalnego, czyli takiego, ktory — moéwiac najprosciej — umiemy rozwigzac.

Sciglej, wlasnosé calkowalnosci oznacza, ze istnieja tzw. zmienne kat-dziatanie
(o, 1), o= (¢1,...,0n) (gdzie ¢; sa katami), I = (I1,...,1,), w ktorych
odpowiedni uktad rézniczkowy przyjmuje szczegdlnie prosta postac:

dy dI

o~ el =0
Zatem ruch niezaburzony odbywa sie na torusach {I = const} parametryzowanych
przez katy ¢;. Mamy o;(t) = ¢;(0) + w; (1)t (z doktadnoscig do 2m). Jesli uktad
czestosel (wi, ..., wn), wj = w;([l), jest rezonansowy, tj. w;/w; sa liczbami
wymiernymi, to ruch na torusie jest okresowy (uktad po skoriczonym czasie
wraca do punktu poczatkowego i ruch dalej odbywa sie po tej samej trajektorii).
W skrajnie przeciwnym przypadku kazda trajektoria na torusie jest gesta
(tworzy obmotke, przebiegajac dowolnie blisko kazdego punktu); méwimy wtedy,
ze ruch jest prawie okresowy. Jesli czestosci w; zmieniaja sie w sposob regularny
w zaleznodci od zmian dzialail I}, to na wigkszosci toruséw ruch jest prawie
okresowy.

Teza twierdzenia KAM mowi, ze jezeli spetniony jest pewien warunek
regularnosci czestosci (nieznikanie pewnych wyznacznikoéw), to przy przejsciu
od ukladu niezaburzonego, opisanego przez H, do uktadu zaburzonego,
opisywanego przez H, wiekszosé toruséw niezmienniczych nie znika, tylko
lekko si¢ zaburza, i ruch na nich jest prawie okresowy. To, niestety, jeszcze
nie gwarantuje stabilnosci, bo zawsze mozna tak dobraé¢ dane poczatkowe
©(0) i I(0), zeby ruch nie lezal na torusie niezmienniczym. Taka sytuacja ma
miejsce dla liczby stopni swobody n > 3.

Istnieje jednak spektakularny przyktad dla n = 2, gdzie teoria KAM daje

tzw. stabilno$¢ w sensie Lapunowa. Jest to tzw. ograniczone zagadnienie 3 cial.
Mozemy przyjaé, ze te ciala to Stonce S, Jowisz J i Asteroida A. Przy tym
zaklada sie, ze S i J poruszaja sie w stalej ptaszczyznie po orbitach kotowych ze
stala czestoscig, natomiast A porusza sie w tej samej ptaszczyznie pod wpltywem
pola grawitacyjnego wytwarzanego przez S i J. Masa A jest zaniedbywalnie
mata. Po przejsciu do uktadu potozen ¢, g2 i odpowiednich pedéw pq, po, takich

8



a2 A

—H 1—p q'l

Rys. 1

Rys. 2

H = const

Rys. 3

ze S 1 J spoczywaja (oraz wyborze odpowiednich jednostek fizycznych), funkcja
Hamiltona opisujaca ruch A wyglada nastepujaco:

H= % (1 +q2)° + % (P2 —@1)* = V(g1 g2),
1 1-—-
V=g ldrad) s —
gdzie p = masa(J)/(masa(S) +masa(J)) < 1/2 a p; 1 p2 sa odleglosciami A od S
i J odpowiednio (rys. 1).
Lagrange odkryl szczegblne rozwigzanie zagadnienia 3 cial przy dowolnych masach. Jego dowod jest
na tyle geometryczny, ze pozwole sobie go zaprezentowac.

Wystarczy wykazac, ze sita dzialajaca na kazde cialo, pochodzaca od przyciagania przez pozostale
dwa ciala, jest rownowazona przez sit¢ odsrodkowa skierowana w kierunku wektora taczacego srodek
masy ukltadu z danym ciatem. Aby uprosci¢ wzory, dobieramy jednostki masy i dlugosci tak, aby
suma mas mi + ms + mga i dltugosé¢ boku tréojkata wynosity 1. Jesli oznaczymy przez r; odleglos¢
masy m; od $rodka masy ukladu, a przez w predkos¢ katowg obracajacego sig ukladu, to wartos¢ sily
odsrodkowej dzialajacej na cialo wynosi |[Fq| = mlwzrp Sita grawitacyjna dziatajaca na cialo m;

to Fo = —Gmimaxs — Gmimaxs, gdzie x; jest wektorem lgczacym pierwsze ciato z j-ym, a G jest
stata grawitacyjna. Srodek masy uktadu lezy w x. = my - 0 4+ maxs + maxs (wzgledem ciata my),

a zatem Fy = —Gmix.. Z drugiej strony r1 = |x.|. Wobec tego, przy w = \E, mamy F; = —Fj.
Analogiczne rozumowanie zachodzi dla kazdego z pozostalych cial.

Punkty rownowagi odpowiedniego uktadu hamiltonowskiego, nazywane
punktami libracji, sa punktami krytycznymi funkcji H (lokalne minima,
maksima lub punkty siodtowe). Sa one jednoznacznie wyznaczone przez punkty
krytyczne funkeji V, ktorej poziomice (krzywe, na ktorych wartosé V jest stala)
sa naszkicowane na rysunku 2. Mamy tzw. wspotliniowe punkty libracji Ly, Lo
i L3 na osi ¢ 1 tzw. trojkatne punkty libracji (nazywane tez punktami libracji
Lagrange’a) Ly i Ly w wierzchotkach trojkatow rownobocznych o boku S.J.
Punkty L 23 sa niestabilne dla ukladu Hamiltona juz w przyblizeniu liniowym.
Oznacza to, ze umieszczona w tym punkcie Asteroida bedzie pozostawac

w spoczynku, ale dowolnie mate wychylenie jej z tego potozenia spowoduje, ze
zacznie oddala¢ sie od tego punktu, tak jak pitka polozona na szczycie pagorka
wytracona z polozenia réwnowagi zaczyna staczaé sie po zboczu.

W punktach Ly i L5 rozwiniecie funkcji H w szereg Taylora i zastosowanie
pewnej subtelnej redukeji (pochodzacej of George’a Birkhoffa) daje nowa funkcje
Hamiltona postaci Hy + eH1, do ktorej daje sie zastosowaé twierdzenie KAM.
Sciglej, w przyblizeniu kwadratowym mamy

H:UJ111_(A)212+...7 (Uj>0,
gdzie I; = 3 (G; + pj) a q; i p; sa odpowiednimi funkcjami liniowymi (uogélnione
polozenia i pedy) zerujacymi sie w Ly (odpowiednio Ls). Gdyby zamiast
minusa w powyzszym wzorze byl plus, to funkcja H (ktora nie zmienia sie
w trakcie ruchu) miataby lokalne minimum w Ly i wlasnosé stabilnosci bytaby
automatyczna. Moglibysmy tez przyja¢ Ho = wi1l1 — wsls, a wyrazy wyzszego
rzedu potraktowaé jako zaburzenie e Hp, ale wtedy nie byloby spelnione
zatozenie twierdzenia KAM o regularnej zaleznosci czestosci od dziatan.

Dlatego potrzebna jest dalsza redukcja, w wyniku ktorej dostaniemy H = Hy + ...
z Hy = wily —wals + Y wijl;1;. Przy tym nalezy odrzuci¢ wartosci parametru g,
odpowiadajace rezonansom niskich rzedéw, tj. wy :we =1:1,1:2,1:3, oraz
dodatkowej wartosci ., zwigzanej z warunkiem zdegenerowania zaleznosci w
od I (wyliczonej przez André Deprit i Andrée Deprit-Bartholomé).

Teraz stabilnos¢ polozeri réwnowagi L4 5 wynika z nastepujacych rozwazai.
Poniewaz funkcja H jest calka ruchu (jest ona stala na rozwiazaniach), to jej
poziomice {H = h} sa niezmienniczymi 3-wymiarowymi hiperpowierzchniami

w przestrzeni fazowej zmiennych q1, g2, p1, p2. Na kazdej takiej poziomicy mamy
duzo toruséw niezmienniczych i kazdy z nich rozcina poziomice na dwa obszary,
wnetrze i zewnetrze. Punkty z wnetrz nie wychodza z nich w trakcie ewolucji

i pozostaja blisko punktu réwnowagi (rys. 3).

Na koniec warto dodaé, ze sa obserwowane gromady asteroid w trojkatnych
punktach libracji zwiazanych zaré6wno z para Stonce—Jowisz, jak i z innymi
parami. W przypadkach silnych rezonansow (jak te wyrdznione powyzej) takich
asteroid brak.
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