Kepler w 1609 roku opublikowal dwa
prawa opisujace ruch planety wokot
Storica, co tatwo mozna przeformulowaé
na zagadnienie dwoch cial, a w 1619
trzecie prawo wigzgce rozmiar orbity

i czas jej obiegu. Izaak Newton
wyprowadzil z tych praw i zasad
dynamiki prawo powszechnego cigzenia.

Pierwszg realizacje rozwiazania
Lagrange’a odkryl w 1906 roku Max Wolf:
tworza ja Stonce, Jowisz i planetoida
Achilles.

Wszystkie planety obiegaja Storice po
orbitach bardzo zblizonych do elips
bedacych rozwigzaniem odpowiedniego
uktadu dwoch ciat dla € < 1. Podobnie
niektore komety. Obserwujemy jednak
réowniez komety majace orbity
paraboliczne badz hiperboliczne (np.
C/1980 E1 (Bowell); € = 1,057).

Roéwnanie elipsy uzyskuje sie

z praktycznego sposobu na jej rysowanie:
wbijamy w podloze dwie pinezki
polaczone sznurkiem o dlugosci 2a

i rysujemy wszystkie punkty (nazwijmy je
polozeniami planety), ktore zakresli
olowek napinajacy sznurek. Jedna

z pinezek nazwijmy Stoncem

i oznaczmy S, a jedno z polozen

planety P. W ukladzie wspotrzednych
biegunowych (o poczatku S i osi laczacej
pinezki) planete P opisujg r i ¢.

Odleglos¢ miedzy pinezkami musi by¢
mniejsza od dlugosci sznurka, oznaczmy
ja 2ae, gdzie € < 1 nazywany jest
mimosrodem. Z twierdzenia kosinusow
mamy

r® + 4a’e? — drascos ¢ = (2a — r)°.
Otwierajac nawias, redukujac 72 i dzielac
obustronnie przez 4a otrzymujemy
ag? —recosp = a —r, czyli
r(1 —ecos @) = a(l —e?), a wigc réwnanie
orbity planety podane w gléwnym tekscie.

Wigce]j szczeg6tow historycznych mozna
znalez¢ zwlaszcza w artykule Jiirgena
Mosera w The Mathematical
Intelligencer 1(1978), 65-71.

Stabilno$é Ukladu Stonecznego

Od czaséw Newtona znane sa prawa rzadzace ruchem cial podlegajacych sitom
przyciagania grawitacyjnego. Dla izolowanego uktadu N cial dostajemy uktad
3N réwnan rozniczkowych drugiego rzedu (po trzy na wspolrzedne srodka masy
kazdego ciala), ktory ma jednoznaczne rozwiazanie przy zadanych poltozeniach
i predkosciach poczatkowych. W istocie, mozna ograniczy¢ si¢ do uktadu
wspotrzednych zwigzanego ze $rodkiem masy catego uktadu i liczba réwnan
redukuje si¢ do 3(N — 1). Tak precyzyjnie sformutowane zagadnienie nosi nazwe
problemu N cial.

Niestety, Sciste rozwiazania tych réwnan zostaly znalezione tylko w szczegdlnych
przypadkach. Najwazniejszym z nich jest zagadnienie Keplera, czyli problem
dwoch cial. Z pierwszego prawa Keplera (zasada zachowania momentu pedu)
wynika, ze oba ciata poruszaja sie w nieruchomej ptaszczyznie. Calkowanie
odpowiednich rownan w biegunowym uktadzie wspolrzednych r, ¢ (w tej
plaszczyznie) pokazuje, ze trajektoria kazdego ciala jest opisana rownaniem
postaci
A
T = )
1+ecosyp

gdzie A jest amplituda, a e > 0 jest mimosrodem orbity. Powyzsze rownanie
opisuje krzywa stozkowa. Dla e < 1 jest to elipsa z ogniskiem w §rodku masy,
a odpowiednie rozwiazania uktadu Newtona sa okresowe.

Ciekawe rozwiazanie zagadnienia trzech cial zostalo znalezione przez Lagrange’a.
Tutaj trzy ciala leza w wierzchotkach tréjkata rownobocznego obracajacego sie
wokol srodka masy w ustalonej pltaszczyznie.

Naturalnym uktadem grawitacyjnym jest nasz Uktad Stoneczny (z dyskusyjna,
ale znacznie wieksza od 2 liczba N). Mimo iz nikt nie porywal sie na
rozwigzywanie skomplikowanego uktadu rownan z nim zwigzanego, to jednak
problemu stabilnosci naszego sytemu nie mozna zignorowac. Jest to pytanie,
czy uklad planetarny bedzie zachowywal obecny ksztalt w odleglej przyszlosci,
czy ktoras z planet moze go opusci¢ lub jakas kolizja moze spowodowaé jego
dramatyczna zmiane.

Ta kwestia stata sie swego rodzaju obsesja XIX wieku i byta na tyle istotna,
ze w 1885 roku krol szwedzki, Oskar II, ufundowatl nagrode za postep w tej
sprawie. Nagrode dostat Henri Poincaré, ale trzeba uczciwie powiedzie¢, ze
ani on, ani nikt inny do tej pory nie podal Scistego matematycznego dowodu
stabilnosci uktadu N cial. W tym miejscu nalezy wymieni¢ takze nazwiska
Karla Weierstrassa, Sophie Kowalewskiej i Petera Dirichleta, ktérzy aktywnie
pracowali nad tym problemem.

Metoda stosowana przez XIX-wiecznych matematykow startowala od szeregow
typu Fouriera. W pierwszym przyblizeniu zakladano, ze Storice jest nieruchome,
a kazda z planet porusza sie ruchem okresowym (z okresem 27 /w;) po orbicie
eliptycznej. Zatem polozenie i-tej planety zadane jest szeregiem Fouriera

(o)

Z Ay cos(mw;t) + By, sin(mw;t)

m=0
z wektorami A,, i B,, zaleznymi od danych poczatkowych. Nastepnie
sukcesywnie uwzgledniano si¢ sity wzajemnych oddziatywan planet i ruch
samego Stonica. Wprowadzenie tych zaburzen prowadzi do tzw. szeregow
Poincarégo. Niestety, nie mozna w rozsadny sposob zapewnié¢ zbieznosci tych
szeregow.

Pewien postep w tej sprawie uzyskano dopiero na przetomie lat piec¢dziesigtych
i szeSédziesiatych XX wieku — jest on znany jako twierdzenie KAM od nazwisk
jego tworcow: Andrieja Kotmogorowa, Wtadimira Arnolda i Jiirgena Mosera. Ale

o tym napisze w nastepnym numerze Delty.
Henryk ZOLADEK



