II zasade¢ dynamiki mozna zapisac
w formie:

Lo~
F =ma,
co przy zalozeniu, ze predkosé jest
skierowana wzdluz osi z, mozna rozpisaé
jako:

Fy my> 0 0 az
Fy, | = 0 mvy O ay | -
F, 0 0 my a.

Masa relatywistyczna
Barttomiej KAMINSKI

Jedna z konsekwencji teorii wzglednosci Einsteina jest wzrost bezwladnosci ciat
w ruchu. W skrécie, im szybciej porusza si¢ cialo, tym trudniej jest zmienié¢
jego predkoéé. Poniewaz wielkoScig bedaca miara bezwladnosci w fizyce jest
masa, kuszacym pomystem jest, aby ttumaczy¢ ten efekt wzrostem masy wlasnie.
Wiele materialow dotyczacych Szczegdlnej Teorii Wzgledno$ci wprowadza wobec
tego podzial na ,mase spoczynkowa”, czyli mase, ktérg cialo ma w bezruchu,

i ,mase relatywistyczna”, czyli mase ciata w ruchu, wieksza od spoczynkowe].
Tradycyjnie mase spoczynkowa oznacza si¢ wtedy mg, a masa relatywistyczna m

wyraza si¢ wzorem:
Mo

,/1—?

Wprowadzenie tych poje¢ ma pewne przyjemne konsekwencje dla estetyki
rownan teorii wzglednosci. Na przyktad energia wyraza sie wtedy stynnym
wzorem Einsteina E = mc? niezaleznie od predkoéci ciata, a ped dany jest przez
znane z fizyki klasycznej p = mv. Wydaje sie wiec, ze moga one by¢ calkiem
uzyteczne.

m=mgYy =

Wsrad fizykéw kwestia uzytecznosci masy relatywistycznej okazuje sie jednak
co najmniej dyskusyjna. Istnieje ku temu kilka powodow, z ktérych przedstawie
trzy.

Wzrost bezwladnosci

Jak juz wspomniatem, zgodnie z teoria wzglednosci bezwtadno$¢ cial roénie wraz
ze wzrostem ich predkosci. Okazuje sie jednak, ze opis tego zjawiska jako wzrost
masy powoduje troche niewidocznych na pierwszy rzut oka trudnosci. W czym
problem?

Zacznijmy od szybkiego przypomnienia fizyki przedrelatywistycznej. Zgodnie
z I zasada dynamiki Newtona, jesli na ciato dziata sita F, to ciato porusza
sie z przyspieszeniem a proporcjonalnym do tej sity, a wspdlczynnik
proporcjonalnosci to wtasnie masa. Konkretnie, a = %

Co wiecej, cialo zawsze przyspiesza w tym kierunku, w ktérym dziala sila
(co moze wydawaé sie oczywiste..., ale nie uprzedzajmy faktéw). Mozna wobec
tego zwiazek powyzej zapisaé¢ wektorowo: @ = %

Co w tym opisie zmienia teoria wzglednosci?

Jedli zostaniemy przy podziale na mase spoczynkowsa i relatywistyczna,
powiemy, ze cialo w spoczynku ma mase mg, a w ruchu mase m = mg~y. Na
intuicje, chcialoby sie napisaé, ze w takim razie w przypadku relatywistycznym

= L Ale czy tak jest

mo7y

3=

przyspieszenie bedzie wyrazaé sie wzorem d =
rzeczywiscie?

Coz..., prawie. Ten wzér ma zastosowanie, ale pod jednym warunkiem — ze
sita I jest prostopadia do predkosci v ciata. Gdy sita i predkosé sa rownolegte,

okazuje sie, ze przyspieszenie wynosi d@ = o7

Jedna z ciekawych konsekwencji tego stanu rzeczy jest co$, co zasugerowalem juz
wczedniej — ot6z sila nie musi byé¢ zawsze réwnolegla do przyspieszenia. Wobec
tego nie istnieje wielkos¢ skalarna, ktéra mogliby$Smy zastosowaé w miejscu masy
w II zasadzie dynamiki. Jesli chcemy zachowaé¢ wzér Newtona, masa w tym
wzorze musi byé tensorem drugiego rzedu (ktéry mozna zapisaé jako macierz).
Samo wprowadzenie masy relatywistycznej nie rozwiazuje wiec problemu
rosnacej bezwladnosci.

Zderzenia

Jednym ze sposobdéw poréwnywania mas cial moze by¢ zderzanie ich ze soba.
Jesli masywniejsze cialo A uderza w spoczywajace, mniej masywne ciato B, to
cialo A lekko zwalnia, a cialo B jest odbijane ze sporg predkoscia. I odwrotnie —
jesli to mniej masywne cialo C uderza w masywniejsze cialo D, to cialo C sie
odbija, a cialo D uzyskuje tylko niewielka predkosc.
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Rozwigzanie zadania M 1648.
OdpowiedZz: Tak.

Przypusémy, ze na tablicy zapisano liczby
a <b< c<d< e Wowcezas najmniejsza
z liczb zapisanych na karteczkach to

a + b, druga najmniejsza (by¢ moze
réwna) — a + ¢; najwieksza to d + e,

a druga najwigksza — ¢ + e. Ponadto
sumujac liczby ze wszystkich karteczek,
uzyskujemy 4(a + b+ ¢+ d + e), a zatem
znamy rowniez wartosé¢ a +b+c+ d + e.
Ta wiedza wystarcza kolejno do
znalezienia wartosci

c=(a+b+c+d+e)—(a+b)—(d+e),
a=(a+c)—c,
e=(c+e)—c
b= (a+b)—a,
d=(d+e)—e.

@

Rozwigzanie zadania M 1650.
Przeprowadzimy dowdéd indukcyjny. Dla
n = 3 niech « < y < z beda elementami
zbioru X. Woéwczas na jednym stosie
ktadziemy karteczke z liczbg z — x, a na
drugim — karteczki z liczbami z — y oraz
y—x.

Przypusémy, ze zadang wlasno$¢ maja
wszystkie liczby nieparzyste nie wigksze
od 2k — 1, i rozwazmy dowolny zbiér
2k 4 1 liczb =1 < ... < Tap41 oraz
zwigzane z nimi karteczki. Z zatozenia
indukcyjnego wszystkie karteczki
pochodzace wytacznie od liczb

Ta, T3, ..., T, mozna podzieli¢ na stosy
o réwnych sumach. Pozostate karteczki
najpierw podzielmy na nast¢pujace

2k grup: 2k — 1 grup po dwie karteczki,
z liczbami 241 — x4 oraz x; — x1 dla

i =2,3...,2k, oraz jedna grupa
sktadajaca sie z pozostalej karteczki
z liczby x2p4+1 — x1. Zauwazmy, ze

w kazdej grupie suma liczb z karteczek
jest réwna xai41 — x1. Wobec tego
wystarczy karteczki z dowolnych k grup
dotaczyé do jednego stosu, a karteczki

z pozostalych k grup — do drugiego stosu.
To konczy dowdd indukeyjny.

W szczegdlnym przypadku, kiedy ciala zderzajace sie maja rowne masy, to
pierwsze ciato sie zatrzyma, a drugie zacznie poruszaé sie z taka predkoscia, jaka
mialo pierwsze cialo przed zderzeniem (przynajmniej w przypadku zderzenia
idealnie sprezystego). Jedna z bardziej znanych ilustracji tego zjawiska jest tzw.
kotyska Newtona.

Pytanie jest wobec tego takie — jak zachowaja si¢ ciata, ktére maja identyczna
mase spoczynkowa, ale rozna relatywistyczna? Na przyktad, co jesli kulka

o masie spoczynkowej 1 grama, rozpedzona do v = 100 (czyli jej masa
relatywistyczna to 100 graméw) uderzy w druga identyczna, spoczywajaca?

OdpowiedZ mozna znaleZé na podstawie zasad zachowania energii i pedu. Tu nie
bedziemy tego robi¢ — szczegdltowe obliczenia pozostawie Czytelnikowi. Podam
jedynie wynik.

Otéz okazuje sig, ze kulki w tej sytuacji zachowaja sie jak ciata o rownych
masach. To znaczy — kulka poruszajaca sie po uderzeniu zatrzyma sie, a kulka
spoczywajaca ruszy z taka samg predkoscia, jaka miala pierwsza przed
uderzeniem. Masa relatywistyczna okazuje sie nie mie¢ tu zadnego znaczenia.
Poprawna odpowiedz daje rozwazenie wylacznie mas spoczynkowych.

Duplikowanie pojeé

Ten powdd jest mniej fizyczny, a bardziej techniczno-estetyczny, ale rowniez ma
pewna wage.

Fizycy lubia upraszczac sobie zycie. Jednym ze srodkéw do osiggniecia tego celu
jest eliminowanie stalych przyrody z réwnan. Juz wyjasniam.

Wezmy za przyklad predkosé $wiatta w prézni. W tablicach fizycznych
odczytujemy, ze wynosi ona 299 792 458 m/s. Niezbyt ladna liczba,

ale nie mamy wplywu na to, jak natura dobrata sobie predkos¢ fal
elektromagnetycznych... Czy moze mamy?

Ta konkretna liczba wynika tylko z doboru jednostek. Gdybysmy chcieli wyrazié¢
predkosé swiatta np. w stopach na tydzien, liczba bylaby inna. Gdyby$smy
mierzyli w tokciach na rok — jeszcze inna. Przez odpowiedni dobdr jednostek
mozna sprawi¢, ze wartos¢ liczbowa predkosci $wiatta moze by¢ catkowicie
dowolna. W szczegdlnosci, mozna wybra¢ jednostki, w ktorych predkosé $wiatta
wynosi... po prostu 1.

Fizycy bardzo lubia korzysta¢ z tej mozliwosci. Przykladowe jednostki, ktore
daja taka warto$é c, to sekunda i sekunda Swietlna. Inne to rok i rok $wietlny.
Albo jakakolwiek jednostka czasu i odlegtosé, jaka Swiatto przebywa w ciagu tej
jednostki. Dowolny taki wybor sprawia, ze ¢ = 1, i jak za dotknieciem magicznej
rozdzki, ¢ znika ze wszystkich rownan, bo czy mnozymy przez 1, czy dzielimy —
nic si¢ w réwnaniu nie zmienia.

(Fizycy lubia i8¢ jeszcze dalej i pozbywaé sie kolejnych stalych. Czesto
spotykanym wyborem sa jednostki, w ktorych ¢ = G = h = 1. Te jednostki sa
zwane jednostkami naturalnymi albo jednostkami Plancka — podstawowymi
jednostkami w tym ukladzie sa dlugo$¢ Plancka, czas Plancka i masa Plancka.)

Jakie to wszystko ma znaczenie? Zobaczmy, co w tym kontekécie dzieje si¢ ze
stynnym wzorem Einsteina na energie:

E =mc? = moyc.
Gdy wprowadzimy jednostki takie, ze ¢ = 1, dostajemy:

E =m =mgy.

W takich jednostkach masa relatywistyczna jest po prostu réwna energii!
Wobec tego jest de facto duplikatem pojecia energii. Wszedzie tam, gdzie
korzystaliby$my z masy relatywistycznej, mozna wstawié¢ energie (lub C%,
jesli ¢ # 1) i réwnania beda poprawne bez dokladania nowego pojecia.
Podsumowanie
Jak widaé¢, pozorna uzytecznosé masy relatywistycznej mocno maleje przy
blizszym spojrzeniu na sprawe. Pojecie to nie sprawdza sie jako miara
bezwladnoéci, nie pomaga w rozwazaniu zderzen oraz moze by¢ zastapione
energia. Z tych powodoéw fizycy raczej juz tego pojecia nie stosuja — kiedy fizyk
moéwi o masie, praktycznie zawsze ma na mysli mase spoczynkowa.
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