Putapka z fal grawitacyjnych

Nikogo prawdopodobnie nie dziwi fakt, ze gdy
wyrzucimy jaki$ przedmiot, np. pitke, to tor jego lotu
nie bedzie linia prosta, tylko zakrzywi sie¢ w strone Ziemi.
Interpretujemy to jako konsekwencje oddzialywania
grawitacyjnego miedzy tym obiektem a Ziemia.
Wiekszos$¢ ludzi wie (aczkolwiek ciagle aktywni sa
przeciwnicy tej tezy), ze Ziemia, tak jak inne planety
Ukladu Stonecznego, krazy po orbicie woko6t Storica.
Podobnie satelity kraza wokél Ziemi, ktéra zakrzywia
tor ich ruchu, tak samo jak zakrzywia tor lotu pitki. Nie
dziwi wiec nas, ze co$ krazy wokél jakiego§ masywnego
obiektu. Mierzac parametry orbit gwiazd krazacych

po eliptycznych orbitach w okolicy centrum naszej
Drogi Mlecznej, astronomowie wyliczyli mase czarnej
dziury, ktéra sie znajduje w samym centrum. Mimo

Na naszym kanale DeltamiEduPl na
YouTube pod filmem prezentujacym
prosty argument za tym, ze Ziemia nie
jest plaska (youtu.be/PUfrFoxd2_A),
rozpetala sie swego czasu goraca
dyskusja.

Rozwigzanie zadania M 1621.
Wykazemy, ze kazda dodatnia liczba
catkowita n mogta zostaé¢ uzyskana
(poprzez ciag kilku kolejnych dopisywan)
z pewnej mniejszej liczby. Stad
dostaniemy odpowiedz twierdzaca na
postawione w zadaniu pytanie.

Liczbe dajaca reszte 1 z dzielenia przez 3,

powiedzmy 3k + 1, mozna uzyskac

w jednym kroku z liczby k. Liczba dajaca
reszte 2 z dzielenia przez 3, powiedzmy
3k + 2, moze zostaé uzyskana w dwdéch
krokach z liczby 2k + 1: w pierwszym
kroku dopisujemy liczbe 6k + 4. Wreszcie
liczba podzielna przez 3, powiedzmy 3k,
moze zostaé¢ uzyskana w siedmiu krokach
z liczby k: w kolejnych posrednich
krokach dopisujemy 2k, 4k, 12k + 1,

36k + 4, 18k + 2, 9k + 1.
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ze jej nie widaé, to wnioskujemy, ze musi tam by¢, bo
widzimy gwiazdy, ktére kraza wokot niej. Takie krazace
po orbitach obiekty sa w tzw. stanie zwiazanym — nie
moga uciec od centrum przyciggania.

A czy w pustej przestrzeni, w ktérej nie ma zadnego
masywnego obiektu, grawitacja moze sprawié, ze czastka
bedzie krazy¢? Wydaje sie to sprzeczne z intuicja, ale
najnowsze prace teoretyczne wskazujg na to, ze pewne
konfiguracje fal grawitacyjnych moga zmusi¢ masywne
czastki do krazenia wokdl pewnej osi (wyréznionej

przez te fale). Fale grawitacyjne same w sobie sa

bardzo trudno uchwytne, jak wiec to mozliwe, ze pewne
konfiguracje takich fal moga pulapkowaé czastki? Co
wyroznia te konfiguracje i czy moga one byé¢ wytwarzane
gdzie$ we Wszechswiecie?

Skad sie biorg fale grawitacyjne?

Czternastego wrzesnia 2015 roku w Stanach Zjednoczonych dwa detektory LIGO
zarejestrowaly po raz pierwszy w historii fale grawitacyjne, o czym pisalismy

w Alg. W 2017 roku za odkrycie to Nagroda Nobla zostali uhonorowani Rainer
Weiss, Barry C. Barish i Kip S. Thorne. Nie byla to jednak pierwsza Nagroda
Nobla zwiazana z falami grawitacyjnymi. W 1993 roku otrzymali ja Russell

A. Hulse i Joseph H. Taylor za obserwacje odkrytego przez nich w 1974 roku
pulsara PSR 1913 + 16, ktore otworzyly nowe mozliwosci badania grawitacji

i dostarczyly pierwszych posrednich dowodow wskazujacych na istnienie fal
grawitacyjnych.

To, co taczy obserwacje pulsara Hulse’a—Taylora i detekcje LIGO—Virgo

(po pierwszej, oznaczanej GW150914, bylo kilkanascie kolejnych), to fakt, ze
dotycza uktadéw podwodjnych, ktérych opis w teorii grawitacji Newtona jest
bardzo prosty. W teorii grawitacji Newtona, skladniki ukladu (takiego jak

np. Ziemia—Ksiezyc) okrazaja srodek masy uktadu po orbitach eliptycznych
(lub w szczegdlnym przypadku kolowych). Calkowita energia takiego ukladu
oraz calkowity moment pedu zwiazany z ruchem orbitalnym sa stale w czasie.
Do tego prostego newtonowskiego obrazka Ogélna Teoria Wzglednosci Einsteina
(OTW) wnosi istotne poprawki, o czym pisatem szerzej w A}2.

Przewidywane przez OTW promieniowanie grawitacyjne (nie wystepujace

w teorii Newtona) unosi energie z ukladu podwdjnego, czego skutkiem jest
»spadanie” na siebie sktadnikéow uktadu, czyli stopniowe zaciesnianie sig¢

orbit i skracanie okresu obiegu. Pulsar obserwowany przez Hulse’a i Taylora
ma towarzysza o podobnej masie, czyli jest jednym ze sktadnikéw uktadu
podwdjnego. Dokladne pomiary parametréow jego orbity (o ktérych wiecej pisal
»nasz cztowiek” w zespole LIGO-Virgo, Michat Bejger, w Ai2) przeprowadzone
w latach 1974-1978 wykazaly, ze okres jego obiegu skraca sie, czyli sktadniki
ukladu spadaja na siebie, a wigc promieniowanie grawitacyjne unosi z uktadu
energie. Pomiary dokladnie zgadzaly sie z przewidywaniami OTW.

Zblizanie sie do siebie sktadnikéw uktadu podwdjnego oznacza réwniez
zmniejszanie orbitalnego momentu pedu ukladu. Promieniowanie grawitacyjne
unosi wiec nie tylko energie, ale takze moment pedu. Fala grawitacyjna jest fala
poprzeczng, moze wiec mie¢ spinowy moment pedu zwiazany z polaryzacja lub
orbitalny moment pedu zwigzany z ksztaltem frontu falowego (o czym wiecej
pisalem w AZ2g). Tutaj szczegdlnie bedzie nas interesowaé orbitalny moment
pedu fali grawitacyjnej. Mozna obliczy¢, ze w poblizu ukladu podwdjnego
promieniowanie grawitacyjne przez niego wytwarzane niesie orbitalny moment
pedu. Oznacza to, ze w przyrodzie wystepuja naturalne zrédla tego rodzaju
promieniowania.
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Rys. 1. Dwie bliskie geodezyjne startujace
réwnolegle w plaskiej przestrzeni

Rys. 2. Dwie bliskie geodezyjne startujace
réwnolegle w zakrzywionej przestrzeni

Rys. 3. Przykladowe rozwigzanie
réwnania dewiacji geodezyjnej. Rzut
trajektorii czastki na plaszczyzne
prostopadly do osi wigzki

Od pulapek elektromagnetycznych do grawitacyjnych

Fale elektromagnetyczne posiadajace orbitalny moment pedu pultapkuja czastki
natadowane wokoél tzw. osi wirowej, wokot ktorej fala wiruje. Ruch ztapanej
czastki wygodnie jest opisywaé, wyrdzniajac dwie skale czasowe. W malej

skali czastka oscyluje z czestoscia fali. Amplituda tych oscylacji jest mala.

W duzej skali czasowej obserwuje sie powolne zmiany sredniego polozenia
czastki, wokotl ktorego wykonuje ona szybkie oscylacje o matej amplitudzie.
Zmiany sredniego polozenia mozna opisaé, wprowadzajac usredniona efektywna
site, ktéra Sciaga czastke do osi fali i dziala tak samo na czastki o tadunku
dodatnim i ujemnym (co moze by¢ zaskakujace). Niezaleznie od tadunku czastki
sa ,tapane” w kierunkach prostopadtych do osi wirowej i wykonuja wokét niej
oscylacje (patrz Ajg).

Skoro fale elektromagnetyczne maja taka wlasnosé, to naturalnie nasuwa sie
pytanie, czy fale grawitacyjne niosace orbitalny moment pedu réwniez beda
putapkowaé czastki wokdl osi wirowej. Odpowiedz na to pytanie okazuje sie
pozytywna, co zostalo pokazane w pracy [#].

Ruch czastki swobodnej w zakrzywionej czasoprzestrzeni

OTW opisuje grawitacje jako zakrzywienie czasoprzestrzeni. Czastka swobodna
porusza sie w takiej czasoprzestrzeni po tzw. linii geodezyjnej. W geometrii
euklidesowej, ktorej uczymy sie w szkole, geodezyjne to odcinki prostych.
Natomiast na sferze geodezyjnymi sa odcinki okregéw wielkich (tréjkaty
budowane z takich odcinkéw maja sume katéw wieksza niz 180°). Ogdlnie

w geometrii Riemanna geodezyjne to linie lokalnie najkrétsze (patrz na
przyklad artykut Witolda Mozgawy Afy). W OTW (jest to tzw. geometria
pseudoriemannowska) geodezyjna lokalnie maksymalizuje czas wlasny. Dlatego
wlaénie zegary na satelitach systemu GPS chodza szybciej (patrz Alj) niz te
na powierzchni Ziemi. Satelita porusza si¢ swobodnie, nie doznajac zadnych
przyspieszen, czyli po geodezyjnej. Natomiast zegar stojacy na Ziemi do$wiadcza
stalego przyspieszenia g ~ 9,81 3 i nie porusza si¢ po linii geodezyjnej.

Zeby zobaczy¢, jak fala grawitacyjna wplywa na czastki swobodne, trzeba
znalezé geodezyjne czastek w czasoprzestrzeni, zawierajacej interesujaca nas fale
grawitacyjna. Najbardziej przemawiajacy i przekonujacy obraz daje poréwnanie
bliskich sobie trajektorii czastek.

Dewiacja geodezyjna

Wyobrazmy sobie dwie czastki startujace z dwoch réznych punktéw z takimi
samymi predkos$ciami (ten sam kierunek i ta sama warto$é¢ predkosci).
Geometrycznie odpowiada to dwém geodezyjnym startujacym z dwédch
réznych punktéw w réwnoleglych kierunkach. W ptaskiej przestrzeni
euklidesowe]j takie linie pozostana na zawsze rownolegtle, jak na rysunku 1.

W przestrzeni zakrzywionej nie musi tak byé. To, jak zmienia sie odleglosé
miedzy dwiema bliskimi geodezyjnymi i kierunek wektora taczacego punkty na
tych geodezyjnych, opisuje tzw. réwnanie dewiacji geodezyjnej. Gdyby przestrzen
byta ptaska, czyli krzywizna bylaby réwna zero, to wektor taczacy punkty na
dwdch geodezyjnych, ktore poczatkowo byty réwnolegle, bytby statly, czyli
dwie czastki wystrzelone réwnolegle z tymi samymi predkoSciami lecialyby

w stalej odleglosci od siebie. Obecno$é¢ krzywizny powoduje, ze wektor ten
zmienia sie w miare przesuwania sie po krzywej. Oznacza to, ze w zakrzywionej
czasoprzestrzeni czastki wystrzelone réwnolegle moga z czasem zaczaé sie
oddalaé albo przyblizaé do siebie (rys. 2).

Ruch czastek w polu fali grawitacyjnej z orbitalnym momentem pedu

W optyce przykladem fal elektromagnetycznych niosacych orbitalny moment
pedu i w zwiazku z tym wykorzystywanych do putapkowania czastek sa tzw.
wiazki Bessela. W ich opisie wystepuja funkcje specjalne, ktére wzielty swa nazwe
od niemieckiego astronoma, geodety i matematyka Friedricha Wilhelma Bessela.
Okazuje sig, ze istnieja rozwiazania zlinearyzowanej OTW (opisujacej stabe
pola grawitacyjne) posiadajace wlasnosci analogiczne do elektromagnetycznych

17



€

¢
¢

Rys. 4. Przykladowe rozwigzanie
réwnania dewiacji geodezyjnych. Jedna
czastka porusza si¢ ruchem jednostajnym
wzdluz osi wigzki. Druga czastka krazy
wokoél tej osi. Warunki poczatkowe sg tak
dobrane, ze ruch jest dokladnie okresowy

wiazek Bessela, ktére zostaly nazwane grawitacyjnymi wigzkami Bessela. Wiazka
taka w pewnym otoczeniu osi wirowej ma rowniez podobne wlasnosci, jak fala
grawitacyjna emitowana przez uklad podwdjny w otoczeniu osi przechodzacej
przez $rodek masy i prostopadlej do plaszczyzny orbitalnej uktadu (w pewnym
zakresie odleglosci). W odréznieniu jednak od fali emitowanej przez uklad
podwdjny wiazka Bessela ma znacznie prostszy opis matematyczny, pozwalajacy
na $ciste analityczne rozwiazanie réwnania dewiacji geodezyjnej.

W czasoprzestrzeni opisywanej przez pewna konkretna wiazke Bessela o§ wirowa
fali jest geodezyjna, czyli czastka swobodna moze poruszaé sie dokltadnie po tej
osi, z dowolna stala predkoscia. Rozwiazujac rownanie dewiacji geodezyjnej
wokol tej geodezyjnej, mozemy zobaczy¢, jak beda poruszaé sie czastki

w jej otoczeniu. Analityczne rozwiazania tego rownania przedstawione sg na
rysunku 3. Widaé, ze trajektorie czastek oscyluja wokoél osi wirowej fali, czastki
pozostaja wiec ,,zlapane” w jej otoczeniu — nawet jak sie oddalaja, to potem
zawracaja. Mozna w dodatku tak dobra¢ warunki poczatkowe, zeby dosta¢ ruch
doktadnie okresowy, jak na rysunku 4.

Czy to ma jakie$ zastosowanie praktyczne?

Poprzedni numer Delty byt w calo$ci poswiecony przykitadom nieoczekiwanych
zastosowan praktycznych wynikéw abstrakcyjnych badan podstawowych.
Wyniki tutaj referowane sa na razie czysto teoretyczne. Taka matematyczna
ciekawostka. Nie wiadomo nawet, czy zjawisko to da sie zaobserwowaé w jakims
eksperymencie, ani czy wystepuje ono w jakich$ procesach astrofizycznych.

Na razie mozna tylko spekulowa¢. Moze ma jakie$ znaczenie w tworzeniu
galaktycznych dzetéw, czyli strumieni materii wyrzucanych prostopadle do
dysku aktywnej galaktyki, wzdtuz osi jej obrotu? Na razie ciagle zbyt mato
wiemy o tym efekcie, ale badania trwaja.
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Okazuje sig, ze z twierdzenia Lagrange’a
mozna wyprowadzi¢ twierdzenie
Cauchy’ego. Zachg¢camy Czytelnika do
proby przeprowadzenia tego
rozumowania.

Czytelnicy Delty zapewne znaja zawody matematyczne dla uczniéw, takie jak
Olimpiada Matematyczna lub Kangur Matematyczny. Nie wszyscy wiedza
jednak, ze konkursowe zmagania mozna kontynuowaé¢ réwniez podczas studiéw.
Na niektérych uczelniach odbywaja sie nawet specjalne zajecia, podczas ktérych
rozwiazuje sie¢ i omawia zadania konkursowe.

Przyjrzyjmy sie blizej czesto uzywanemu podczas zawoddéw studenckich
twierdzeniu o wartosci sredniej, przypisywanemu Lagrange’owi. Stwierdza ono,
ze dla funkcji ciagtej f: [a,b] — R i r6zniczkowalnej w przedziale (a,b) istnieje
punkt ¢ w przedziale (a,b) taki, ze

f) = fla) = f'(c)(b - a).

Inaczej méwiac, przyrost wartosci funkcji wyraza sie przez przyrost wartosci
zmiennej i pochodng funkcji w pewnym punkcie posrednim.

Rownie przydatne jest uogdlnienie powyzszego twierdzenia, znane jako
twierdzenie Cauchy’ego. Mianowicie, dla funkcji ciaglych f,g: [a,b] = R
i r6zniczkowalnych w przedziale (a,b) istnieje punkt ¢ w przedziale (a,b) taki,

ze
g'(©)(f(b) — f(a)) = f'(c)(g(b) — g(a)).
Zauwazmy, ze biorac w twierdzeniu Cauchy’ego funkcje g(z) = z dla kazdego «,

uzyskujemy twierdzenie Lagrange’a.

Jestedmy gotowi, aby zastosowa¢ powyzsze twierdzenia do rozwiazywania
zadan z miedzynarodowych zawodéw dla studentéw. Rozwazmy rézniczkowalna
funkcje f: [0,1] — [0, 1] taka, ze |f'(x)| # 1 dla wszystkich x z przedziatu [0, 1].
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