Newtonowskie intuicje dla fal grawitacyjnych

Masy zakrzywiajq czasoprzestrzen,
czasoprzestrzen wplywa na ruch mas.

John A. Wheeler

Obraz ten nalezy poréwnaé z grawitacja
newtonowska — absolutng, euklidesowa
przestrzenig, w ktérej na masywne ciata
dziata natychmiastowa sita.

Statyczny rozktad tadunkéw

(w przypadku elektromagnetyzmu) lub
mas (w przypadku grawitacji) nie jest
zrédlem promieniowania. Dla przyktadu,
radialna zaleznosé pola
clcktromagnctg/czncgo dla statycznego
2l-pola to 1/r?T!| czyli juz dla rozktadu

monopolowego (I = 0) zanika zbyt szybko.

Zmiany momentéw monopolowego

M = f p(r)d3z oraz dipolowego mas

P; = fp(r)acid?’x nie prowadzg do emisji
fal grawitacyjnych. Zmiennosé
elektrycznego momentu dipolowego

P = fpe (r)z;d®x nie jest ograniczona
zasadami zachowania, dlatego
dominujacym sktadnikiem

promieniowania elektromagnetycznego
jest promieniowanie dipolowe.

Michat BEJGER

Wedltug ogdlnej teorii wzglednoéci grawitacja jest skutkiem zakrzywiania

sie czterowymiarowej czasoprzestrzeni wokél masywnych obiektow.

Mniej masywne ciata poruszaja si¢ wokot bardziej masywnych po liniach
geodezyjnych (liniach ,najprostszych” w zakrzywionej przestrzeni), co np.

w przypadku planet w Ukladzie Slonecznym daje wrazenie ruchu po orbitach
eliptycznych. Na swobodnie poruszajace sie ciala nie dziala zadna sita: ich
trajektorie sa wynikiem geometrii. Dodatkowo, ogélna teoria wzglednosci ma
wbudowane ograniczenie predkosci. Wszelkie informacje o zmianie krzywizny
rozprzestrzeniaja sie z predkoscia swiatlta. O zmianach tych mozna mysleé

jak o zmiennej w czasie odleglosci czasoprzestrzennej pomiedzy zdarzeniami.
Odleglos¢ ta, czyli czterowymiarowy interwal ds definiuje sie, uzywajac

tensora metrycznego gags, ds® = gapdr®dz® (zakres o, 3 =0,...,3 odpowiada
jednemu wymiarowi czasowemu i trzem przestrzennym, a powtarzajace sie
indeksy oznaczajg sumowanie w tym zakresie). Sktadowe g,5 w ogélnym
przypadku moga mie¢ skomplikowang postaé zalezna od rozmieszczenia
zakrzywiajacych czasoprzestrzen mas. Dla ilustracji rozwazmy przypadek pustej
czasoprzestrzeni (czasoprzestrzeni Minkowskiego, z dala od jakichkolwiek mas),
z dodanym drobnym zaburzeniem. Interwal czasoprzestrzenny jest wtedy réowny
ds? = (g + hap)dr®dz’, gdzie nopdz®dr? = —cdt? + dz? + dy? + d2? jest
czterowymiarowa ,,odlegloscia” w pustej przestrzeni, a hagdxadxﬁ jej niewielkim
zaburzeniem. Wkrétce po ogloszeniu ogdlnej teorii wzglednosci, w 1916 roku
Albert Einstein stwierdzil, ze w przypadku przedstawionym powyzej jego
rownania przyjmuja posta¢ réwnania falowego, ktérego rozwigzaniem jest owo
male zaburzenie h: fala grawitacyjna. Ma ono pare cech podobnych do fal
elektromagnetycznych: ma charakter fali poprzecznej i ma (dwie) niezalezne
polaryzacje. Przez nastepne kilkadziesiat lat istniala powazna kontrowersja, czy
rozwiazaniom tym odpowiada zjawisko fizyczne, czy raczej sa efektem doboru
wspolrzednych. Kontrowersja zostata rozwiana na przetomie lat 50. i 60. przez
Feliksa Piraniego, Hermana Bondiego, Ivora Robinsona i Andrzeja Trautmana
na korzy$¢ prawdziwosci hipotezy fal grawitacyjnych.

Realne promieniowanie jest zwiazane z transportem energii; w szczegdlnosci fale
powinny méc przenosié energie od zrédla do nieskonczonodci. Jesli amplituda
pola zwiazanego z (dla uproszczenia) sferyczna fala w odleglosci r od zrédla
jest réwna h(r), to strumien energii przez sferyczng powierzchnie wynosi

F(r) oc h%(r), a calkowita moc promieniowania (jasno$é) jest proporcjonalna
do L(r) o< 4wr?h?(r). Jako ze energia musi by¢ zachowana, amplituda h(r)
musi maleé z odlegloscia jak 1/r. W przypadku detektoréw fal grawitacyjnych
typu laserowych interferometrow Advanced LIGO i Advanced Virgo, ktore
mierza wlaénie amplitude fali i, mierzona jest wzgledna réznica réznic
dtugosci prostopadlych ramion interferometru, h = AL, — AL, = AL/L,
gdzie L jest dlugoscia ramienia (wiecej szczegdlow w artykule Izy Kowalskiej
w Delcie 10/2010). Zaleznosé h od odwrotnosci odleglosci przeklada sie na
daleko wigkszy zasieg w poréwnaniu do tradycyjnych metod obserwacji,

w ktorych wartoécig mierzong jest energia proporcjonalna do h2. Poprawa
czulosci o rzad wielkoSci oznacza dziesieciokrotnie dalszy zasieg w poréwnaniu
do okolo trzykrotnie wigkszego zasiegu np. teleskopéw optycznych.

Przez analogie do elektromagnetyzmu, w ktérym promieniowanie
elektromagnetyczne jest skutkiem przys$pieszonego ruchu tadunkéw
elektrycznych, Zzrédtem promieniowania grawitacyjnego powinien by¢é
przyspieszony ruch mas. Do promieniowania nie wystarczy jednak samo istnienie
tadunku (masy). Dla ukladu mas opisanego rozkladem gestosci p(r), gdzie |r|
to radialna odleglo$é od poczatku ukladu odniesienia (np. érodka masy),
najprostszym momentem rozkladu jest monopol M, ktéry jest po prostu
catkowita masa-energia uktadu. Jego zmiana oznaczataby nieprzestrzeganie
zasady zachowania masy-energii. Réwniez zmienny moment dipolowy mas P;
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G =6,67408 - 10~ [m3kg~ts7?],
¢ = 299792458 [ms™].

Orbitalna predko$é obrotowa w wigze sie
7 parametrami orbity poprzez trzecie
prawo Keplera,

GM = w?a®,
gdzie M = mj + mg jest catkowita masa

ukltadu. Réwnanie biegunowe orbity
eliptycznej ma postacé

a (1 — 62)
1+ecosf’
gdzie a to potos wielka, a e to

ekscentrycznosé orbity. Gdy e = 0 (orbita
jest kotem), to r = a.

r(0) =

Jesli przyjmiemy, ze orbita ukltadu
znajduje si¢ w plaszczyznie xy, to

_ wa ;
r;p = £ X (cos0,sin6,0),

ro = 7% X (cos @,sin0,0),

gdzie 0 = wt jest wspdlrzednag katows
okreslajaca polozenie cial. Niezerowe
skladowe macierzy tensora I;; beda
nastepujace:

2
Ipe = 25— (1 4 cos (2wt)) ,

2
Iy = #5= (1 — cos (2wt)),

2
Iy = Iy, = #5— sin (2wt) .

Charakterystyczng czestotliwoscia
promieniowania fal grawitacyjnych ukltadu
podwdjnego jest zatem 2w.

nie moze by¢ zrédlem promieniowania grawitacyjnego, poniewaz z definicji
odpowiada $rodkowi masy uktadu; zmienno$é¢ oznaczalaby ztamanie zasady
zachowania pedu. Najnizszym ,,promieniujacym” multipolem w teorii grawitacji
jest zatem kwadrupol, I;; = [ p(r)z;z;d3z, z ktérym nie wiaza sie zadne zasady
zachowania. Powyzsze rozwazania oznaczaja, ze sferycznie symetryczny ruch
mas, np. kolaps albo eksplozja, nie wywoluje emisji fal grawitacyjnych. To
samo dotyczy osiowo symetrycznej rotujacej gwiazdy. Dobrymi Zrédtami fal sa
natomiast niesferyczne wybuchy supernowych, rotujace zdeformowane gwiazdy
neutronowe oraz uklady podwéjne gwiazd lub czarnych dziur.

Wielkosé amplitudy fali grawitacyjnej h mozna oszacowaé za pomoca
analizy wymiarowej. Z definicji h jest wielkoscig bezwymiarows i, jak
wynika z powyzszych rozwazan, odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci od
zrédla. Powinna tez by¢ zwiazana z momentem kwadrupolowym, ktorego
jednostki to [kgm?]. Wiemy takze, ze w wyrazeniu powinna pojawié sie
druga pochodna, odpowiadajaca przy$pieszonemu ruchowi mas, niech
zatem h o< (1/r) 0?(M R?)/0t?. Jednostki tego wyrazenia to [kgms~2]. By
dosta¢ wielkos¢ bezwymiarowa, nalezy odpowiednio dobraé potegi statych
fizycznych wystepujace w problemie: stata grawitacji G oraz predkosé $wiatta c.
Bezwymiarowe h otrzymamy dla wspétczynnika proporcjonalnogci réwnego G /c?.
Jest to bardzo mala liczba, 8,26244528 - 10~4° [m~'kg~1s?], co oznacza, ze
zrodtami fal o duzej amplitudzie moga by¢ tylko szybko poruszajace sie,
masywne ciata. Rozwazmy uktad podwdjny mas my i mo oddalonych o a
(separacji a) na orbicie kolowej. Oszacowanie h mozna przepisaé¢ dla takiego
ukladu, zamieniajac M R? na pa? i przyjmujac, ze M jest catkowita, a p =
(my1mse) /M zredukowana masa ukladu. Mozna tez przyjaé, ze druga pochodna
0?/0t? jest proporcjonalna do orbitalnej predkosci obrotowej w?. Korzystajac
z trzeciego prawa Keplera (patrz obok), dostaniemy

h o~ Gil@ - i/g}Mz/Bsz/B.
ctroa ctor
Dla przyktadu, rzad wielkosci h w przypadku dwéch gwiazd neutronowych
o podobnych masach (my; = my = 1,4 Mg, M?/3), = M5/3/4) jest nastepujacy:

1w 10-2 (100 Mpe N oM N\
- r 100 Hz 2,8 M, '

Charakterystyczna wzgledna amplituda h = AL/L = 10~22 odpowiada pomiarowi
odleglosci Stonice-Saturn z dokladnoscia do rozmiaru atomu! Uzywajac
argumentéw newtonowskich, dostaliSmy przyblizenie kwadrupolowe amplitudy h,
poprawne dla ukladow, w ktérych predkosci nie sg bliskie predkoéci $wiatta. Po
raz pierwszy sformulowal je w 1918 roku Albert Einstein:

2G ..

hii = ——1;;
J C4T J

(dwie kropki oznaczaja druga pochodna wzgledem czasu). Amplituda h jest
wiec bezposrednio zwiazana z niesymetryczna czescia energii kinetycznej
ukladu: h o< ESY™ /1. Z powyzszego i notki na marginesie widaé tez, ze h jest
proporcjonalna do momentu kwadrupolowego (I o< pa?) oraz w?. Z rozwazan

o strumieniu energii wiemy natomiast, ze jasno$¢ ukladu (moc promieniowania
fal) L jest funkcja h? o I2, oraz w w pewnej potedze. Uzywajac analizy
wymiarowe] (o ktérej wiecej napiszemy w nastepnym numerze), dostajemy

5 2 6
L:dEGWocg,ﬂwﬁocc— By Y ,
dt c® G\ a c

gdzie Eqw jest energia fali grawitacyjnej, Ry = 2GM/c? jest promieniem
Schwarzschilda czarnej dziury o masie M, a v = w/a jest predkoscia liniowa
masy M na orbicie o promieniu a. Czynnik proporcjonalnosci wynosi 32/5.
Druga wersja rownania pokazuje dobitnie, ze moc emitowana przez uktad
podwdjny o rozmiarze poréwnywalnym z R, i orbitujacym z predkoscia

blisky predkodci $wiatla jest ogromna: czynnik c®/G wynosi 3,9 - 1052 W. Dla
poréwnania zwyczajne uklady podwdjne sa bardzo stabymi Zréodtami fal. Uktad
Ziemia-Storice emituje okolo 200 W (calkowita emisja elektromagnetyczna
Stonica to okoto 4 - 1026 W).
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Przyktadowy éwierk, czyli ewolucja

w czasie amplitudy i cze¢stotliwosci fali
grawitacyjnej emitowanej przez
zacie$niajacy sie uktad podwdjny.

Masy sktadnikéw — czarnych dziur —
w przypadku sygnatu GW150914
obliczono na 36 Mg i 29 Mg, a dla
GW151226 na 14,2 M i 7,5 Mg .

Fale emitowane sa na koszt zmniejszania orbitalnej energii uktadu,
Eor, = —Gmymsa/(2a). Poréwnanie zmiany Eo, 1 Egw daje

dEorb o Gm1m2 Q= dEGW

dt 2a? dt
Uzywajac trzeciego prawa Keplera oraz wynikajacej z niego pochodnej
a = —2aw/ (3w), mozna otrzymaé zalezno$¢ miedzy masami skladnikéw oraz
orbitalng predkoscia obrotowsa i jej pochodna:

96 wit 96" w!t .
-3 _ 5 3372 _ 54 45
w —<5) TlsG“M —(5> —CwGM.

Kombinacje¢ mas M = (u3M2)1/5 = (m1m2)®/°/(my + m2)'/5 nazywa sie

masq cwierku przez analogie do podobnego w charakterze zachowania si¢
czestotliwosei i amplitudy odglosu ptakéw; predkosé orbitalna oraz amplituda
roénie (h o M5/3w2/3), podczas gdy separacja ukladu a maleje. Mase ¢wierku M
mozna obliczyé wprost z czestotliwosci fal grawitacyjnych faw (o czestotliwosci
dwukrotnie wigkszej niz orbitalna, 27 fow = 2w) w detektorze:

(5 g e11ys; o0

M= —|—=n" - .
G <96 f QW f GW>

W potaczeniu z rowniez mierzona bezposrednio przez detektor amplituda h mase

¢wierku mozna wykorzystaé¢ do obliczenia odlegtosci do Zrodta:

po o cfow
9672 h o

Metoda ta jest zupelnie niezalezna od tradycyjnie uzywanych do tej pory przez
astronoméw ,,drabin odlegtosci”, kalibrowanych poprzez tzw. $wiece standardowe
(np. cefeidy i supernowe typu Ia). W przyszlosci pomiary odlegtosci wieloma
metodami naraz (np. jasnosci blyskéw gamma i fal grawitacyjnych przez nie
emitowanych) beda poréwnywane dla poprawienia kosmicznej skali odleglodci
i precyzyjnego wyznaczenia parametréw kosmologicznych, np. stalej Hubble’a.

Na koniec zastandéwmy si¢, w jaki sposéb mozna otrzymac¢ masy sktadnikow
dwdéch dotychezas zarejestrowanych przez Advanced LIGO sygnatéw, GW150914
i GW151226. Po zmierzeniu masy ¢wierku (30 Mg dla GW150914 i 9 Mg, dla
GW151226) do dyspozycji pozostaje nam analiza przebiegu samego é¢wierku.

W obu obserwacjach sygnal urywa si¢ przy pewnej krytycznej czestodci f&y -
W przypadku GW150914 f& to okoto 150 Hz (450 Hz dla GW151226). Nagle
przerwanie ¢wierku interpretowane jest jako zderzenie sktadnikow o skonczonych
rozmiarach i moment, w ktérym uktad podwéjny przestaje istnie¢. Ograniczenie
na rozmiar uktadu dostaniemy, zaktadajac, ze sktadniki sg czarnymi dziurami

o promieniach Schwarzschilda. Zatem

G
R+ Reo = = (m1 + m2) = agin-

Krytyczng odleglos¢ ag, wstawiamy do trzeciego prawa Keplera, dostajac
oszacowalie na sume mas

c? 1
AGmV2 féaw
Dla GW150914 obliczone w ten sposéb M wynosi okolo 76 M, dla GW151226
dostajemy M = 25,4 Mg. Doktadne wartosci mas ukladu, otrzymane przy
uzyciu ogoélnej teorii wzglednosci i symulacji numerycznych, to, odpowiednio,
65 Mg i 21 Mg (newtonowskie oszacowanie radzi sobie zatem calkiem nieZle,
jednak nie na tyle dobrze, by poprawnie okresli¢ masy sktadnikéow dla obu
sygnaléw poprzez rozwigzanie uktadu réwnan M i M). Alternatywng metoda
jest zalozenie, ze masy sktadnikéw sg podobne. Wtedy M = 26/5M, i M =70 M,
dla GW150914, oraz 20,7 M dla GW151226.

M =mq+mo =

Masy koncowych czarnych dziur w obu przypadkach wynosza 62 Mg
i 20 M. Gdzie podziala sie brakujaca masa? Zostala wyemitowana w falach
grawitacyjnych. Mozna ja obliczy¢ w nastepujacy sposob. Calkowita energia
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uktadu dla separacji a sktada sie z przyczynkéw od masy spoczynkowej i energii

orbitalnej, Gmyms

2a

Zaktadajac dla uproszczenia, ze mq = ms, oraz ze koncowa separacja

afn = 2Ry = 4Gmy /c? (w rzeczywistoéci uklad staje sie niestabilny dla nieco
wiekszych separacji) réznice energii miedzy stanem poczatkowym (a — o0)

i koficowym oceniamy na 6% calkowitej masy-energii (3,9 Mg dla GW150914
i1,3 Mg dla GW151226, w poréwnaniu do 3 Mg, i 1 M, otrzymanych
wyrafinowanymi metodami). Wiekszo$é energii zostala wypromieniowana
podczas przemierzania kilku ostatnich orbit oraz podczas procesu tworzenia
koncowej czarnej dziury, ktérego nasz prosty model nie uwzglednia. W momencie
najwigkszej ,,jasnosci” emitowana moc w obu przypadkach wynosita okoto

1073 ¢%/G ~ 3-10*° W (sktadniki poruszaly sie z predkoéciami mniejszymi

niz predkosé swiatta, w odlegltoséci wigkszej od promienia Ry koncowej czarnej
dziury). Przewyzsza ona o rzedy wielkosci emisje nie tylko najwiekszych
dotychczas znanych kosmicznych katastrof — izotropowa emisja btyskéw gamma
to ,,jedynie” 10*7 W — ale takze sumaryczng emisje wszystkich gwiazd we
Wszechéwiecie. Szacowana gwiazdowa jasnos¢ obserwowanego Wszechéwiata,
zawierajacego okoto 10! galaktyk podobnych do Drogi Mlecznej, z ktérej
kazda sktada sie z okoto 10! gwiazd podobnych do Stofica, wynosi bowiem
okoto 4 - 10*® W.

E= Ems +Eorb - (ml +m2) 62 -

5 ©
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Redaguje Lukasz BOZYK

M 1522. Na zbiorze dodatnich liczb catkowitych okreslone sa operacje
@ oraz , takie, ze dla kazdej pary a, b dodatnich liczb catkowitych zachodzi

a®a®...a=a®b,

—_—

b wystapien a

a ponadto @ jest laczne, ® za$ przemienne. Czy wynika z tego, ze ® oraz ©®
to ,zwykle” dodawanie i mnozenie? Czy implikacja bedzie prawdziwa, jezeli
zalozenie o lacznosci operacji @ zastapimy zalozeniem o jej przemiennosci?
Rozwiazanie na str. 7

M 1523. Wielokat wypuktly zostal podzielony odcinkami na skoniczong liczbe
czworokatow. Udowodnié, ze co najmniej jeden z nich jest wypukty.
Rozwiazanie na str. 7

M 1524. Udowodnié¢, ze dla kazdego n > 1 istnieje ciag arytmetyczny n
dodatnich liczb calkowitych, z ktérych kazda jest podzielna przez sume swoich
cyfr (w zapisie dziesigtnym).

Wskazowka. W rozwiazaniu mozna skorzystaé z twierdzenia o liczbach
pierwszych, na przyklad uzywajac szacowania m(x) < 2z/Inz, prawdziwego dla
dostatecznie duzych x, gdzie m(x) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych
od x.

Rozwigzanie na str. 8

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 923. W Uktladzie Stonecznym, poza planetami i ich ksiezycami, po orbitach
okolostonecznych porusza sie tez wiele mniejszych odtamkéw skalnych:
planetoid i meteoroidéw. Niektore z nich, gdy wpadaja do atmosfery ziemskiej,
obserwujemy jako meteory. Oszacuj, z jaka maksymalna predkoscia V' wzgledem
Ziemi takie odtamki moga wchodzié¢ do jej atmosfery. Przyjmij, ze masa Stonca
Mg = 2-10% kg, odlegtoéé¢ Ziemia-Stonice Rzg = 1,5- 10! m, a stala grawitacji
G =6,67-107 Nm?/kg?.

Rozwigzanie na str. 8

F 924. Oszacuj, jaki jest minimalny promient okotostonecznej orbity zelaznego
meteoroidu, na ktérej pozostaje on jeszcze w stanie stalym. Temperatura
topnienia taenitu (mineralu, z ktérego sa zbudowane meteoroidy zelazne)

T., = 1700 K, promienri Stonica Rg = 7,0 - 108 m, temperatura powierzchni Slorica
Ts = 5800 K, a stala Boltzmanna o = 5,7 - 10% Wm 2K~

Rozwigzanie na str. 9
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