Prawdopodobienstwo ? Dr Tadeusz B. IWINSKI

Mechanika kwantowa wprawiala i ciagle jeszcze wprawia matematykow w zaklopotanie,
dostarczajac tym samym wielu interesujgcych problemow. Zaczelo si¢ od Diraca, ktory
rozniczkowal funkcje nieroZzniczkowalne i otrzymywal sensowne wyniki. Potrzeba bylo lat,
by rzecz uporzadkowaé: stworzono (zob. Delta 10/1975) teori¢ dystrybucii, na gruncie ktorej
poczynania Diraca nabraly gl¢bokiego matematycznego sensu.
Heisenberg swa niewinnie wygladajaca zasadg nieoznaczonosci dostarczyl zajgcia logikom:
koniunkcja dwoch zdan, z ktorvch kazde jest prawdziwe lub falszywe moze tu nie byé¢ (zob.
Delta 4/1975) ani prawdziwa, ani falszywa. Do dzi$ trwaja poszukiwania . logiki kwantowej".
I choé sformulowano tu wiele interesujacych propozycii - zadna z nich nic zdobyla sobie jeszcze
pelnych praw obywatelskich.
Nie koniec na tym. Born wprowadza do mechaniki kwantowej probabilistyczng interpretacje
wystepujacych w niej obiektow (np. funkeji falowej, zob. artykul J. Kijowskicgo w tym
numerze). Interpretacja ta rozwiazuje fizykom pewne klopoty pojeciowe, ale rodzi nowe klopoty
matematyczne.
Pierwszy oczywisty problem wynika z zasady nicoznaczonosci. Jak wiemy — w zwyklym
rachunku prawdopodobienistwa koniunkcja dwu zdarzen jest zdarzeniem. Koniunkgcja dwu
., zdarzenn kwantowych™ wecale ..zdarzeniem kwantowym'' by¢ nie musi. e
Rozpatrzamy rzecz nieco dokladniej. Wyobraimy sobie dla uproszczenia pojedynczg czastke
poruszajaca si¢ po prostej, oznaczmy jej polozenie przez ¢, a ped przez p. Dla dowolnego ¢ > 0
zdanie A: ,,w chwili 1 czastka znajduje sig w przedziale ‘o, 2+ £ " okredla pewne ,,zdarzenie
kwantowe”, bowiem teoretycznic mozliwy jest pomiar polozenia z dowolna dokladnosciy.
Rowniez dla dowolnego n > 0 zdanie 8: .,w chwili r pgd czystki zawarty jest w przedziale
(B, B4+n>" tez opisuje pewne zdarzenie kwantowe, bo i ped mozna mierzy¢ dowolnie dokladnie.
Mimo to, jesli tylko € i i 53 dostatecznie male to formalnie napisana koniunkcja A n B
zdarzen A i B ,,zdarzeniem kwantowym" nie jest. Koniunkcja ta ma bowiem sens =
wtedy i tylko wtedy gdy

en = Hf2.
Okazuje si¢ jednak, ze klopot matematyczny jest tu mniejszy, niz si¢ na pierwszy rzut oka
wydaje: mozna tak zmodyfikowaé elementarny rachunek prawdopodobienstwa, Zze zasada
nieoznaczonosci nie jest sprzeczna z nowym , kwantowym rachunkiem prawdopodobicnstwa™.
Przy tym ten nowy rachunek jest wystarczajaco podobny do starego na to, aby nie razi¢
ckstrawagancja.
W zwykivm rachunku prawdopodobienistwa, przypomnijmy, rodzina zdarzen scharakteryzowana
jest nastgpujaco:
Dany jest zbior zdarzen elementarnych £ oraz pewna rodzina Z podzbioréow zhioru £ zwanych
zdarzeniami. Przy tym zaklada sie, Z¢
1) @ i 22 s zdarzeniami;
2) jesli A jest zdarzeniem, to A’ = £2— A tez jest zdarzeniem;
3) jedli A, B sy zdarzeniami, to rowniez A B jest zdarzeniem.
Prawdopodobiefistwo natomiast jest taka funkcig P:Z — <0, 1), Ze
4) P()=1;
5) jesli A i B sg zdarzeniamii A n B = @, 1o P(A v B) = P(A)+ P(B).
Kwantowy rachunek prawdopodobienistwa wyglada podobnie. Dany jest zbior zdarzen '
elementarnych £2, oraz pewna rodzina Z, podzbiorow £2 zwanych 2darzeniami kwantowymi
(krotko: k-zdarzeniami). Przy tvm #ada si¢, aby spelnione byly nastgpujace warunki:
1) @i 2 s3 k-zdarzeniami;
2) jezeli A jest k-zdarzeniem, to A" tez jest k-zdarzeniem;
3) je§li A, B sa k-zdarzeniamii 4 n B = O, to A U B tez jest k-zdarzeniem.
Prawdopodobieristwo natomiast jest taka funkcja P: Z, — <0, 1", ze
4) P() = 1;
5) jesli A i B sa k-zdarzeniamii A~ B = @, to P(4A u B) = P(A)+ P(B).
Roznica jest wiec bardzo niewielka. Sprowadza si¢ ona jedynie do zastgpienia warunku 3)
warunkiem 3°), ktory na gruncie mechaniki kwantowej jest calkiem do przyjecia. O ile bowiem
z warunkow 1), 2), 3) wynika, Z¢ jesli 4 i B sa zdarzeniami, to rowniez A n B jest zdarzeniem,
to z warunkow 1), 2), 3), wynika jedynie, 7e jesli A, B s k-zdarzeniami, to A n B jest
k-zdarzeniem wredy i tylko wredy, gdy A B jest k-zdarzeniem. Warunek 3°) zakazuje wigc co
prawda rozpatrywac alternatywy takich k-zdarzen, ktorych koniunkcja nie jest k-zdarzeniem,
ale, jak si¢ okazuie, w tych problemach mechaniki kwantowej. w ktorych obowigzuje zasada
nicoznaczonosci nie powstaje nigdy potrzeba rozwazania takich alternatyw. Prawdopodobienstwo |
kwantowe ma natomiast dokladnie te same wlasnoéci rachunkowe, co prawdopodobienstwo |
zwykle i operowanie nim, jesli si¢ dobrze okresli rodzing zdarzen kwantowych, nie nastrecza
#adnych trudnosci (zob. zadanie na korncu artykulu).

Gdzie wiec — i czy rzeczywiscie — powstaja zapowiedziane istotne klopoty z probabilistyczng
interpretacia mechaniki kwantowej?
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m Tu dygresja. ,.Funkcia 47 Diraca — poki nie skonstruowano dystrybucji -+ w Swiadomodci jej

uzytkownikow byla funkciy, ,,ile nic zawsze”, Morna bylo np. powiedzied, e dlia v # 0 jest ona
funkcja rowna tozsamosciowo zeru; nie mialo sensu natomiast stwierdzenie, 7e dla x = 0
przyimuje ona jukakolwiek wartosé. W gruncie rzeczy to, czy byla, czy nie byla funkcjg zalezalo
od fizvcenej interpretacji kontekstu, w ktorym wystgpowala.

Rozwigzanic zadania M 99, Nalers

» udowaodme, #¢ roznicn

H (af + 2ma)* — o

Wartos¢ matematyki jako narzedzia uzywanego przez przvrodnikow polega zas wlasnie na tyim,
7¢ pojecia malemalyczne majg jednoznaczny sens, ktory jest niezalezny od przyrodnicze)

gdzic n jest liczbg calkowity nieujemng

k liczby naturalng, jest wiclokrotnoscin

liceby 2 interpretacii tyeh pojec. Obiekt badany przez matematyke albo jest funkcjg — albo nig nie jest.
kY Trzeciej mozliwosci nic ma,

155 o Matematyvey musieli wiee uznaé, ze 3 funkcig nie jest i ze mechanika kwantowa posluguie si¢
pewng klasg obicktow ogolniejszg niz klasa funkgii. I dlatego stworzyli teorig dystrybucji: teorig
ogolnigjsza niz teoria funkeji.

o piorwsRaeD - avtiriimn: sw pedzichn Z prawdopodobicnsiwem jest podobnie. Jest to pojecie matematyczne o jednoznucznic

prziy 2o Ponadio: sy okreslonych wilasnosdciach, Jesli wige co$ w mechanice kwantowej jest podobne do

i T T M T T 1) —=ra et — K)o prawdopodobienstwa, ,,ale nic zawsze” — Lo nie jest to juz prawdopodobiedstwo. Dlatego

Had— 11 wlasnie wykonalismy krok polegajacy na wprowadzeniu prawdopodobienstwa kwantowego.
: Okazuje si¢ jednak. 7¢ jest to krok zbyt maly.

pdzie Ay fext licba calcowity Powazne klopoty pojawiaja si¢ bowiem dopicro wtedy, gdy wychodzi si¢ poza elementarny

! rachunek prawdopodobicfistwa i zaczyna rozwaza¢ zmienne losowe.

Wazvstkie skindniki te] sumny proce, by

Przypomnijmy: Zmienna Josowa nazywa si¢ taka funkcja A &2 — R, Ze dla kaZzdego przedzialu
R N R b thewiie. aih ‘a. b = R zbior jm e 2 X(w) € ca, b} jest zdarzeniem.
i e N e e e Zmienng losows nazywa sie ciggla, jesli istnieje taka funkcja /: R — R, ktora jest nieujemna
jest wige ,,
L wies jest i dla kazdego przedziatu  a, b Plwell: X(iw)e .a, b.}) = \ flxyda.
b

FFunkcie / nazywa sig gestosciy rozkladu zmiennej X,

Jesli wiee (wracamy do przykladu pojedynczej czastki) y(g) jest funkcja falowa, a — zgodnie

z przyjeta interpretacja — f(g) = lyp(g)* jest gestodcia rozkladu poloZenia czastki na proste),
b

o S Iptg)*dg jest prawdopodobienstwem tego, Ze czastka znajduje si¢ w przedziale <a, b .
a

Interpretacia ta oznacza, ze poloZenie ¢ traktowane jest jako zmienna losowi, Analogicznic -

ped p jest teraz druga zmienng losowa, o gestosci g(p) = [@(p)|*. Przy tym funkcja @ jest

jednoznacznic wyznaczona przez funkcje y. Tak wige czastka opisywana jest pary cigglych

zmiennych losowych (g, p) o znanych rozkladach [y(g)® i [P(p)*.

W rachunku prawdopodobienstwa parg zmiennych losowych (X, ¥) nazywa sig zmienng

bHE o 1 1 i ilis 4 : 2 : it f
@(p) = (__ § wiade " h P2 dg dwuwymiarowq. Gestoscia rozkladu dwowymiarowe] zmiennej losowej (X, 1) nazywa si¢ taka

e ) =03 nieujemna funkcig h(x, »), ze dla dowolnych liczb @ < b i ¢ < d zachodzi rownos¢
b
P(lmelf2: (X e a, b>) 1 (¥Ylwe e,d»)))= \ \: Alx, v)dyda,
aw
+4 2

Dowaodzi si¢ przy tym, Ze flx) = \ hix, y)dy Jest gestoscig rozkladu zmiennej X, a g(y) =

= \ hix, y) dx jest gestoscia rozkladu zmiennej Y.
= ()
Ao : ‘Okazuje si¢, ze gdyby zamiast prawdopodobienstwa wykorzysta¢ do definicji zmiennej losowe)
lowolhego i fowoling drog prawdopodobienstwo kwantowe, lo delinicja ta pozostalaby poprawna, Nasuwa si¢ wige
preypuszczenic, 7e jesli zacznie si¢ uzywaé kwantowych zmiennych losowych, to wszystkie ich
wlasnodei formalne bedy zgodne z twierdzeniami mechaniki Kwantowej.
(Byloby tak, gdyby wszystkie klopoty z interpretacja prawdopodobienstwa wynikaly z zasady
nicoznaczonosci. Niestety — tak nie jest).
CBUwATTY DU W ’ Wriodémy do przykladu. Mamy do czynienia z parg zmiennych losowych (g, p) 0 znanych
i i s e i gestosciach rozkladu. Powstaje naturalne pytanie: Czy istnieje gestosc rozkladu zmiennej
S S dwuwymiarowej (¢, p), tzn. funkcja nieujemna (g, p) taka, ze
Kok +oan + o
iy teeas ; . () | ia,p)dp = lp@* i \ hig. p)dg = (®(p)*;
S e . S i
(2) Spelniony jest podany wyZej zwigzek miedzy @ i y oraz zasada nicoznaczonosci;
(3) Wartosci srednie obserwowalnych kwantowych zmiennych losowych obliczanc zgodnic
z definicjg wartosci Sredniej w rachunku prawdopodobienstwa sy rowne wartosciom srednim
tych zmiennych obliczanym w formalizmie operatorowym mechaniki kwantowej.
Odpowiedzi na to pytanie udzielil L. Cohen. Jest ona nastepujgca:
Istnieja co prawda funkcje spelniajace (1) i (2), ale nie istnieje funkcja spelniajgca (1), (2) i (3).
A wigc nie mozna posuwac si¢ zbyt daleko w probabilistycznych interpretacjach mechaniki
kwantowej. Co prawda mozna traktowaé zarowno p jak i ¢ jako zmienne losowe, ale
rozpatrujac p i g lgcznie — wychodzimy juz z rachunku prawdopodobienstwa, para (g, p)
zmienng losowq nie jest.



I dlatego nie obejdzie si¢ tu bez nowej teorii: teorii ogolniejszej niz rachunek prawdopodobienstwa.
Takiej teorii jeszcze nie ma.
Zadania. 1. Udowodnid, Ze jesli Z jest zwykly rodzing zdarzen, P — zwyklym /

prawdopodobienstwem oraz A € Z ustalonym zdarzeniem takim, #e P(4) > 0, to rodzina

\BeZ: P(ANB) = P(A)- P(B)}
(tzn. rodzina zdarzen niezaleznych od .4) jest kwantows rodzina zdarzen.
2. Pokazaé, Ze jesli 4, B sa k-zdarzeniami oraz A = B, to B— A jest k-zdarzeniem.
Literatura
Tom 33 (z roku 1966) ceasopisma .. Philosophy of Science”, artykuly P. Suppesa (str. 14)
i L. Cohena (str. 317).

Cudowny wynik pewnego doswiadczenia

plytka

lana

Na magnes atomowy oproce sily odehylnjgee]
dzily ter sila dnzgen do ustawicnia go
zgodnie # kicrunkiem linti poly rewngtrznega,
Sily i ni¢ zmicnia jednak kKnta miedzy
magnesem i kierunkicm lindi sil, a ylko
wywoluje precesic dokobs dgo hierunky

Jest tak dlatege, se wlisne pole magnetycrne
O JESE PWharine £ wystgpowaniem
whisnego momentu pedu | atom stanowt

maly giroskop.

Samo uregdzenie Sterna-Gerlacha po
wywierceniu otwory na ekranie W micjseun,
gdric pada jedng v wigzek, stanowi pravreadd
do wytwarsanis atomdw o okreslonym
wrocie spine. Moina preesledesic calv

apiral pojgciowy mechaniki kwantowey
ustawinjge szereg takich urzydeen (Filtrow),
riinie obrdconyeh, jedno m druging

i analizujge wyniki wyms donyeh 1ak

doswiaderen

Wyniki dodwindezenia Sternn-Cierlacha
goutnly przewidziane prsc Slarg oo

Bwaniow, precd fepo wyhonaniem

Wszystko (o brzmi nieprawdopodobnie — powiecie po przeczytaniu dwéch
poprzednich artykutow o mechanice kwantowej. Jak to, najbardziej fundamentalna
teoria mikroSwiata pozwalajaca przewidzie¢ wyniki doswiadczen z fantastyczng
dokladnoscig nie moze sobie poradzié z opisaniem losow zwyklego, swobodnego
elektronu! Czy ndpr.lwdc mustmy budowac¢ teorig, w ktorej z elektronem, a raczej
z informacjg o nim, jezeli nan nie patrzymy, wigZemy pewna fale (fale
prawdopodobienstwa), podczas gdy w trakcie kazdej obserwacji ukazuje sie on
nam w postaci mikroskopowej czgstki. Na tego typu watpliwosci najlepiej
odpowiada zawsze doswiadczenie. Opiszemy tu wyniki jednego z przelomowych
dla fizyki doswiadczen, wykonanego w 1922 roku przez Sterna i Gerlacha.

Idea eksperymentu jest prosta. Wigzka atomow srebra powstala przez odparowanie
srebra w specj‘:ln.\, m piecu jest skierowana migdzy bieguny magnesu
wytwarzajgeego silnie memdnurndﬂa pole (patrz rysunek).

Nast¢pnie atomy osadzajg si¢ na plytee szklanej. Atomy srebra podobnie, jak
wszystkie inne atomy, majg wlasny moment pedu (spin). Powstaje on ze zloZzenia
momentéw pedu jadra atomowego i clektronow. Poniewaz wszystkie sktadniki
atomu sy naladowane, wige atom tali zachowuje si¢ jak swego rodzaju petla

z pradem i wytwarza wiasne pole mugnetyezne, o kierunku zgodnym

z ustawieniem spinu. W niejednorodnym zewnetrznym polu magnetycznym na taki
atomowy magnes dziala sifa odchyl: tjgca w gore lub w ddl, zalezna od kata migdzy
Osig magnesu, a zwrotem zmiany (gradientu) pola zeww:lrznego I tak na magnes
skierowany wzdluz gradientu dziala maksymalna sita do géry, na skierowany
przeciwnic maksymalna sita w dol, na magnes ustawiony prostopadle do kierunku
zmiany pola nie dziata zadna sila itd. Poniewaz atomy srebra wyprodukowane

W piecu stanowig zbiér chaotyczny. wige zwigzane z nimi magnesy sa losowo
poustawiane i na ekranie powinnismy otrzyma¢ ciagly linie wzdtuz kierunku
gradientu pola. Tego wymaga [izyka klasyczna i uksztaltowany w codziennym
doswiadezeniu rozsgdek. Tymczasem Stern i Gerlach znalezli na plytce jedynie
dwa izolowane punkty. Atomy srebra utworzyly tylko dwie odr¢bne wigzki.
Powtdrzmy jeszeze raz: atemy srebra, ktérych spiny byly ustawione zupelnie
chaotycznie utworzvly dwie oddzlclnc wiazki. Zupelnic jakby spiny atomow
wiedzialy (tylko skad?), ze wolno im si¢ ustawi¢ wzgledem pola magnetycznego

w scisle okreslonych Kierunkach (dwdéch dla atomdw srebra o spinie 1/2). Wynik
doswiadczenia nic zalezy od tego, jak obrécimy uklad magneséw wytwarzajacych
pole. Zawsze dostajemy dwie plamki na linii réwnoleglej do kierunku zmiany pola.
[ to plamki rownie intensywne. Cho¢ wynik ten jest wprost fantastyczny, to jednak
tak dzieje si¢ w doswiadczeniu. Zacznijmy teraz puszczac atomy po kolei

w pewnych odstgpach czasu. Pojedynczy atom nawet o znanym z poprzedniego
doswiadczenia ustawieniu spinu wybierze raz jedno, raz drugie ustawienie swego
spinu wzglgdem kierunku zmiany pola. Tu tkwi element losowy i to w sytuacji,
gdy o wlasnym polu magnetycznym atomu wiemy chyba wszystko. Mechanika
kwantowa tez oferuje nam tu tylko prawdopodobienstwo okreélonego zwrotu.
Natomiast skwantowanie rzutu momentu pedu na kazda wyrdzniona 0§ jest
jednoznacznym przewidywaniem w tej teorii. Pozwala ona tez obliczy¢

z ogromna dokladnoscia wielkos¢ wlasnego pola magnetycznego zwigzanego

ze spinem, a wige i wielkodé odchylenia kazdej z dwdch wiazek. Dlatego méwimy,
ze nie ma 7adnych przestanek doswiadcezalnych na to, zeby poprawia¢ mechanike
kwantowg.
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