— Dzigkujemy panu Jordanowi za istotny wkiad do cennika. Czy sa jeszcze jakie§
propozycje? Pan Lebesgue, Mlodszy Kasjer!

— Moja propozycja zmierza do pewnej modyfikacji Cennika Euklidesa—Jordana.
Po pierwsze, trzeba zastapi¢ zasade 3 przez

Zasadg 3*. Jezeli ceny wycinkow folii A4,, 4,, ..., sa odpowiednio

rowne a,, a,, ..., to faczna cena tych wycinkéw wynosi a; +a,+ ...

Po drugie, nazwijmy Cennikiem (*) cennik zloZzony z zasad 1, 2 i 3* oraz dla
kazdego kawalka folii 4 oznaczmy przez a, dolny kres cen, wedtug Cennika (*),

wszystkich zbioréw zawierajacych 4. Wtedy zasade pana Jordana pragnalbym
zastapi¢ przez

Zasade 4*. Jezeli A jest kawatkiem folii zawartym w kwadracie O,
takim ze @,+dgy 4 = cena Q, to cena A wynosi d4.

Pragng podkresli¢, ze cennik obejmujacy zasady 1, 2, 3* i 4* jest istotnie lepszy
od Cennika Euklidesa-Jordana. To znaczy, ze jezeli ceng pewnego wycinka folii
mozna ustali¢ postugujac si¢ Cennikiem Euklidesa—Jordana, to mozna te ceng
ustali¢ takze za pomoca cennika obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4*; w obu
przypadkach otrzymamy te sama ceng. Z drugiej jednak strony istniejg kawatki,
ktérych ceng mozna wyznaczy¢ postugujac si¢ cennikiem obejmujacym zasady
1, 2, 3* i 4%, a nie mozna w obrebie Cennika Euklidesa—Jordana. Jako przyklad
takiego kawatka niech stuzy podzbiér kwadratu <0, 1> x < 0, 1>, zlozony

z punktéw o obu wspéirzednych niewymiernych. Cena jego, w ramach cennika
obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4* wynosi 1, natomiast w obrebie

Cennika Euklidesa—Jordana nie mozna jej wyznaczyé (fachowey méwia,

ze zbidr jest niemierzalny w sensie Jordana.)

— Dzigkujg panu Lebusgue’owi. Proponuje przyja¢ cennik zlozony z zasad

1, 2, 3* i 4* jako obowiazujacy w naszym Banku i nazwaé go ,,miara Lebesgue’a”,
Kto jest za? Wszyscy. I stusznie, jest to bowiem najlepsza miara. Dzigkuje
panom. A teraz do mierzenia zlotej folii.

Zwigzki fizyki z matematyka

Prof. dr Jozef WERLE, czlonek korespondent PAN

Fizyka jest nauka $cista, bardzo mocno zwigzang z matematyka. Czy jednak zastanawialiscie sie,
na czym te zwiazki polegaja? Dzigki czemu sa one mozliwe i plodne? Jaki jest ich charakter

i znaczenie dla obu nauk? Czy mozliwa jest prawdziwa, nowoczesna fizyka bez matematyki?
Czy mozliwa jest matematyka bez fizyki? Jak przedstawialy sie zwiazki miedzy tymi naukami
dawniej i jak przedstawiaja sie dzi§? Czy kazda nauke, w ktorej stosuje sig wzory matematyczne,
mozna tym samym zaliczy¢ do nauk $cistych?

Oto gars¢ pytan, na ktore nielatwo odpowiedzie¢ tylko na podstawie szkolnych lekcji fizyki

i matematyki. W szkole $redniej o takich problemach nie mdowi sie raczej wcale, a na studiach
wyzszych — tym bardziej nie. Cala sprawa nalezy wigc z reguly do bardzo subiektywnej i ukrytej
sfery podswiadomosci, a ta — wiadomo — lubi platac figle naszej §wiadomosci. Nie sa to
bynajmniej figle niewinne, lecz takie, ktére wyrzadzaja duze szkody spoleczne. Ale to juz inna
historia, ktérej lepiej nie opowiadaé¢ nieSwiadomym ofiarom tej sytuacji. Postarajmy sig wiec
przede wszystkim poglebi¢ nasza swiadomosé.

Na laboratoryjnych, eksperymentalnych lekcjach fizyki robimy rzeczy na pozér nie majgce nic
wspélnego z matematyka: obserwujemy rézne zjawiska przyrody, 1obimy do$wiadczenia, uczymy
sig postugiwania podstawowymi aparatami fizycznymi. Warto jednak zauwazy¢, ze nie
wystarczaja nam jakosciowe obserwacje, np. ze wlaczenie pradu powoduje nagrzewanie sie
przewodnika oraz odchylenie igly stojacej obok busoli. Pytamy od razu o ilo$¢ wydzielanego

w przewodniku ciepla, o wielkosé odchylenia busoli, o ich zaleznos$é od napiecia i natezenia
pradu, poloZenia busoli, wlasnosci przewodnika itp. Aby odpowiedzie¢ na takie pytania, musimy
wykonac szereg odpowiednich pomiardéw przy pomocy termometru, woltomierza,

amperomierza itd. Wszystkie tego typu przyrzady, stuzace pierwotnie do czysto jakosciowego
wykrywania pewnych okreslonych efektow fizycznych, po odpowiednim wycechowaniu zamieniaja
sie¢ w przyrzady do mierzenia tychze efektéw. Innymi stowy, kazde zjawisko fizyczne staramy sig
zawsze opisaC jak najécislej za pomoca odpowiednich cech ilo$ciowych, czyli tak zwanych
wielkosci fizycznych. Jest rzecza zdumiewajaca, Ze to si¢ udaje, i do tego — tak dobrze. Kazdy
pomiar ustala pewna iloSciowa relacje miedzy odpowiednimi wielkosciami fizycznymi; relacja
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Rozwinzanie zadania M26

Rozwaimy tak zwane domknigcie wypukle
zbioru zlotonego z danych czterech punktdw.
Jest to najmnicjszy zhidr wypukly, zawierajgcy
dany zbidr; moina go sobie wyobrazi¢ jako
obszar (domknigty) ograniczony gumka, ktérg
poczgtkowo rozciggnicto tak, by obejmowala
wazystkie punkty, a péiniej jg zwolniono
umieiciwszy w danych punktach szpilki.

W sytuacji przedstawionej w zadaniu moizliwe
sy dwa przypadki: w pierwszym —
domknigciem wypuklym danego zbioru jest
czworokgt wypukly i jeden z jego katdw jest
= 90° (na rysunku jest to kgt przy wierzcholku
A); wowczas szukanym tréjkgtem jest tréjkat
DAB. Oczywiscie wszystkie katy czwérok;la
nie mogq byé ostre, gdy: wowczas suma jego
katéw wewnetrznych bylaby < 360°,

a wiadomo, Ze suma ta jest réwna 360°,

W drugim przypadku domknigciem wypukiym
danego zbioru jest tréjkat i jeden z danych
punktéw (na rysunku — D) lety wewngtrz
tego trojkgta.

Wiowezas jeden z kqtéw ADB, BDC, CDA

jest = 120°.

ta ma tg ,,cudowng” wlasnos¢, e daje sie zawsze wyrazi¢ matematycznie. W zaleznosci od
rodzaju badanego zjawiska mamy do czynienia z réznymi typami relacji dajacych si¢ wyrazi¢
przez jedng liczbg albo okreslony zbidr liczb (np. wektor, tensor), albo odpowiednia funkcje, albo
funkcjonat itd. Przyrzady pomiarowe umozliwiaja wiec wszechstronne stosowanie matematyki do
opisu i zapisu wynikéw obserwacji zjawisk fizycznych, do formulowania praw fizyki, do
rozwiazywania wielu probleméw i wyciagania fizycznych i praktycznych wnioskéw z teorii
fizycznych.

Na lekcjach matematyki w szkole $redniej poznajemy oczywiscie tylko najbardziej podstawowe
pojecia i metody matematyczne, uczymy si¢ $cislego matematycznego myslenia oraz nabywamy
pewnych nieodzownych dla bardzo wielu zawodow umiejetnosci rachunkowych. Ilustracja

i zastosowaniem poznanych pojeé i teorii matematycznych oraz sprawdzianem nabytych
umiej¢tnosci sa zadania zaczerpnigte z réznych dziedzin nauki i praktyki, ale przede wszystkim

z fizyki.

Pracujacy naukowo fizyk, a szczegélnie fizyk teoretyk, musi oczywiscie zna¢ matematyke duzo
lepiej. Nie wystarcza mu elementarna arytmetyka i geometria ani nawet rachunek rézniczkowy

i catkowy. Musi czgsto korzysta¢ z analizy funkcjonalnej, teorii grup, topologii itd.

Fizyka eksperymentalna dostarcza nam wiec wiedzy o realnych faktach (zjawiskach fizycznych),
natomiast matematyka dostarcza scislych metod do formalnego opisu tych faktéw przy pomocy
odpowiednich symboli i wzoréw. Niewatpliwie jest wiele racji w czgsto gloszonym twierdzeniu, ze
najwazniejsze w fizyce sg fakty w postaci wynikéw obserwacji i pomiaréw dotyczacych
interesujacych nas zjawisk (obiektéw, zdarzen, proceséw itp.). Nawet jednak najskrupulatniejszy
opis zjawisk, nawet najstaranniej ulozony katalog faktéw nie jest w stanie wyjasni¢ przyczyn ani
nie stwarza mozliwosci glebszych przewidywan. Katalogi wprawdzie moga poméc w znalezieniu
pewnych korelacji i prawidlowosci, ale nie wyjasnia ich sensu i znaczenia oraz przyczyn i skutkéw.
Katalog wiec moze daé¢ pewne czastkowe odpowiedzi na pytania typu ,,co i jak?"”, ale nie moze
da¢ odpowiedzi na pytanie typu ,,dlaczego?” i ,,co z tego wynika?". Na takie bardziej wnikliwe
pytania moga da¢ odpowiedzZ jedynie przyczynowe, ilosciowe teorie fizyczne podajace strukturalne
lub dynamiczne prawa rzadzace obserwowanymi zjawiskami. Znajomos$é tych praw pozwala nie
tylko na glebsze uporzadkowanie faktéw, nie tylko na zrozumienie przyczyn, lecz takze i skutkéw,
to znaczy na dokladne ilosciowe przewidywania. A umiejetnos$¢ przewidywania jest podstawa
wszelkiego skutecznego dzialania praktycznego.

Rola matematyki w konstrukcji teorii fizycznych jest wigc ogromna. Matematyka dostarcza po
prostu metod nieodzownych do konstrukgji teorii fizycznych, bez ktérych teorie te bylyby
przynajmniej znacznie ubozsze, jesli nie wrecz niemozliwe. Wprawdzie w niektéorych teoriach
fizycznych podstawowe koncepcje maja charakter bardzo pogladowego i prostego — najczesciej
mechanicznego — modelu, ktéry moina jako tako zrozumie¢ bez matematyki, jednakze uzycie
metod matematycznych staje si¢ konieczne nawet woéwczas, gdy od czysto jakosSciowego wyjasnienia
prostych zjawisk i praw chcemy przejs¢ do glebszych i bardziej konkretnych, ilosciowych
rezultatow.

Wezmy jako przyklad kinetyczna teorig gazéw. Uproszczony model gazu opiera si¢ na zalozeniu,
e jego czasteczki sa doskonale sprezystymi kulkami poruszajacymi si¢ ,,catkowicie beztadnym™
ruchem termicznym z tym wieksza Srednia predkoscia, im wyZsza jest temperatura gazu. Na
gruncie takiego modelu mozemy wyjasni¢ jakoSciowo ciSnienie jako wynik elastycznych zderzen
czasteczek miedzy soba oraz ze $ciankami naczynia. Mozemy tez wyjasni¢, na czym z grubsza
polega proces wyréwnywania ci$nien i temperatur oraz dazenia do stanu rownowagi. Jesli jednak
checemy znaleZé roéwnanie stanu gazu, czyli zalezno$¢ cidnienia od gestosci i temperatury, jesli
cheemy znaleZé zalezno$¢ temperatury od Sredniej energii kinetycznej lub wartoéé wspélczynnika
przewodnictwa cieplnego itp., musimy wyrazi¢ nasz mechaniczny model gazu w postaci
matematycznej. W matematycznym sformutowaniu wystepuje nie tylko warto$¢ masy i promienia
czasteczki, lecz takze prawo rozkladu predkosci; teoria taka podaje tez sposéb liczenia
prawdopodobienistw oraz wartosci Srednich, to jest sposéb obliczania wielkosci makroskopowych
na podstawie znajomosci odpowiednich charakterystyk mikroskopowych. Okazuje sig, ze za
pomocy takiej bardziej matematycznie rozbudowanej teorii mozemy nie tylko obliczy¢é wspomniane
wyzej wlasnosci gazu, lecz takze poda¢ glebsze wyjasnienie wielu obserwowanych zjawisk i praw,
na przykiad proceséw przewodnictwa cieplnego i dazenia do stanu réwnowagi termodynamicznej,
pierwszej i drugiej zasady termodynamiki, prawa wzrostu entropii itp.

Konstrukcja poprawnej, jak najogélniejszej, iloSciowej, matematycznej teorii badanych zjawisk
jest z jednej strony celem i uwiericzeniem okre$lonych etapéw badan naukowych, a z drugiej
strony jest punktem wyjscia do wielu dedukcji i wnioskdéw naukowych oraz zastosowan
praktycznych. I tak na przyklad szerokie zastosowania zjawisk elektromagnetycznych staly sig¢
mozliwe dopiero po powstaniu teorii Maxwella, kidra przewidziala na przyklad istnienie

i konkretne wlasnosci tak waznych dla praktyki fal elektromagnetycznych.

Rozne zjawiska fizyczne wymagaja stosowania réznych metod'mtemtycmych. Potrzeby szybko
rozwijajacej si¢ nowozytnej fizyki wyprzedzaly czesto rozwdj matematyki. W takich sytuacjach
niejednokrotnie sami fizycy lub wspélpracujacy z nimi matematycy, stwarzali nicjako na
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zamowienie fizyki nowe metody i nowe dzialy matematyki. W ten wilasnie sposédb, ,,na zamd6wienie™
lub z inspiracji fizyki, powstala geometria analityczna, rachunek rézniczkowy i calkowy, teoria
réwnan réziczkowych i catkowych, rachunck wariacyjny, analiza wektorowa i tensorowa itd. az
do powstalej w XX wieku teorii dystrybucji. Taka sytuacja wytworzyla przekonanie, ze
matematyka jest swoista nauka przyrodnicza charakteryzujaca si¢ najwigkszym stopniem
ogo6lnosci i abstrakcji. Jako taka zostala nawet nazwana ,,krélowa nauk przyrodniczych”.
Jednakze poczawszy od polowy XIX wieku sytuacja zaczela sie stopniowo zmieniaé. Coraz
czegsciej powstaja w matematyce nowe konstrukcje logiczne (systemy dedukcyjne, teorie) oparte
na zupelnie nie zwiazanych z jakimikolwiek doswiadczalnymi faktami pojeciach i aksjomatach.

Z drugiej strony poza fizyka, astronomia i chemia z uniwersalnych metod matematyki zaczynaja
korzysta¢ w coraz wickszym stopniu nauki biologiczne, psychologiczne, spoleczne, a nawet
humanistyczne. Wystarczy wskaza¢ na szybko rosnaca rolg matematyki w ekonomii, socjologii
czy lingwistyce.

W XX wieku matematyka uniezaleznila si¢ w sposéb juz bardzo wyraZny od fizyki. Styszy sig
czesto, Ze dzisiejsza matematyka nie czeka na zapotrzebowanie fizyki i innych nauk, lecz pracuje
niejako na wyrost tworzac droga czysto logicznych rozwazan systemy dedukcyjne, ktore moga
znaleZ¢ pbzniej zastosowanie do opisu realnych faktow. W rzeczywistosci jednak chodzi o znacznie
glebsza zmiang charakteru wspolczesnej matematyki.

Wedlug obecnie przyjetej klasyfikacji dzielimy nauki na faktualne, tj. zajmujgce si¢ odkrywaniem
i badaniem realnych faktow, i formalne, ktore zajmuja sie badaniem logicznie poprawnych

relacji miedzy abstrakcyjnie okreslonymi obiektami, ktére moga nie mie¢ zadnych realnych
odpowiednikéw. Wspélczesna nam matematyka nalezy z pewnoscia do nauk formalnych. Jej
zadaniem nie jest odkrywanie realnych faktéw przyrodniczych, lecz tworzenie i rozwijanie coraz
nowych i coraz potgzniejszych jezykéw symbolicznych stuzgcych do opisu i badania relacji, dla
ktérych jezyki naturalne (narodowe) bylyby zbyt trudne, skomplikowane czy wrecz nieadekwatne.
Matematyka wspolczesna bada wigc coraz nowe logicznie dopuszczalne struktury (relacje)

i tworzy odpowiednie do nich uniwersalne, sztuczne jezyki symboli i regut postgpowania.
Dopiero nauki faktualne rozstrzygaja, ktore ze skonstruowanych przez matematykow struktur
logicznych znajduja odbicie w rzeczywistosci i ktore z utworzonych matematycznych jezykow
znajduja zastosowanie i do czego.

Praca badawcza matematyk6w wyprzedza wiec w podanym wyzej sensie potrzeby fizyki i innych
nauk faktualnych i staje si¢ coraz bardziej niezalezna od nich. Oczywiscie takie niezalezne
badania w zakresie matematyki, wyprzedzajace zapotrzebowanie, moga by¢ niezwykle pozyteczne
dla wielu nauk faktualnych, ktore czgsto znajduja w matematyce wspélczesnej potrzebne im
metody w gotowej do uzycia postaci. Nie podzielam jednak wiary, Zc wszystkie logicznie
dopuszczalne schematy matematyczne maja odbicie w realnych faktach (ktore jesli nawet nie

53 dzis znane, to jakoby zostang odkryte w przyszlosci). Jestem przekonany, ze nie wszystko, co
Jjest w umysle, ma swe odbicie w rzeczywistosci i ze umyst ludzki jest w tym sensie bogatszy od
Natury.

Jesli nawet nie mam racji absolutnej, to pozostaje jeszcze racja praktyczna: odkrycie faktow
wymagajacych stosowania jakiej$ konkretnej teorii matematycznej moze nastapi¢ po naszej
$mierci... Tak wigc, po zdobyciu pewnego ogdlnego wykszialcenia matematycznego w szkole
podstawowej i sredniej, kazdy uzytkownik matematyki powinien przede wszystkim pozna¢ te
jezyki matematyczne, ktére s3 uzywane i nieodzowne w jego zawodzie. Uczenie sig matematyki
bez takiego wyboru, na wyrost i na chybil-trafit wydaje sie bardzo ryzykowne, ale z drugiej
strony kazdy tworczy umyst powinien byé otwarty i przygotowany do przyswojenia sobie w razie
potrzeby nowych metod matematycznych.

W zakresie fizyki funkcje spetniane dawniej przez matematykow przejeli w XX wieku fizycy-
teoretycy. Ich glowne zadanie polega na tworzeniu jak najogdlniejszych i Scistych, przyczynowych,
matematycznych teorii obserwowanych zjawisk fizycznych. Po skonstruowaniu teorii bada sig —
znowu droga matematyczna — jej rézne konsekwencje fizyczne, filozoficzne i praktyczne.
Podstawowym kryterium przydatnosci teorii fizycznej jest jej ilosciowa zgodnos¢ z obserwowanymi
faktami,

Oczywiscie powstanie nowej, dobrej teorii fizycznej odbywa sig¢ zupelnie inaczej niz powstanie
nowej teorii matematycznej. Konstrukcje teorii fizycznej poprzedza z reguly szereg probnych
hipotez, stopniowo doskonalonych przez poréwnienie z realnymi faktami. Konfrontacja konkretnej
probnej hipotezy z faktami doswiadczalnymi prowadzi albo do jej odrzucenia, jako wyraZnie
falszywej, albo do koniecznosci czeSciowej modyfikaciji, albo do jej potwierdzenia i stopniowego
utwierdzenia jako poprawnej teorii. Tworzenie nowych teorii fizycznych wymaga wigc silnego,
sprzezenia zwrotnego miedzy realnymi faktami i ich pojeciowym i matematycznym opisem,

czyli miedzy teoria i eksperymentem. Istnienie tego sprzeZenia warunkuje postep fizyki jake nauki
scislej, ale przyrodniczej. Ten zwiazek metod eksperymentalnych z matematycznymi czyni

z fizyki nauke trudna, ale jednoczesnie porywajaca i pigkna dzigki pigknu Natury, ktora fizyka
bada, i dzieki pieknu matematyki, ktorg fizyka si¢ postuguje.



