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677. Rozwazamy tréjki liczb rzeczywistych (z,vy, z), spelniajace warunki

1 1 1 9 9 9
T+ —-—=y+—-—=z+— oraz x°+y +2z°>yz+zr+xy.
Y z T

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci iloczynu zyz.
678. Czy istnieja takie trzy rézne liczby pierwsze p, ¢, r, ze liczba 2971 — 1 dzieli

sie przez p, liczba 2"~ — 1 dzieli sie przez q, za$ liczba 2P~! — 1 dzieli sie przez r ?

Zadanie 678 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi

Rozwigzania zadan z numeru 11/2013

Przypominamy tresé¢ zadan:

669. W trojkacie ABC okrag wpisany jest styczny do bokéw BC,CA, AB odpowiednio w punktach
D, E,F. Punkty X,Y, Z zostaly obrane odpowiednio na bokach BC,CA, AB tak, ze |AY| = |AZ],
|BX| = |BZ|. Dowies¢, ze prosta DE polowi odcinek XY

670. Udowodni¢ nieréwnosé
(1,2+1 b2+1 (:2+1 S 9
b2 +c+1 c24+a+1 (12+b+1/
dla liczb rzeczywistych a, b, c > —1.

669. Przyjmijmy zwykle oznaczenia: a = |BC|, b = |C'A|, ¢ = | AB|. Réwnosci
|CX|=a—-|BX|=a—|BZ|, |CY|=b—|AY|=0b-|AZ|
dodajemy stronami i otrzymujemy
|CX|+|CY|=a+b—c=2-|CD|=2-|CE|.
To znaczy, ze punkty X i Y leza po przeciwnych stronach prostej DE,
w jednakowych odlegto$ciach od odpowiednich koncéw odcinka DE:
|DX| = |EY|.
Wobec réwnoramiennosci trojkata CDE oznacza to z kolei, ze punkty X i Y

leza w jednakowych odlegltosciach od prostej DE. Stad juz wynika, ze ta prosta
przechodzi przez srodek odcinka XY'.

670. Niech M bedzie érednig arytmetyczna liczb a?, b2, ¢?. Oznaczmy:
a?+1 b +1 A +1
=1+3 =1+3
M+1 " wa1 Y
Suma liczb napisanych po lewych stronach wynosi 3. Zatem i suma liczb
po prawych stronach wynosi 3; a to znaczy, ze x +y + z = 0. Stad

=1+ 3z.

1
xy—i—yz—i—zx:5((x+y+z)2—(m2+y2+z2)) <0.

W nieréwnosci danej do udowodnienia wyodrebniamy pierwszy skladnik
i szacujemy z géry jego mianownik:
+1

1
VP 4et+1<b*+1+ :(M+1)(1+3y)+§(M+1)(1+3z):

— g(MJr D1+ 2y + 2).

Liczba b + ¢ + 1 jest dodatnia (tu korzystamy z zalozenia, ze ¢ > —1),

zatem po prawej stronie ostatniej nieréwnosci mamy réwniez liczbe dodatnia,

i wobec tego
1

b24c+1

1 1
M+1 1+ (2y+2)

1
M+1

>§. >§. (1-(2y+2).
Stad
a?+1 < 2 1-(2y+2)
Ptc+1~3  M+1
Mamy tez analogiczne oszacowanie dla pozostalych dwoch sktadnikow zadanej
nieréwnosci. Po dodaniu stronami otrzymujemy (pamietajac, ze x +y + z = 0
oraz xy + yz + zx < 0):
a?+1 v+ 1 2 +1
2+c+1 c+a+l a?+b+1

2
(143z)(M+1)= g(l—2y—z+3x—6xy—3xz).

> ;(3—9(xy+yz+zm)) > 2.
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