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Dlaczego |P| = 2V 717 Jedli ustalimy

dowolny wierzchotek v € V, to
X—=X+v

zadaje bijekcje miedzy rodzing P

a dopelnieniem tej rodziny.

[p~1(0)| razy. Oznacza to, ze zbiér 2 mozna podzieli¢ na |p(24)| podzbioréw,
kazdy o licznosci [p~*(0)|, co daje nam réwnosé

(1) 2] = [p2)] - [p~ 1 (0)].

Ustalmy Sciane f i oznaczmy jej krawedzie oraz wierzchotki jak na rysunku,
wowcezas O2({f}) = {e1, €2, e3}. Widzimy teraz, ze kazdy z wierzcholtkéw vy, v, v
nalezy do dwoch krawedzi z otrzymanego zbioru, natomiast kazdy pozostaly
wierzchotek nie nalezy do zadnego. Jako ze 0 i 2 sa liczbami parzystymi,
wnioskujemy, ze 91 (02({f})) jest zbiorem pustym. Korzystajac z liniowosci
operatoréw 0; i 0o (i indukcji wzgledem k), mozemy wyprowadzié¢ réwnosé

M (92({f1,---,fx})) =0 dla dowolnego podzbioru { fi,..., fr} rodziny F. Oznacza
to, ze jesli £ jest wartoécia s (czyli jest elementem 95(27)), to 91 (') = 0
(czyli & jest elementem ;' (0)). Zbiér d2(27) jest wiec podzbiorem 9, *((),

w zwiazku z czym

(2) 10:2(27) < |07 (0)]-

Woprost z definicji 92 wynika, ze 92(0) = () oraz d2(F) = (); sprawdzimy teraz, ze
istotnie 05 *(0) = {0, F}. Rozwazmy mianowicie podzbiér F’ C F, dla ktérego
Oo(F') = . Warunek ten oznacza, ze jesli jaka$ $ciana nalezy do JF', to kazda ze
$cian sgsiadujacych réwniez nalezy do F'. Poniewaz M jest powierzchnig spdjna,
tatwo zauwazy¢, ze wowczas wszystkie §ciany musza naleze¢ do F'. Pozostawia
to dwa mozliwe przypadki: 7/ = F oraz F' = ().

Wykazemy réwniez, ze 01 (2°) = P, gdzie P jest rodzing wszystkich
parzystoelementowych podzbioréw V. Zauwazmy najpierw, ze 01({e}) jest
zbiorem dwuelementowym, a wiec 0;({e}) € P. Poniewaz réznica symetryczna
dwéch zbioréw parzystej mocy réwniez jest parzystej mocy, ogdlny warunek
01({e1,...,ex}) € P latwo otrzymujemy z liniowosci 91 przez indukcje ze
wzgledu na k. Stad zawieranie 9;(2¢) C P. Dla dowodu przeciwnego zawierania
rozwazmy najpierw dowolny dwuelementowy zbiér wierzchotkéw {vy,ve}. Dzieki

spéjnosci M mozemy znalezé lamang eq, ..., e, prowadzaca z v; do vg; wprost
z definicji mamy wtedy 01 ({e1,...,ex}) = {v1,v2}. Ogdlny przypadek ponownie
otrzymujemy przez indukcje. Jesli dla dowolnych v, ..., v4 umiemy znalezé

podzbiory X,Y spelniajace 01(X) = {v1,v2} 1 01(Y) = {vs,v4}, to

81<X - Y) = 81<X) —81(Y) = {’Ul,. .. ,’1)4}.
Iterujac to rozumowanie, otrzymujemy odpowiedni zbior krawedzi dla kazdego
parzystoelementowego zbioru wierzchotkéw.

Z powyzszych dwoch akapitéw wynika, ze
(3) 051 (@0) =2 oraz 0,(2°) = [P|=2""".

Wykorzystujac réwnosci , i , otrzymujemy
2F 27 F -1 2] 2%
9 |82—1(@)| - |82(2 )| < |al (®)| - |al(25)| T 9v-1-
Po zlogarytmowaniu obu stron odczytujemy nieréwnosé V — E + F < 2,
ktora konczy dowdd lematu, przez to réwniez uzasadnienie twierdzenia,
w konsekwencji niestety niniejszy artykul. A wszystko zaczelo sie tak niewinnie,
od sumy katéw w trojkacie. ..

Od obserwacji Eddingtona do obrazu czarnej dziury

*Black Hole Initiative,
Harvard University

Maciek WIELGUS

W kwietniu 2019 roku mieliSmy okazje zobaczyé¢ pierwszy obraz supermasywnej
czarnej dziury w centrum galaktyki M87, zarejestrowany przez Teleskop
Horyzontu Zdarzeni (Event Horizon Telescope, EHT). Obraz przedstawia niezbyt
ostry jasny pierécien, czasem okre$lany jako cieri czarnej dziury. Szybko zrobit
popkulturowa kariere, zostajac bohaterem licznych meméw, ale czy aby wszyscy
publikujacy jego internetowe przerébki wiedza, co tak naprawde przedstawia?
Zeby to wyjasnié, musimy najpierw cofnaé sie w czasie o 100 lat, do poczatkéw
teorii wzglednosci i teorii grawitacyjnego ugiecia promieni swiatla.
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Problem ruchu dwéch cial w teorii
Newtona zawsze daje rozwiazania bedace
krzywymi stozkowymi: okregami,
elipsami, parabolami lub hiperbolami.

Zeby wyprowadzié wzér , trzeba
zatozyé, ze foton osigga maksymalng
predko$é réwna ¢ w punkcie najmniejszej
odleglosci rg. Alternatywna wersja,

z predkoscia ¢ osiggang

w nieskoriczonosci, daje taki sam kat dn
w pierwszym rze¢dzie rozwiniecia
wzgledem M /rq.

Grawitacyjne ugiecie promienia swiatta

o kat 6 pod wplywem obiektu o masie M.
Strzalki na trajektorii zaznaczaja, ze
foton moze ja przebyé w obydwie strony

Promieri horyzontu zdarzen nierotujgcej
czarnej dziury, tak zwany promien
Schwarzschilda, jest réwny 2M.

W roku 1915 Albert Einstein sformulowal nowsa teorie grawitacji, ogélna teorie
wzglednosci (OTW). Zamiast widzieé grawitacje jako sile oddzialujaca miedzy
masywnymi cialami zanurzonymi w tréojwymiarowe]j przestrzeni euklidesowej,
OTW opisuje ja jako krzywizne czterowymiarowej rozmaitosci — czasoprzestrzeni.
Geometria czasoprzestrzeni determinuje tor ruchu fotonéw, prowadzac do efektu
ugiecia promieni $wiatta w poblizu masywnych obiektéow. W $wietle klasycznej
newtonowskiej teorii grawitacji fotony, jako czastki bezmasowe, nie oddziatuja
grawitacyjnie, a zatem ich trajektorie nie powinny ulegaé zakrzywieniu. Jesli
jednak zapomnimy o tym na chwile i zalozymy, ze fotony poruszaja sic w polu
grawitacyjnym tak jak dowolnie lekkie materialne czastki, obliczymy kat ugiecia
Swiatla §. Zignorujemy réwniez fakt, ze taki ruch implikowalby, ze fotony
przyspieszaja w polu grawitacyjnym, a wiec predko$é¢ $wiatta musialaby nie byé
stala. Same problemy!

Dla matego kata ugiecia  masywne fotony poruszalyby sie po hiperbolach

w newtonowskim polu grawitacyjnym. Przyklad takiej trajektorii jest pokazany na
rysunku na marginesie. Newtonowski kat dy i odlegto$é g, najmniejsza odlegtoéé
miedzy fotonem i centrum masy, sa zwigzane prosta formuta

-M M M\*
(%) oN = 2arccos <r0_]\4_>—71'_2r0+0<<r0> >

WprowadziliSmy tu mierzona w jednostkach odlegtosci mase M, nazywana
tez promieniem masowym. Jest ona zwiazana ze standardowa masa M przez
odpowiednie skalowanie, M = GM /c%, gdzie G to stala grawitacji, natomiast
¢ to predkosé swiatta w prozni.

OTW rozwiazuje problem grawitacyjnego ugiecia trajektorii bezmasowego fotonu —
to krzywizna czasoprzestrzeni spowodowana obecnoscia masywnego obiektu
wymusza zmiane jego toru ruchu. W teorii wzgledno$ci fotony nie tylko pozostaja
bezmasowe, ale rOwniez zawsze poruszaja sie ze stalg predkoscig c. Einsteinowska
formuta na obserwowany kat Jg jest troche bardziej zawila i zadana przez calke
0znaczona;

1
2
5E:2/ dg 3 —7r—4M+O((M) )
) - (1- 225 1) "o "o

gdzie ¢ = ro/r, w tym przypadku ry jest nie mniejsze od fizycznego promienia
Stonca. Poréwnujac te dwa réwnania, widzimy, ze newtonowska formuta przewiduje
dla malych warto$ci M/ry dwukrotnie mniejsze ugiecie 6 od formuly wynikajacej
z OTW — $wietny test dla teorii wzglednosci! Dla Storica M /rg jest nie wieksze
niz okoto 2 x 1078, a zatem spokojnie mozemy zaniedbaé¢ wyrazy wyzszego rzedu.
W 1919 roku ugiecie promieni $wiatla odleglych gwiazd przez grawitacje Stonca
zostalo zaobserwowane i zmierzone po raz pierwszy podczas wyprawy badawczej
pod kierownictwem stawnego brytyjskiego astronoma, Arthura Eddingtona.
Wykorzystujac catkowite zaé¢mienie Stonica, aby moc zarejestrowaé¢ doktadne
potozenie gwiazd znajdujacych si¢ w poblizu tarczy stonecznej, otrzymat on
wynik § = 1,98” +0,18" (sekundy tuku kgtowego), ktéry dosé dobrze zgadzal sie
z wartoscia przewidziang przez OTW, dg = 1,75”. To bardzo niewielkie ugiecie
promieni §wiatta (rzedu tysiecznej czesci Srednicy katowej Ksiezyca w pelni)

bylo pierwszym zweryfikowanym obserwacyjnie przewidywaniem OTW i wielkim
triumfem Einsteina, ktory przyniést mu swiatowa stawe.

Innym nieoczywistym wnioskiem z teorii grawitacji Einsteina jest istnienie
rozwigzan rownan OTW, dla ktérych krzywizna czasoprzestrzeni rosnie
nieograniczenie, tworzac osobliwosé. Jest ona otoczona horyzontem zdarzen — sfera,
ktéra mozna przekroczy¢ tylko w jednym kierunku. Rozwiazania te nazywamy
czarnymi dziurami. Nic, nawet $wiatlo, przekraczajac horyzont czarnej dziury,

nie moze juz nigdy powréci¢ do zewnetrznego Swiata. Maksymalny kat ugiecia
promienia $wiatta zalezy od zwartosci obiektu — obiekty o wigkszej masie wzgledem
$rednicy pozwalaja na wieksza warto$¢ M/rg, a zatem na wieksze ugiecie §. Czarne
dziury sg réwniez pod tym wzgledem bardzo szczegdélne, zapewniaja bowiem
maksymalng zwartosé, a kat ugiecia $wiatla przez czarna dziure moze by¢. ..
nieskonczony! Dla wartosci rg = 3M, odpowiadajacej parametrowi zderzenia

b = /27TM (patrz schemat na marginesie), warto$é¢ dg roénie nieograniczenie,
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Sama orbita fotonowa jest niestabilna,
wiec fotony nie moga na niej pozostawacd
zbyt dlugo.

Promieniowanie synchrotronowe jest
generowane przez tadunki elektryczne
(w tym przypadku elektrony

w zjonizowanym gazie — plazmie)
przyspieszajace w polu magnetycznym.

Scislej, V27M to wartosé dla nierotujacej
czarnej dziury. Wraz z rotacja i katem
obserwacji kontur staje si¢ nieco mniejszy
i potencjalnie asymetryczny. Te efekty sa
jednak niewielkie wobec ograniczonej
rozdzielczosci EHT i niedoktadnosci
wyznaczonej odlegtosci do M87.

Symulacje przewiduja, ze 10-15%
catkowitej jasno$ci pierscienia wokét
czarnej dziury pochodzi z jego ostrego
wewnetrznego brzegu.

Pomiar promienia pier$cienia czarnej
dziury w symulacjach zazwyczaj daje
wynik systematycznie wigkszy o kilka
procent od v/27M, co jest zwigzane
z wplywem turbulentnej sktadowej
obrazu.

co odpowiada wielokrotnemu okrazeniu czarnej dziury przez foton. Jest to tak
zwana orbita fotonowa. Dla mniejszych b fotony wpadaja pod horyzont zdarzen,
dla wiekszych uciekaja. Potezny teleskop moze uchwycié te, ktérym udalo sie uciec,
gdzie$ daleko od czarnej dziury (54 mln lat $wietlnych w przypadku MS8T).

Z nowo zdobyta wiedza mozemy wréci¢ do obrazu M87. Ponizszy rysunek
przedstawia symulacje obrazu czarnej dziury. Stworzenie tego rodzaju obrazu
wymaga modelowania goracej (miliardy kelwinéw), turbulentnej plazmy opadajacej
na czarng dziure i emitujacej promieniowanie synchrotronowe.

Z lewej: przyktadowa klatka symulacji M87, zaznaczona $rednica odpowiadajaca D = 2b = 2v27TM
(autorzy: Wong, Prather i Gammie). W $rodku: ta sama klatka rozmyta do rozdzielczosci EHT,

zaznaczony okrag o promieniu b = V/27TM. Z prawej: jeden z obrazéw M87 uzyskany przez EHT

z zaznaczonym wymiarem katowym

Nastepnie trajektorie emitowanych fotonéw trafiajacych do odleglego obserwatora
musza by¢ obliczone zgodnie z OTW, uwzgledniajac absorpcje i rozproszenie przez
plazme, i dopiero wtedy mozemy z nich posktada¢ obraz taki jak na pierwszym
panelu rysunku. Widzimy na nim pierScienn o ciemnym wnetrzu — to sygnatura
horyzontu zdarzen, z ktérego wnetrza zaden foton nie moze by¢ wyemitowany.
Ostry kontur pierscienia to fotony, ktore zblizyly sie do orbity fotonowej, a ich
trajektorie zostaly ugiete do wspomnianej krytycznej wartosci parametru zderzenia
b= +/27M, dajac zwiagzek pomiedzy rozmiarem katowym obrazu i masa czarnej
dziury (po uwzglednieniu odleglo$ci miedzy obserwatorem a Zrédlem, pozwalajacej
na konwersje miedzy wymiarem liniowym i katowym). Ale widzimy réwniez doé
chaotyczng spiralna strukture dookota ostrego konturu — to fotony emitowane
przez dynamiczna, turbulentng plazme wirujaca wokot czarnej dziury. Fotony takie
sa emitowane blisko horyzontu zdarzen, ale nie musza by¢ powiazane z orbita
fotonowa. Niestety Teleskop Horyzontu Zdarzen, chociaz chwali si¢ najwigksza,
rozdzielczoscig w historii naziemnych obserwacji astronomicznych, nie pozwala
aktualnie na rozréznienie tej subtelnej, ztozonej struktury. Jesli rozmyjemy
symulowany obraz do efektywnej rozdzielczosci EHT (ok. 20 pas — mikrosekund
tuku katowego, wystarczajaco, by pozostajac w Warszawie, poczytaé New York
Timesa lezacego na pdlce w nowojorskim sklepie z gazetami), otrzymamy obraz

na Srodkowym panelu. Nareszcie przypomina to rezultat EHT! Wykorzystujac
duzy zbiér tego rodzaju symulacji, pomiar masy czarnej dziury w M87 zostal
odpowiednio skalibrowany, dajac ostateczny wynik — ponad 6 miliardéw mas
Stonca.

Pozostaje wyjasnié, skad bierze sie asymetria pierécienia. Otz jest to dobrze
znana konsekwencja relatywistycznego efektu Dopplera. Rozgrzany gaz wiruje
wokot czarnej dziury z ogromna predkoscia, poréwnywalna z predkoscia swiatta.
Promieniowanie emitowane przez plazme poruszajaca sie chwilowo w kierunku
obserwatora jest wzmocnione, nieco podobnie jak dzwigk sygnatu zblizajacego sie
do nas pociagu uzyskuje wyzsza czestosé, a wiec i wyzsza energie.

Réwno 100 lat po obserwacji Eddingtona, mierzacego pojedyncze sekundy

tuku odchylenia promieni §wiatta, EHT pokazal obrazy, na ktérych ugiecie jest
setki tysiecy razy wieksze i powodowane przez obiekt miliardy razy bardziej
masywny od Stonica. Wyglada jednak na to, ze obydwa przypadki sa bardzo
dobrze opisane przez jedna i te sama teorie, ogblng teorie wzglednosci, wciaz
niezawodna po stuleciu obserwacyjnych i eksperymentalnych testéw. Przyszie
usprawnienia EHT, w szczegdlnosci obserwacje w zakresie fal radiowych wyzszej
czestosei, mogg pozwoli¢ na oddzielenie turbulentnej sktadowej emisji od prostego,
geometrycznego komponentu przewidzianego przez OTW, umozliwiajac jeszcze
doktadniejsze badania wlasnosci czarnych dziur, czasoprzestrzeni i poprawnosci
teorii wzglednosci.
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