Dlaczego /2 nie pasuje do liczb wymiernych?

Zupelie nieszokujaca zasada dobrego uporzgdkowania
moéwi, ze kazdy niepusty podzbiér liczb naturalnych ma
element najmniejszy. Pokazemy, jak ja wykorzystaé¢ do
wykazania, ze v/2 jest niewymierne, czyli ze dla zadnej
liczby naturalnej n liczba n+v/2 nie jest calkowita.

Niech S = {n € N: ny/2 € Z}. Zalézmy, ze zbiér S jest
niepusty. Oczywidcie, S C N, wiec z zasady dobrego
uporzgdkowania zbiér S ma element najmniejszy (by¢
moze nie jest on jedyny). Niech tym elementem bedzie

k € N. Rozwazmy nastepujaca liczbe: (v/2 — 1)k. Skoro
ke S, to 2k eZ. Zatem 2k — k € Z oraz

(V2 = 1)kvV2 = 2k — 2k > 0.
Zauwazmy, ze 2k € N oraz V2k e Z, wiec 2k — V2k € Z.
W takim razie (v2 — 1)k € S, ale (v2 — 1)k < k,
a zalozyliSmy, ze k jest elementem najmniejszym ze
zbioru S. Zatem otrzymujemy sprzeczno$é z zalozeniem,
ze S jest niepustym zbiorem.

Mateusz DEBOWSKI

Skad mogt to wiedziec¢?

W A3 (Z notatnika geniusza) i w tym numerze (str. 8) przedstawione sa rézne
zaleznosci liczbowe pochodzace od Ramanujana. Robia ogromne wrazenie,

tym bardziej ze Ramanujan podat je bez uzasadnien i dla nas maja status
natchnionej wizji. Warto zauwazy¢, ze takie wizjonerskie przedstawianie
matematycznych faktow trafialo sie wielokrotnie. Zbiorem takich wizji jest
ogromne dzieto Diofantosa (ktére bedzie przywolane w AlY) powstate dwa
tysiace lat temu, a dotyczace teorii liczb.

W szczegdlnoscei znajduje sie tam stwierdzenie, ze dla dowolnych liczb
catkowitych a, b, ¢, d wyrazenie (a? + b%)(c? + d?) tez da si¢ przedstawié jako
suma kwadratéw dwdch liczb catkowitych i to na dwa sposoby. Zamiast dowodu
jest tam po prostu napisane, jakie sa to liczby: ac — bd i ad + bc lub ac 4 bd

i ad — be; dla przykladu, biorac 2, 4, 3 i 5, otrzymamy

(4416)(9425) = (6 — 20)% + (10 + 12)% = (10 — 12)% + (6 + 20)2,

prosze sprawdzi¢.

Dzis ta prawidlowos¢ kojarzy sie z twierdzeniem o liczbach zespolonych, ktére
mowi, ze modul iloczynu réowna sie iloczynowi modulow, ale jak mogl to dostrzec

Diofantos?

Galileusz Arystotelesa o$mieszyl. ..

W Matej Delcie z czerwca 2018 M. K. opisal prosty
dowodd podany przez Galileusza, pokazujacy, ze
swobodne spadanie cial nie moze by¢ ruchem, w korym,
jak twierdzil Stagiryta, predko$é¢ spadajacego ciala jest
proporcjonalna do przebytej przez nie drogi. Galileusz
postuzyl sie prostymi argumentami (wszak mechanika

analityczna jeszcze nie istniala) logiczno-geometrycznymi.

Nie bede ich tu cytowal, kto nie pamiegta, tatwo je
w Delcie odnajdzie.

Popatrzmy jednak na taki ruch newtonowskimi oczyma.
Réwnanie v(t) = s(t) mozemy zapisaé¢ w postaci réwnania
rézniczkowego

ds
2 —
dt
Calkujac je, otrzymujemy
Ins=t+a,

gdzie a jest stala catkowania. Jedli teraz wybierzemy (za
Galileuszem) na drodze poruszajacego sie ciala punkty

Sp=2"",

to po podstawieniu do ostatniego réwnania otrzymamy
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M. K.

A co na to Newton?

czas t,, w korym poruszajace sie cialo znajdzie sie
w punkcie sy,:
t, +a=-nln2.
Widzimy zatem, ze
tpy1 —tn =1In2.
(Istotnie, jest to wiecej niz 1/2). Kazdy z nieskoriczonej

liczby odcinkéw jest w tym ruchu przebywany w takim
samym czasie o wartosci In 2.

Jedli rozwiazanie réwnania ruchu zapiszemy w postaci
explicite

s = be',
gdzie b = e®, to widzimy, ze punkt s = v = 0 odpowiada
wartosci t = —o0.

Tak wiec cialo poruszajace si¢ ruchem, o ktérym

moéwil Arystoteles, nigdy nie moze by¢ w spoczynku

(v =0), chyba ze myslimy o epoce, zanim Matka Ziemia
wytlonita sie z Chaosu i we $nie urodzita Uranosa. . .
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