Twierdzenie Helly’ego i zbiory na ptaszczyznie

Piotr Kuc

Streszczenie
W mojej pracy udowadniam twierdzenie Helly’ego, dowodze z jego pomoca istnienie pew-
nych ciekawych punktéw w dowolnym zbiorze wypuklym, a takze pokazuje niezwykla analogie
wlasnosci punktéw na plaszczyznie z rodzinami spdjnych zbioréw spelniajacych okreslone wa-
runki.

1 Wprowadzenie

Moja praca sklada sie z paru czesci. W pierwszej skoncentrujemy sie nad samym zrozumieniem i
udowodnieniem twierdzenia Helly’ego w R? (przestrzeni d wymiarowej). Nastepnie w drugiej uzyjemy
naszego twierdzenia do pokazania istnienia punktu centralnego i punktu Tukey’a zbioru wypuktego.
Finalnie zajmiemy si¢ konceptem rodziny Helly’ego, czyli rodziny spdjnych zbioréw na plaszczyznie
takich, ze dowolne dwa zbiory w rodzinie maja niepuste przecigcie. Udowodnimy pewne geometryczne
wlasnoéci rodziny Helly’ego, pomiedzy dowolnymi dwoma poprowadzimy prosta!, a ostatecznie przez
trzy rodziny uda nam sie poprowadzi¢ okrag?.

2 Definicje i twierdzenia

W tej czesci pracy przyblize czytelnikowi uzywane przeze mnie narzedzia i definicje. Udowodnie
réwniez dwa twierdzenia. Na poczatku twierdzenie Radona, a potem uzywajac twierdzenia Radona
twierdzenie Helly’ego.

2.1 Podstawowe definicje

e R? - przestrzen d wymiarowa

e Zbiér wypukly - spéjny zbiér punktéw R charakteryzujacy sie brakiem jakichkolwiek wglebien
i dziur. Innymi stowami podzbiér pewnej przestrzeni zawierajacy wraz z dowolnymi dwoma jego
punktami odcinek je taczacy. Przykladem zbioru wypuklego moze by¢ szescian, badz kula w
R3. W tej pracy bedziemy zajmowaé sie skonczonymi ograniczonymi zbiorami wypuktymi. Aby
uniknaé probleméw ze stosowaniem twierdzenia Helly’ego dla nieskonczonej rodziny zbioréw
wypuktych.

e conv(Z) - funkcja, ktéra przyjmuje zbiér punktéw Z i zwraca zbiér wypukly w przestrzeni
o minimalnym polu zawierajacy wszystkie punkty z Z. mozemy sobie wyobrazi¢, jakbySmy
ciasno owijali Z papierem prezentowym

Iprosta przecinajaca kazdy ze zbioréw obu rodzin.
20krag przecinajacy kazdy ze zbioréw w trzech rodzinach.



e Hiperplaszczyzna - tak jak ptaszczyzna w R?, pewna podprzestrzen d—1 wymiarowa przestrzeni
d wymiarowej

e Simplex - wersja tréjkata dla wyzszych wymiaréw, dla R? ma d + 1 wierzcholkéw.

2.2 Twierdzenia
2.2.1 Twierdzenie Radona

Twierdzenie Radona Jesli w R? mamy przynajmniej d + 2 punktow, mozemy je podzielié na dwa
rozlgezne zbiory A, B takie, ze conv(A) N conv(B) # ¢

Spéjrzmy na indukcje po d. W przypadku d = 0 w R® mamy 2 punkty nachodzace na siebie.
Niech A bedzie pierwszym, a B bedzie drugim z tych punktow. Poczatek indukcji jest wiec oczywisty.
Udowodnijmy najpierw lemat.

Lemat 1.

Dla dowolnych d+ 2 punktéw w R istnieje hiperplaszczyzna za-
wierajgea d z nich taka, Ze dwa pozostale punkty nie leZqg po jej jedney
stronie.

Naturalnie d punktéw jednoznacznie definiuje d — 1 wymiaro-

wa hiperplaszczyzne, wybierzmy wiec pewna z nich. Zakladamy, ze .

dwa pozostale punkty sa po jednej jej stronie. Wezmy teraz pewne /
d — 1 z tych d punktéow i d — 2 wymiarowa hiperos O przez nie wy-

znaczona. Mozemy teraz obracaé¢ nasza hiperptaszczyzna wzgledem
hiperosi. Najpierw napotykamy punkt A (jeden z naszych pierwot-
nie wybranych d punktéw), potem punkt B, a potem C lezace po
jednej stronie naszej pierwotnej hiperplaszczyzny. Gdy popatrzymy
na hiperplaszczyzne zawierajaca B i hipero$ O okaze sie, ze punkty
A i C nie mogg leze¢ po jednej jej stronie.

Rysunek 1: Lemat w R?

Rysunek 2: Dowéd twierdzenia w mathbbR>



Skoro udowodnilismy Lemat przejdZzmy do naszego twierdzenia. Powiedzmy, ze indukcyjnie do-
wiedlidmy twierdzenie dla d — 1, Wezmy sobie wiec taka hipero$, ktéra spelnia warunki Lematu
nazwijmy ja H. Dwa pozostale punkty to beda Py, P. Odcinek laczacy P; i P, nazwijmy P’, niech
P’ przecina H w punkcie Q.

Teraz na mocy indukcji wiemy, ze mozemy podzieli¢ punkty na p — 1 wymiarowej hiperosi H
na dwa zbiory zgodnie z treécia twierdzenia. Tych punktéw jest oczywiscie przynajmniej d + 1 (d z
wyboru takiej hiperosi w Lemacie 1, i punkt Q). Niech ten podzial bedzie na zbiér A taki, ze Q € A
i B. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze skoro conv(A) Nconv(B) # ¢ i Q € P’ to

conv(A) C conv(A\ QU P’)

Finalnie wiec
conv(A\ QU P")Nconv(B) # ¢

Wszystkie punkty w tych zbiorach sa oczywiscie pierwotnymi d + 2 punktami. Dla wigkszej liczby
punktéw twierdzenie naturalnie wciaz jest prawdziwe.

2.2.2 Twierdzenie Helly’ego

Twierdzenie Helly’ego Niech w R? istnieje pewna rodzina zbioréw wypuktych (najlepiej ogrami-
czonych i domknietych, wtedy moc tej rodziny moze byé nieskoriczona). Jezeli kazde d + 1 zbioréw z
tej rodziny ma niepuste przeciecie, to wszystkie zbiory w tej rodzinie majq niepuste przeciecie.

Przeprowadze go dla skonczonej rodziny, poniewaz udowodnienie twierdzenia dla nieskoniczonej
jest troszeczke trudniejsze. Bede jednakze korzystal rowniez z twierdzenia dla nieskonczonej rodziny.
Sam dowdd przeprowadzimy indukcja po mocy rodziny. Krok indukcyjny, gdy |F| = d + 1 jest
oczywisty (F' to nasza rodzina zbioréw).

Powiedzmy wiec, ze twierdzenie Helly’ego zostato udowodnione dla wszystkich rodzin o mocy
nie wiekszej niz n. Wezmy wiec rodzine zbioréw wypuklych F' o mocy réwnej n + 1. Niech F' =
{B1,Bs, -+ ,Bnt1}, gdzie B; to oczywidcie zbiory wypukle. Teraz niech X; = By N By N --- N
B;_1NBjy1N---NBy41. Czyli po prostu przeciecie wszystkich zbioréw rodziny oprécz B;. Na mocy
zalozenia indukcyjnego X; # ¢.

Niech wiec istnieje n + 1 punktéw takich, ze z; € X;. Takich punktow jest n +1 > d + 2,
poniewaz n > d + 1. Mozemy wiec zastosowa¢ poprzednio udowodnione twierdzenie Radona. Bez
straty ogdélnosci zalézmy wiec, ze

conv(xy, o, , k) N conV(Tpt1, Thta, " » Tpt1) # @

Niech punkt y bedzie nalezal do tego przeciecia. Zauwazmy jednak, ze dla dowolnego ¢ > k, poniewaz
B; jest wypukly i kazdy punkt x;, gdzie j < k nalezy m.in. do B; to y € conv(z1, 2, ,xx) C B;.
Za to jezeli i < k to analogicznie y € conv(xg41, Tk12, -+ s Tnt1) C B;. y nalezy wiec do wszystkich
zbioréw B;, a co za tym idzie ich przeciecie jest niepuste. Indukcja spelniona dla dowolnej rodziny
o mocy n + 1.

3 Ciekawe punkty w zbiorze wypuklym

W tej czesci pracy udowodnie istnienie dwéch punktéw przy uzyciu tytutowego twierdzenia Helly’ego.
Pierwszy to punkt centralny zbioru wypuklego, a drugi to punkt Tukey’a. Oba w swéj wlasny
unikalny sposéb zblizaja nas do wyznaczenia czego$ podobnego do érodka w dowolnym ograniczonym
i domknigtym zbiorze wypuklym.



3.1 Punkt centralny w zbiorze wypukltym

Spo6jrzmy na dowolny ograniczony domkniety zbiér wypukly w R<.
Okazuje sie, ze zawsze mozemy wskaza¢ w nim taki punkt, ze jesli
poprowadzimy przez niego d — 1 wymiarowsa hiperplaszczyzne, czyli
podzielimy nasz zbiér na dwie czeéci, to stosunek pdl wiekszej do
mniejszej nie przekracza d : 1.

Dowdd istnienia takiego punktu jest niezwykle prosty, jesli je-
steSmy wyposazeni w twierdzenie Helly’ego. Na poczatku dla ula- : /
twienia zalézmy, ze nasz zbiér wypukly ma pole d + 1 Rozwazmy e
nieskonczona rodzine zbioréw wypuktych sktadajaca sie z czesci na-
szego zbioru wypuklego przecietych hiperplaszczyzna o polu dowol- Rysunek 3: Przecinajace sig¢
nie bliskim, lecz wcigz wickszym niz d, czyli d 4+ €. Gdy weZmiemy czgSci w R?
sobie dowolne d + 1 z tych zbioréw, tak jak na rysunku 3 w R2,

zauwazymy, ze poniewaz taczne pole to d+1 a kazdy zbiér usuwa
z niego mniej niz 1, to te dowolne d + 1 zbioréw maja wspolne prze- —
ciecie. Z twierdzenia Helly’ego dla nieskonczonej rodziny wynika, ze
wszystkie te zbiory maja niepuste przecigcie.

Kazdy punkt w tym przecieciu, nazwijmy go C' mozemy nazwac
naszym punktem centralnym, poniewaz dowolna hiperptaszczyzna
przez niego przechodzaca bedzie lezata pomiedzy dwoma réwno-
legtymi do niej hiperptaszczyznami dzielacymi ten zbiér, jedna w
dowolnie bliskim stosunku 1 : d. Druga, zas w stosunku dowolnie
bliskim d : 1. Hiperplaszczyzna przechodzaca przez 6w punkt dzieli Rysunek 4: Punkt centralny w
nasz zbiér w stosunku pol wigkszej czesci do mniejszej maksymalnie R2
d : 1, tak jak na rysunku 4. C' jest wiec punktem centralnym.

3.2 Punkt Tukey’a w zbiorze wypuklym

Jeszcze raz spbjrzmy na nasz ograniczony domkniety zbiér wypukly w R%. Podejmiemy sie dowodu
istnienia punktu Tukey’a. To taki punkt, ze jesli spojrzymy na dowolny odcinek przez niego przecho-
dzacy, o wierzchotkach na brzegu naszego zbioru, to stosunek w jakim nasz punkt dzieli ten odcinek
jest réwny maksymalnie d : 1 (stosunek dluzszej czesci do krétszej).

W celu dowodu rozwazmy nieskoniczona rodzing zbioréw wypuklych (domknietych i ograniczo-
nych) skladajaca sie z jednokladnosci naszego pierwotnego zbioru wypuklego o srodkach jednoktad-

nosci na jego brzegu o skali ﬁ'll.

Gdy rozwazymy dowolne d + 1 takich zbioréw powiedzmy Bi, Ba, - - , Bg+1, powiedzmy o $rod-
kach jednoktadnosci A, Aa, -+, Ag41 1 oznaczymy jako A;; punkt na ktéry przechodzi A; w jed-
noktadnosci o $rodku w A; i skali ﬁ‘ll. Zauwazymy, ze dla kazdego ¢ simplex, czyli d wymiarowy
trojkat na wierzchotkach A;, Ay, A, -+, Agy1,; jest podzbiorem B;. Oznaczmy taki simplex jako
C;. Za to simplex na Ay, Aa, - -+, Agy1 oznaczmy jako C. Oczywiscie C; to jednoktadnos$é C o érodku
A; i skali d%‘h. Teraz $rodek ciezkoséci d — 1 wymiarowego simplexu Ay, Ao, -+ Aj—1, Ajr1, -+, Ag+1

oznaczmy jako D;, sam za to simplex oznaczmy jako FE;, a Srodek ciezkosci calego simplexu C' jako
D.

Mozemy teraz zauwazy¢, ze z definicji $rodka ciezkosci D dzieli odcinek D;A; na dwie czeéci o
dtugosciach w skali 1 : d, czyli D jest jednokladno$cia punktu D; o $rodku A; i skali d;j_l. D; jest



Rysunek 5: Przecinanie sie jednokladnoéci w R?

$rodkiem ciezkosci simplexu FE;, wiec nalezy do simplexu F;, ktory jest podzbiorem simplexu C,
d

wigc D; € C. Za to simplex C; to jednokladnos¢ C' o srodku A; iskali 77, wige D to jednokladnosé
D; o $rodku A; i takiej samej skali. To w potaczeniu z faktem, ze D; € C znaczy, ze D € C; C B;
dla kazdego i. Znaczy to, ze przecigcie D nalezy do przeciecia tych d + 1 zbioréw w naszej rodzinie.
Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie Helly’ego.
Istnieje wigc pewien punkt 7' nalezacy do przeciecia
wszystkich zbioréw w tej rodzinie. Gdy teraz popatrzymy
na dowolny odcinek przez niego przechodzacy i przecho-
dzacy przez brzeg naszego pierwotnego zbioru w X i Y
zauwazymy, ze T nalezy do Bx i By, czyli jednoktadno-
$ci naszego zbioru o srodku odpowiednio w X i Y i skali ‘
d;j_l. Lezy wiec pomiedzy Xy, czyli jednoktadnoscia punk-
tu X o érodku w Y i analogicznie zdefiniowanym Yy, czyli
punktami, ktére dziela nasz odcinek na dwie czesci o dtu-
gosciach w skali 1 : d i d : 1. Skala dlugosci, w jakiej T
dzieli ten odcinek, jest wiec mniejsza niz d : 1 (stosunek
dluzszej czesci do krétszej) dla dowolnego odcinka prze- Rysunek 6: Punkt Tukey’a w R?
chodzacego przez T. Punkt T jest wiec punktem Tukey’a
naszego zbioru.

4 Rodziny Helly’ego

Ta czes¢ mojej pracy bedzie poswiecona rodzinom zbioréw posiadajacym wilasnoéé Helly’ego na
plaszczyznie. Ten temat rozpoczatem od pewnego zadania opierajacego sie na twierdzeniu Helly’ego.
Ciekawe zadanie ewoluowalo w niezwykle interesujace uniwersum. Naszym finalnym celem bedzie
poprowadzenie okregu przez trzy dowolne rodziny Helly’ego. Porzucamy tutaj wyzsze wymiary i
zajmujemy sie plaszczyzna.

4.1 Poczatek Przygody

Zaczniemy sobie od zdefiniowania rodziny Helly’ego i innych potrzebnych nam zwrotéw.



4.1.1 Niezbedne definicje

Wtasnoséé Helly’ego - pewna rodzina zbioréw posia-
da wtasnosé Hell’ego jedli dowolne dwa jej zbiory maja
niepuste przeciecie.

Rodzina Helly’ego - jest to rodzina zbioréw posia- N\
dajaca wlasnosé Hell’ego. W tej pracy bedziemy sie zaj- —
mowa¢ zbiorami na plaszczyznie: domknigtymi i ograni-
czonymi, niekoniecznie za to wypuklymi.

Przecinanie rodziny przez zbidr - Gdy bedziemy
mowié, ze pewien zbiér punktéw na przyklad prosta prze-
chodzi przez rodzine Helly’ego, bedzie nam chodzilto o to,
ze zbior ten ma niepuste przecigcie z kazdym zbiorem w Rysunek 7: Rodzina Helly’ego
tej rodzinie.

4.1.2 Pierwotne zadanie

Zadanie to zobaczylem podczas gromadzenia materialéw o twierdzeniu Helly’ego w pdf-ie dr Arka-
diusza Mecla ” Wokdél Twierdzenia Helly’ego”. Niezwykle mi si¢ spodobalo z powodu jego ciekawego
dowodu i mozliwosci rozszerzania i eksplorowania.

Pierwotne Zadanie Dla dowolnej rodziny Helly’ego i dowolnego punktu X na plaszczyinie
istnieje okrag o srodku w X przechodzgcy przez naszg rodzine.

Rozwazmy sobie polprosta [ wychodzaca z X. Zacznijmy ja obraca¢ wokéot X. Dla kazdego zbioru
rodziny bedziemy na tej polprostej zapisywaé slad jaki on zostawia w miare obracania poétprostej
wokot X.

Rysunek 8: Rodzina Helly’ego i Slady jej zbioréw



Innymi stowy definiujemy funkcje w zamieniajaca zbiér T' na plaszczyznie na odcinek w(7T') na
poélprostej o poczatku w X. Aby wyznaczy¢ dokladnie ten odcinek wystarczy znalezé dwa punkty:
punkt A z T najblizszy X i punkt B najdalszy. Nasz odcinek w(T') to przedzial (|[AX|;|BX|) na
polprostej 1.

Zauwazmy, jednak, ze skoro ta rodzina ma wlasnosé Helly’ego, to dowolne dwa zbiory w niej
maja niepuste przeciecie. Slady te jako odcinki sg wypukle i réwniez musza mieé niepuste przeciecie.
Mozemy wigc dla rodziny tych wszystkich sladow uzy¢ twierdzenia Helly’ego na pélprostej I, czyli w
R. Przecigcie wszystkich §ladéw bedzie odcinkiem na [, nazwijmy go D i jesli poprowadzimy okrag
o $rodku w X przechodzacy przez dowolny punkt tego odcinka, bedzie on przecinaé¢ wszystkie slady,
a co za tym idzie wszystkie zbiory rodziny.

Zanim pozegnamy sie z tym zadaniem zdefiniujmy funkcje odleglosci rodziny Helly’ego M od
punktu X jako o(M, X). Jest to odleglto$é srodka odcinka D z zadania od X. Okrag o $rodku w X
i promieniu o(M, X) przecina rodzine Helly’ego M.

Zdefiniujmy sobie X} jako punkt nieskonczonoéci o zwrocie k°. Powiedzmy, ze zwrot w goére to
0°, po czym idziemy zgodnie ze wskazdéwkami zegara (rozrézniamy dwa punkty nieskonczonosci o
tym samym kierunku i przeciwnym zwrocie).

Zdefiniujmy sobie takze funkcje ¢(M, X) jako okrag o srodku X i promieniu o(M, X).

Za to niech ¢(M, X}y) to prosta przechodzaca przez rodzing M o kierunku prostopadlym do
zwrotu k°. Taka prosta oczywiscie istnieje, dowdd jej istnienia jest do$¢ analogiczny: Wybierzmy
dowolna prosta o kierunku k° i zrzutujmy sobie zbiory z rodziny na nia. Powstaje nam rodzina
odcinkow z wtasnoscia Helly’ego. Wybieramy $rodek wspdlnego przeciecia i prowadzimy przez niego
prosta prostopadla do k°.

4.2 Prosta taczaca dwie rodziny

Rozwazmy dwie rodziny Helly’ego M i W. Poszukamy pewnych zaleznosci miedzy nimi, analogicz-
nych z zaleznoSciami miedzy punktami.

4.2.1 Twierdzenie

Postaram si¢ udowodnié, ze mozna dwie rodziny polaczy¢ prosta, ktora przechodzi przez wszystkie
zbiory tych rodzin. Uzyjemy do tego bardzo uproszczonej wersji twierdzenia Borsuka-Ulama, lecz
dobrze bedzie, gdy nazwa ta padnie teraz, poniewaz to twierdzenie przyda nam si¢ w przysztosci.

Twierdzenie Borsuka-Ulama (jednowymiarowe) Niech S to okrag na plaszczyznie. Jesli
funkcja f 1 S — R jest nieparzysta, czyli f(—x) = —f(x) i jest funkcjq ciagla, to istnieje takie x, Ze
f(z) =0.

Dowdd tej wersji twierdzenia jest bardzo szybki, idziemy po okregu i notujemy na wykresie gdzie
wyladowalidémy, Zaczynamy i konczymy na wartosciach o przeciwnych znakach, wiec musimy kiedys
przejsé przez 0 z ciaglodci.

4.2.2 Funkcja

Naszym dyskiem bedzie okrag punktow nieskoniczonosci S. Nasza funkcja bedzie dziala¢ w sposéb
nastepujacy: wybierzmy kierunek k° skonstruujmy proste ¢(M, Xj) i ¢(W, Xj). Niech odleglosé
miedzy nimi to d funkcja r(M, W, X;,) bedzie wynosié d jesli patrzac na X q(M, Xj) jest wezesniej
niz q(W, Xy), a —d w przeciwnym wypadku.



Oczywiscie jest to funkcja nieparzysta.
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Rysunek 9: Wyznaczanie r(M, W, Xj,)

4.2.3 Ciaglo$é r na S

Gdyby$my teraz spojrzeli na wykres funkeji (M, W, Xj) od k na przedziale (0°, 360°) zauwazyliby-
$my, ze jest to wykres ciagly:

Bedziemy przecinaé¢ punkt (0,0) prostymi o kierunku k° - k i wiekszym niz k° - I, ale dowolnie
bliskim k£°. WeZmy sobie dowolny zbiér z M lub W powiedzmy T'. Zauwazmy, ze zaréwno poczatki,
jak i konce rzutéw T na k il sa dowolnie blisko siebie. Przez to poczatki i kofice odcinka (D) bedacego
przecieciem wszyskich rzutéw z jednej z rodzin na k i [ sa réwniez dowolnie blisko siebie. Przez to
$rodki przecie¢ rzutéw jednej rodziny na k i [ sa dowolnie blisko siebie.

Srodek przecieé¢ drugiej rodziny réwniez przesungl sie o dowolnie malo. Przez to odlegloéé po-
miedzy tymi $rodkami zmienila sie o dowolnie mala wartosc.

Oczywiscie kolejno$é¢ (M, Xy) i q(W,Xy) dla dowol-
nie malego przesuniecia réwniez sie nie zmienila, (chyba ze
q(M, Xy) = q(W, X), ale to chcieliSmy udowodnié¢). Tak wiec
dla dowolnie malego przesuniecia r(M,W, X)) zmienia sie o
dowolnie matg warto$¢. Czyli r jest ciaggla.

Mozemy na r uzyé wiec twierdzenia Borsuka-Ulama. Ist-
nieje wiec taki kierunek, ze odleglo$é pomiedzy q(M, Xy) i
q(W, X}) jest réwna 0. Te dwie proste sa wiec jedna prosta
przechodzacg przez dwie rodziny Helly’ego

Zdefiniujmy zatem d(M, W) jako jedna z prostych przecho-
dzacych przez rodziny M i W. Rysunek 10: Prosta tnaca rodziny.



4.3 Okrag przechodzacy przez trzy rodziny

Po pokazaniu analogii prostej przez dwie rodziny do prostej
przez dwa punkty nastepnym krokiem moze by¢ okrag opisany na trzech punktach.

Do pokazania, ze istnieje okrag przecinajacy kazdy zbiér w trzech rodzinach Helly’ego bedziemy
musieli uzy¢, nie az tak uproszczonego, twierdzenia Borsuka - Ulama.

4.3.1 Twierdzenie

Twierdzenie Borsuka - Ulama (dwuwymiarowe) Ciggla funkcja nieparzysta (czyli zachodzi
f(—x) = —f(x)) f: 5%+ R? posiada x € S?, taki, ze f(x) =0

Przyda nam sie jednak lekko zmieniona wersja twierdzenia. Wezmy tylko pélnocna potkule sfery
razem z réwnikiem. Zrzutujmy wszystkie te punkty na plaszczyzne. Zmieniona wersja twierdzenia
brzmi nastepujaco:

dwuwymiarowe Twierdzenie Borsuka - Ulama (lekko zmienione) Niech B? bedzie kolem,
za to okrgg S jego gramicq. Jesli ciggla funkcja f : B? — R? jest nieparzysta na S, to istnieje takie
x € B2, Ze f(z) =0.

Jak zabraé si¢ do udowodnienia tego? WeZzmy najpierw okrag S i narysujmy na wykresie f(.5).

Funkcja f jest ciagla, otrzymamy wiec pewng krzywa zamknieta. f byta nieparzysta na S, wiec
ta krzywa jest symetryczna wzgledem $rodka uktadu wspotrzednych. Wazne jest, ze Srodek uktadu,
czyli punkt (0, 0) znajduje sie we wnetrzu tej krzywej.

Bedziemy teraz w sposéb ciagly zmniejszaé nasz okrag (zaczynajac z S) i patrzeé gdzie bedzie
on zmapowany przez f. Zakonczymy zmniejszanie, gdy nasz okrag stanie si¢ pewnym pojedynczym
punktem powiedzmy X w B2. Zauwazmy teraz, ze te mapy zmieniaja sie w sposéb ciagly w poje-
dyniczy punkt bedacy dokladnie f(X).

Zauwazmy jednakze, ze poczatkowa mapa ma w Srodku punkt (0,0). Koficowa, za to poprostu
punkt f(X), dla ktérego oczywiscie (0,0) jest na zewnatrz. Przechodzac z poczatku do konhca w
sposéb ciagly musielismy kiedy$ przeciaé (0,0). Znaczy to, ze dla pewnego punktu Y: f(Y) =0, co
chcieliSmy udowodnié.

4.3.2 Powrdét funkcji odleglosci
Przypomnijmy sobie jeszcze raz pierwotne zadanie. ZdefiniowaliSmy tam o(M, X) odleglosé punktu

X od rodziny M.

Chcieliby$my, wykazaé istnienie punktu P na plaszczyznie takiego, ze dla trzech rodzin M, W i
K
o(M, P) =o(W,P) =o(K, P)

Zdefiniujmy sobie nowa funkcje p : R? — R2. Niech dla 3 rodzin Helly’ego i punktu X:
p(M,W,K,X)={o(M,X) —o(W,X),0(M,X) —o(K, X)}

Jesli dla pewnego punktu X: p(M, W, K, X) = 0, to X bedzie wlasnie $rodkiem okregu.

Istnienie tego punktu wynikaloby z twierdzenia Borsuka - Ulama, jesli udowodnimy pare lematéw
dotyczacych ciaglodci p.



4.3.3 Ciagloéé na R?

Najpierw udowodnijmy, ze p jest ciagta na R?. Wystarczy udowodnié, ze o jest ciagta na R?, p jako
zlozenie 4 funkcji ciaglych réwniez bedzie ciagle.

Jak udowodnié¢ ciaglo$é¢ o? Wystarczy pokazaé, ze dla punktéow X i Y, dowolnie blisko siebie
o(M, X) — o(M,Y) bedzie dazy¢ do 0.

Zauwazmy jednak, ze dla kazdego zbioru T'w M gdy spojrzymy na jego Slad w(T') w zaleznosci
od X 1Y, powiedzy w(T, X) i w(T,Y) poczatek w(T, X ) bedzie dowolnie blisko poczatkowi w(T,Y),
tak samo oczywiscie konce.

Przez to réwniez poczatki i konice przeciecia wszystkich $ladéw beda dowolnie bliskie siebie, a
wiec i $rodki tych przecie¢ znajda sie dowolnie blisko. Czyli faktycznie o(M, X) bedzie dowolnie
bliskie o(M,Y’), co znaczy, ze o(M, X) — o(M,Y) dazy do 0. Czyli o jest ciagta, funkcja p jest wiec
réwniez ciagla na R2.

4.3.4 Ciaglosé po dodaniu okregu punktéw nieskonczonosci

Rozszerzmy R? o okrag punktéw nieskonczonosci S.

Jak rozszerzymy definicje funkcji p? Jesli X € S to niech
p(M, W, K, Xy,) = {r(M,W, Xy),r(M, K, X))}

W ten sposoéb unikniemy odejmowania od siebie dwdch nieskonczonosci. Zostato nam tylko udowod-
ni¢, czemu p zachowuje ciaglos¢ po rozszerzeniu zbioru wartosci.

Wystarczy pokazaé, ze gdy k dazy do I, r(M, W, X}) dazy do r(M,W, X)) i ze dla X dazacego
do Xi: o(M, X) — o(W, X) dazy do r(M, W, X},)

Jednakze pierwsza rzecz zrobiliSmy w czedci 4.2.3. Pokazalidémy tam, ze r jest ciagla na S.

Zostalo nam wigc to drugie. Niech wiec X porusza si¢ po pewnej prostej k, ktorej koniec jest
punktem nieskoniczonoéci Xy. Przyda nam si¢ odrobina geometrii. Pokazemy, ze dla kazdego punktu
A zdefiniujmy sobie v(A, X) jako punkt na k taki, ze |[v(A4, X)X| = |AX|. Mozemy interpretowaé
v(A4, X) jako slad punktu A na k. Niech za to B to rzut A na k. Pokazemy , ze gdy X dazy do Xk,
to v(A4, X) dazy do B.

Zauwazmy jednak, ze kat przy X dazy do 0. Przez to poniewaz AXv(A, X) jest réwnoramienny
ZAv(A, X)X dazy do 90°. Rzeczywiscie v(A, X) dazy do B.

Poniewaz $lad kazdego punkt zbioru T dazy do rzutu na k, to slad w(T") na k takze dazy do rzutu
siebie na k. Przeciecie tych $ladéw dazy do przeciecia rzutow. Tak samo z kazdym zbiorem w rodzinie
W. Srodki przecie¢ §ladéw na k daza do srodkéw przecieé¢ rzutéw. Finalnie, odlegloéé pomiedzy tymi
$rodkami przecie¢ $ladéw, czyli o(M, X) — o(W, X) dazy do odlegtoéci pomiedzy $rodkami przecieé
rzutéw, czyli r(M, W, Xy). To konczy dow6d spdjnosci.

4.3.5 Rezultat

Dla trzech rodzin Helly’ego M, W, K Niech B? = R2U S Gdzie S to okrag punktéw nieskonczonoéci.
Niech p : B? — R2:

{o(M,X) —o(W,X),0(M,X)—o(K,X)} jedli X € R?

M,W,K,X) =
! ) {{T(M,W,X)T(M,K,X)} jedli X € S
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Udowodniliémy, ze p jest funkcja spdjna. Jest rowniez funkcja nieparzysta na S.

Mozemy wiec uzy¢ dwuwymiarowej i lekko zmienionej wersji Twierdznia Borsuka - Ulama.

Rysunek 11: Okrag przechodzacy przez 3 rodziny Helly’ego

Wedlug niego istnieje taki punkt P € B2 taki, ze p(M, W, K, P) = {0, 0}. Pokazuje to, ze dowolne
trzy rodziny Helly’ego sa wspotliniowe, badz istnieje okrag przechodzacy przez wszystkie trzy.

4.4 Koncowe pare stow

Nasza podréz po $wiecie Eduarda Helly’ego dobiega konca. W pracy pokazalem wiele analogii po-
miedzy rodzinami nazwanymi jego nazwiskiem, a punktami. Tak jak dla dwéch punktéw istnieje
okrag o érodku w jednym, przechodzacy przez drugi, tak dla rodziny i punktu istnieje taki okrag o
$rodku w punkcie przechodzacy przez rodzine. Tak jak dwa punkty mozna polaczyé prosta, tak ist-
nieje prosta przecinajaca dwie rodziny. I finalnie tak jak na trzech punktach mozna opisaé¢ okrag, tak
isntieje okrag (badz prosta) przecinajacy trzy rodziny. Nie zostawie czytelnika jednak bez problemu
do zastanowienia sie.

Hipoteza krzywej stozkowej Czy przez dowolne pieé¢ rodzin mozna poprowadzié krzywq stoz-
kowgq, ktora przecina kazdy ze zbiorow tych pieciu rodzin?

5 Podziekowania

Chcialbym podziekowaé opiekunowi pracy Panu Pawlowi Dziubie i jego synowi Mackowi Dziubie za
duza pomoc w sprawdzeniu btedéw i pomoc merytoryczna. Dzigkuje rowniez mojej Mamie za pomoc
w prébie wdrozenia w prace zasad poprawnej polszczyzny.
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