O pewnym szczegllnym punkcie czworokata

Mateusz Wawrzyniak

Streszczenie

W pracy oméwione zostaly pewne wlasnosci szczegdlnego punktu czworokata.
Najwiecej uwagi po$wiecono potozeniu tego punktu wzgledem okregéw i prostych
zdefiniowanych przez wierzchotki czworokata zupetnego. Dzieki tym wtasnosciom
udato sie udowodni¢ zestaw twierdzen o czworokacie zupelnym.

Wstep
Inspiracja do napisania tej pracy byto nastepujace zadania':

Czworokat ABCD jest wypukly (rysunek 0). Punkty P i Q sa Srodkami przekatnych AC
i BD odpowiednio. Prosta PQ przecina boki BC i DA w punktach N i M odpowiednio.
Wykaz, ze okregi opisane na tréjkatach BNQ, CNP, DMQ i AMP maja punkt wspélny.

Rysunek 0.

! Zadanie pochodzi z publikacji ,,Zbiér zadan z geometrii” autorstwa Dominika Burka i Michata
Woznego, dostepnej pod adresem https:/ /dominik-burek.u.matinf.uj.edu.pl/ main.pdf, (zadanie 13).




Czesé 1. Definicja punktu W

Zacznijmy od dowodu powyzszego zadania.

Zadanie 1.
D
‘ @
Rysunek 1.
Dowdd:

Niech L bedzie punktem przecigcia przekatnych czworokata ABCD. Na poczatku
udowodnimy, ze zachodzi réwno$¢
DA/PA = BC/QC.

Uzyjmy twierdzenia sinuséw dla tréjkata DPN:

DP / sin(<PND) = DN / sin(<NPD).
Teraz uzyjmy twierdzenia sinuséw dla tréjkata BON:

BN / sin(BQN) = BQ / sin(« BNQ).
Wiemy, ze DN = NB oraz ' PND = /BNQ, wiec po podzieleniu tych réwnan stronami
dostajemy

DP/BQ = sin(<BQN) / sin(<NPD).



Analogicznie dowodzimy, ze

CQJ/AP = sin( APM) / sin(. MQC).
Skoro sin(£APM) = sin(£NDP) oraz sin(<MQC) = sin(<BQN), to po
przemnozeniu stronami dostaniemy oczekiwana réwnos¢.

Niech W bedzie (jesli to mozliwe innym od L) punktem przeciecia ALD i BLC (rys. 2)
Zachodza wtedy réwnosci £ WCA = ' WBD oraz ~ WAC = ~ WDB, wigc tréjkaty
AWC i DWB sa podobne. Z podobienstwa spiralnego o Srodku w punkcie W wynika,
ze rOwniez tréjkaty WCB i WAD sa podobne. Z tego wnioskujemy, ze katy WAD i WCB
sa rowne oraz ze zachodzi

BC/WC = DA/WA.
Jezeli te réwnos¢ podzielmy stronami przez BC/QC = DA/PA, to dostaniemy

QC/WC =PA/WA,
co w zestawieniu z réwnoscia katow WAD i WCB przeklada sie na podobiefistwo
trojkatow WCQ i WAP. Skoro te dwa tréjkaty sa podobne, to z podobienstwa
spiralnego o srodku w W wynika, ze tréjkaty AWC i PWQ sa podobne, co implikuje
réwnosci katow

ZPOQW = ZACW = 2/DBW oraz £QPW = ACAW =BDW.

Z tego natomiast wynika, ze W lezy na 4 okregach z treéci zadania 1.

e\
N —

Rysunek 2.

? Dla uproszczenia, do konica pracy przez okrag XYZ bedziemy rozumie¢ okrag opisany na tréjkacie
XYZ.



Fakt 1.2
W lezy na okregach ALD i BLD.

Dowdéd:
Z dowodu zadania 1 wprost wynika, ze punkt W lezy réwniez na okregach ALD i

BLD.

Czes¢é 2. Ciag dalszy opisu punktu W

Fakt 2.1
Jezeli punkt przeciecia prostych AD i BC nazwiemy S, to punkt W lezy na okregu
ACS (rys. 3)°.

Dowdd:

Skoro tréjkaty WAD i WCB sa podobne, to zachodzi
ZWCS =180 - L SAW

wiec czworokat WASC jest cykliczny*.

* W calej pracy zaktadamy, ze proste rownolegte przecinaja sie w nieskoniczonosci.
* W catej pracy wszystkie katy sa wyrazone w stopniach, wiec beda one pomijane w zapisie.
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Rysunek 3.

Fakt 2.2
Punkt W lezy na okregach PQS oraz DBS (rys. 3).

Dowéd:

Skoro czworokaty DSBW, PSQW i ASCW maja ten sam kat przy S oraz z podobienstwa
tréjkatow DWB, PWQ, AWC katy DWB, PWQ i AWC sa réwne, to Fakt 2.2 jest
rownowazny Faktowi 2.1.

Fakt 2.3
Punkt W jest punktem Miquela dla czworokata ACBD.

Dowdd:
Skoro punkt Wlezy na okregach SBD, SCA, LBC i ALD, to istotnie jest to punkt Miquela
dla czworokata ACBD.

Uwaga 2.4
Zauwazmy, ze jedyna zalezno$¢ dotyczaca P i Q, ktéra wykorzystujemy, to
DA/PA =BC/QC.



Zatem jezeli na odcinkach AD i BC bylyby punkty P’ i Q" takie, ze DA/P’A = BC/Q'C,
to wszystkie powyzsze fakty dla P’ i Q" zamiast P i Q beda prawdziwe.

Fakt 2.5
Okregi BON i APM przecinaja sie w punkcie W i na prostej AB (rys. 4).

Rysunek 4.

Dowdd:
Niech punkt przeciecia okregéw APM i BQN (jesli to mozliwe inny niz W) nazywa sie
E, a punkt przeciecia okregéw DPN i CQM (jesli to mozliwe inny niz W) nazywa sie F.
Zauwazmy, ze

< AEW + ~WEB =180 - ~WPA + 180 — «BQW = 180,
bo czworokat PSQW jest cykliczny.

Fakt 2.6
Okregi DPN i CQM przecinaja sie w punkcie Wi na prostej CD (rys. 4).

Dowdéd:
Analogicznie jak dla faktu 2.4.



Fakt 2.7
Punkt W lezy na okregu NLM (rys. 5).

Rysunek 5.

Dowéd:

ZNWM = ~PWQ - £ PWN - ~AMWQ = (180 - £ QSP) - ~«PDN - ~MCQ =
=180 - (L QSP + L« PDN + ~MCQ) =180 - (360 - ~NLM) =180 - ~MLN,
wiec N, L, M'i W leza na jednym okregu, ktéry od teraz bedziemy nazywac w.



Uwaga: w wyrazeniu ,, 180 - (360 - «NLM)” kat « NLM jest miara kata NLM
zawierajacego punkt S.

Fakt 2.8

Jezeli punkt przeciecia prostych AB i CD nazwiemy R, to punkt W lezy na okregu
ERF (rys. 6). Dla przypomnienia E i F to odpowiednio przeciecia MQC, DPN i NQB,
MPA.

Rysunek 6.

Dowdd:
Zauwazmy, ze £ BQW + £ WQC =180, ale

ZWEB =180 - «BQW oraz L CFW =180- ~“WQC,
wiec £ WEB + £ CFW = 180.

W ten sposéb wykazaliSmy gléwny rezultat tej czeSci pracy zawarty w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 1.

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty N i M sa $rodkami odpowiednio BD i
AC. L, S, PiQ sa przecieciami odpowiednio AC i BD, AD i BC, NM i AD, BC i NM.
Wtedy istnieje punkt wspdélny okregéw AMP, BON, QMC, DPN, NML, DBS, ACS, SPQ
(rys. 7).
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Rysunek 7.

Czesé 3. Czworokat cykliczny

W czedci 3 zaktadamy, ze istnieje okrag Q o $rodku w O przechodzacy przez punkty
A, B, CiD.

Fakt 3.1
Punkt W lezy na okregu OAB, gdzie O jest srodkiem Q (rys. 8).



Rysunek 8.

Dowdd:
Wiemy, ze
~AOB=~ADB+ ~ACB=~ADL+ ~LCB= ~AWL + ~/LWB = ~AWB

Fakt 3.2
Punkt W lezy na okregu COD.

Dowdd:
Analogicznie jak dla faktu 3.1.

Fakt 3.3
Punkt W jest punktem inwersyjnym do R wzgledem Q.
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Rysunek 9.

Dowdéd:
Po inwersji wzgledem Q) punkt R przejdzie na czes¢ wspdlna okregéw COD i AOB
(jesli to mozliwe réznych od O), czyli na W.

Fakt 3.4
Punkty O, Wi R leza w tej kolejnoSci na jednej prostej.

Dowdéd:
To wynika wprost z Faktu 3.3.

Fakt 3.5
Punkt O lezy na w. Ponadto OL jest $rednica tego okregu (rys. 10).
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Rysunek 10.

Dowdd:
Wiemy, ze £ LNO = £ OML = 90, wiec OL jest Srednica w. Z tego wprost wynika
Fakt 3.5.

Fakt 3.6
Punkty W, Li S leza na jednej prostej (rys.11).
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Rysunek 11.

Dowdd:
Skoro czworokaty ABCD, LBCW i LWDA sa cykliczne, to S jest ich $rodkiem
potegowym?’, wiec S lezy na WL.

Fakt 3.7
Punkt Miquela czworokata ABCD lezy na okregu OWS (rys. 12).

> Potrzebne informacje o punkcie Miquela, inwersji i osiach potegowych znajdziemy w ksiazce
»~Matematyka Olimpijska: Planimetria” Beaty Bogdanskiej i Adama Neugebauera, Wydawnictwo
Szkolne OMEGA (strony 66, 158, 159) .
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Rysunek 12.

Dowéd:
Niech M, bedzie punktem Miquela definiowanym przez pomaraficzowe okregi (rys.
12). Jezeli ABCD jest cykliczny, to M, lezy na RS°. Skoro ABM.S jest cykliczny, to:

RS -RM,=RA -RB.
Jednak RA - RB = RW - RO, skoro ABWO jest cykliczny. Skoro RS - RM,= RW - RO, to
OWM,,S jest cykliczny.

Fakt 3.8
Punkty W, L, M, i R leza na jednym okregu (rys. 13).

® Znajac definicje punktu Miquela, fakt ten mozna wykazaé w trywialny sposéb.
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Rysunek 13.

Dowdd:
Z definicji punkt Miquela lezy na okregu DAR, wiec SM, - SR = SA -SD. Z kolei punkty
D, A, WiL leza na jednym okregu, wiec SA - SD = SL - SW, co konczy dowéd.

Fakt 3.9
Okregi SPQ i w sa styczne w W.
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Rysunek 14.

Dowdéd:
Z faktu 3.6 wiemy, ze W, L, S sa wspélliniowe, wiec fakt 3.9 jest r6wnowazny z

réwnoscia £ LNW1i ' BPW, ktéra wynika z cyklicznosci DPNW.

Fakt 3.10
Kat SWR jest prosty.

Dowdéd:

Wiemy, ze S lezy na biegunowej punktu R wzgledem okregu Q. Z Faktu 3.3 wynika,
ze W tez lezy na tej biegunowej oraz jest przecieciem OR z biegunowa, co implikuje
fakt 3.10.

Fakt 3.11
SW to biegunowa punktu R wzgledem Q.
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Dowdéd:

Wiemy, ze S lezy na tej biegunowej oraz W jest inwersja R wzgledem (), wiec jezeli S
i Wnie sa tym samym punktem, to biegunowa R jest prosta SW.

Ponizsze dwa fakty i dwa twierdzenia dowodzimy wspdlnie.

Fakt 3.12
Okregi SPQ i SNM sa styczne do prostej RS.

Niech K bedzie srodkiem odcinka RS.

Fakt 3.13
K'lezy na wspdlnej stycznej okregéw SPQ i w.

Twierdzenie 3.1

K jest srodkiem potegowym okregéw w, SNM, RNM, SPQ i ABCD.

Twierdzenie 3.2

KM - KN = SK?

Dowdd faktéw 3.12, 3.13 i twierdzen 3.1, 3.2:
Niech Z bedzie punktem powstatym po inwersji L wzgledem Q). Wiemy, ze SR jest
biegunowa L’, wiec LZ jest prostopadle do RS. Oznaczmy przez R promien (), a przez
r promien w. Niech O, bedzie $§rodkiem okregu NML. Z Faktu 3.5 wynika, ze O, jest
Srodkiem OL, a ponadto lezy na prostej LZ. Z definicji inwersji wiemy, Ze:
OL -OZ =R?
R*=2r- (LZ+2r)
R+ LZ*+2r -LZ =4r -LZ + 4r >+ LZ?
LZ - 2r+LZ)=(LZ + 2r)*- R?
Zatem potegi punktu Z wzgledem Q i NML sa réwne. Oznacza to, ze RS jest osia
potagowa obu tych okregéw.

7 Wszystkie fakty dotyczace biegunowych dostapne sa w pracy Dominika Burka zatytulowanej
Dwustosunek i biegunowe.
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Z Faktu 3.10 wynika, ze L/ KWR = £ KRW = LSLZ = 2 O,LW = 2O,WL,

wiec 90= L SWR = £ 0O,WK, co implikuje Fakt 3.13.

Oznacza to, ze punkt K lezy na osi potegowej okregéw SPQ i NML, wiec jest Srodkiem
potegowym okregéw SPQ, NML i ABCD (analogicznie udowodnié¢ mozna, ze takze
okregu RNM). Oznacza to, ze KN - KM = KW?, ale KW = KS (wynika to z Faktu 3.10),
a, wiec okrag SNM jest styczny do prostej RS.

Skoro K ma potege punktu wzgledem okregu SNM ré6wna KM - KN oraz
KM - KN = KS? to ten okrag musi by¢ styczny do SKw S.

Rysunek 15.

Czesé 4. Wspoltokregowosé

Odejdzmy na chwile od punktu W.

Twierdzenie 4.1

Niech S bedzie dowolnym punktem na ptaszczyznie. Niech A, B, C, D beda takimi
punktami, ze tréjki A, B, Si C, D, S sa wspodlliniowe oraz S, A i B nie leza na jednej
prostej. Dana jest niezerowa liczba rzeczywista k. Zr6bmy jednoktadnos¢ o skali k o
Srodku w B. Punkt A przejdzie w tej jednoktadno$ci na punkt A’. Analogicznie zrébmy
jednoktadnosé o skali I i o srodku w D. Niech punkt C przejdzie w tej jednoktadnosci
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na C’, jezeli te punkty z wyjatkiem S (dla np. S = A uznajemy okrag SAC jako okrag
styczny do AS przechodzacy przez C) sa parami rézne to, okregi SAC, SBD, SA’C’ sa
wspétpekowe wtedy i tylko wtedy, kiedy k = [.

Dowdéd:

Zalézmy, ze k = 1. Niech H, I, ], E, F, G beda $rodkami odpowiednio odcinkéw SC, SD,
SC’, SA, SB, SA’. Niech K, L, M beda $rodkami odpowiednio okregéw opisanych na
tréjkatach SAC, SBD, SA’C’. Niech P i Q beda odpowiednio przecieciami prostych LF
i MG z prosta przechodzaca przez K réwnolegla do SA. Niech NiObeda odpowiednio
przecieciami prostych IL i HK z prosta réwnolegta do SC, przechodzaca przez M.
Zauwazmy, ze KEFP, KEGQ, OHIN, OHJM sa prostokatami. Niech X bedzie punktem
przeciecia prostej PF z prosta KM. Wtedy z twierdzenia Talesa wynika, ze

XM/XK = PQ/KP = FG/EF = (SG-FG)/(SF-SE) = (SA’-SB)/(SB-SA) = A’B/BA = k.
Analogicznie punkt Y bedacy przecieciem prostej IN z prosta KM spelnia warunek
YM/YK =k, wiec Y = X, czyli IN i PF przecinaja sie na KM, czyli wszystkie 3 srodki
tych okregéw leza na jednej prostej. Odbijmy S symetrycznie wzgledem tej proste;j.
Ten punkt bedzie lezat na wszystkich tych 3 okregach, wiec te okregi sa wsp6tosiowe.
Zalézmy, ze okregi SAC, SBD, SA’C’ sa wspdtpekowe, wtedy niech C” bedzie
punktem powstatym przez przeksztalcenie C jednoktadnoscia o srodku w D o skali K.
Udowodniliémy, ze okregi SAC, SBD, SA’'C” sa wspéipekowe. Niech X bedzie
punktem wspdlnym SAC, SBD, SA’C’, wtedy X jest tez punktem wspdélnym okregdéw,
SAC, SBD, SA’C”, czyli okregi SA’Ci SA’C” sa tym samym okregiem, wiec C”" = A, co
daje [ = k.

(=)

Rysunek 16.
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Fakt 4.2

Wréémy do konfiguradji z czesci 3. Ponadto, niech ] bedzie (jesli to mozliwe) réznym
od S punktem przeciecia okregu ACS z prosta SR, a T bedzie rzutem prostokatnym R
na prosta DS. Wtedy zachodzi réwnos¢

RJ-JS=TA- AP.

Rysunek 17.

Dowdd:

Zastosujmy twierdzenie 4.1 dla tréjek R, |, S i T, A, P. Wiemy, Ze okregi z tego
twierdzenia sa wspétpekowe, bo wszystkie przechodza przez S i W. Udowodnijmy,
ze S jest r6zne od W.

Fakt 3.4 méwi, ze O, Wi R leza na jednej prostej, wiecjesli S = Wto S, R, O leza na
jednej prostej, co jest sprzeczne z wypukloscia ABCD. Teza teraz wynika wprost z
twierdzenia 4.1.
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Podsumowanie

W pracy udato sie pokaza¢ ciekawe wlasnosci czworokata zupelnego oraz opisac
punkt W, ktéry jako czeS¢ wspdlna wielu okregéw moze by¢ przydatny do
udowadniania licznych stosunkéw z twierdzenia 4.1.
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