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1 Wprowadzenie

1.1 Wst¦p i motywacja

Przedmiotem bada« niniejszej pracy jest klasa ci¡gów powstaj¡cych w procesach wielokrot-
nego odsiewania pewnych elementów z okre±lonych zbiorów liczbowych. W odró»nieniu od
np. sita Eratostenesa, w rozwa»anych procesach odsiewania nie b¦dziemy operowa¢ caªy czas
na zbiorze liczb naturalnych, poniewa» w k-tym kroku sita b¦dziemy usuwa¢ elementy ze
zbioru powstaªego w k − 1 kroku. Ponadto, zamiast wykre±la¢ liczby wedªug ich warto±ci (w
sicie Eratostenesa wykre±lamy wielokrotno±ci kolejnych liczb pierwszych), w k−tym kroku b¦-
dziemy operowa¢ na ich poªo»eniu w zbiorze powstaªym w kroku poprzednim. Moim celem
jest zbadanie pewnych wªasno±ci arytmetycznych takich ci¡gów poprzez dokªadne opisanie po-
szczególnych kroków procedury odsiewania. W szczególno±ci, opisz¦ struktur¦ arytmetyczn¡
zbiorów odsiewanych. Pozwoli mi to otrzyma¢ pewne informacje o tych ci¡gach, które mog¡
stanowi¢ wst¦p do rozstrzygni¦cia hipotezy o istnieniu niesko«czonej liczby liczb pierwszych
wyst¦puj¡cych w tych ci¡gach. Hipoteza w szczególnym przypadku ci¡gu liczb szcz¦±liwych
stanowi znany w literaturze problem otwarty.
Problem ten zostaª zaproponowany w artykule On Certain Sequences of Integers De�ned by
Sieves V. Gardinera, R. Lazarusa, N. Metropolis i S. Ulama [1]. Autorzy zaproponowali roz-
wa»anie dwóch procesów odsiewania. Pierwszy przebiega nast¦puj¡co.

� Mamy dany zbiór liczb naturalnych N = {1, 2, 3, . . .}.

� W pierwszym kroku usuwamy z niego co drug¡ liczb¦.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

� W drugim kroku z pozostaªych liczb usuwamy co trzeci¡.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

� W trzecim kroku z pozostaªych liczb usuwamy co czwart¡.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

...
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� W k−tym kroku z pozostaªych liczb usuwamy co k + 1 liczb¦.

Po niesko«czenie wielu iteracjach powy»ej opisanego procesu ci¡g utworzony z pozostaªych
wyrazów nazwiemy ci¡giem Flawiusza (ze wzgl¦du na podobie«stwo do problemu Józefa
Flawiusza [6]).
Drugie sito zaproponowane w artykule [1] wygl¡da nast¦puj¡co.

� Mamy dany zbiór liczb naturalnych N = {1, 2, 3, . . .}.

� Pierwsz¡ liczb¡ po 1 jest 2, wi¦c w pierwszym kroku usuwamy ze zbioru N co drug¡
liczb¦.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

� Pierwsz¡ liczb¡ pozostaª¡ po 1 jest 3, wi¦c w drugim kroku usuwamy z pozostaªych co
trzeci¡ liczb¦.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

� Pierwsz¡ liczb¡ pozostaª¡ po 3 jest 7, wi¦c w trzecim kroku usuwamy z pozostaªych co
siódm¡ liczb¦.

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

� Pierwsz¡ liczb¡ pozostaª¡ po 7 jest 9, wi¦c w czwartym kroku usuwamy z pozostaªych
co dziewi¡t¡ liczb¦.
...

� Pierwsz¡ liczb¡ pozostaª¡ po sk−1 jest sk, wi¦c w k−tym kroku usuwamy z pozostaªych
co sk liczb¦.

Kontynuuj¡c ten proces w niesko«czono±¢ otrzymamy ci¡g liczb szcz¦±liwych. Oznaczmy
jego wyrazy przez (sn)

∞
n=1.

Autorzy artykuªu [1] postawili dwie hipotezy:

Hipoteza 1. Ci¡g liczb szcz¦±liwych zachowuje si¦ asymptotycznie tak samo jako ci¡g liczb
pierwszych.

Hipoteza 2. Ci¡g liczb szcz¦±liwych zawiera niesko«czenie wiele liczb pierwszych.

Autorzy pracy zamie±cili komentarz odnosz¡c si¦ do hipotez: "Podobie«stwo mi¦dzy za-
chowaniem liczb szcz¦±liwych oraz liczb pierwszych zdaje si¦ by¢ uderzaj¡ce w rozwa»anym
zakresie liczb. Oczywi±cie jest raczej ci¦»ko udowodni¢ ogólne twierdzenia"1. Pierwszy problem

1
tªumaczenie autora

2



doczekaª si¦ publikacji rok pó¹niej [2]. Mianowicie, D. Hawkins i W. E. Briggs udowodnili w
[2], »e

sn = n log n+
n

2
(log log n)2 + o(n(log log n)2).

Je±li (pn)
∞
n=1 oznacza ci¡g liczb pierwszych, to, dla porównania, z twierdzenia o liczbach pierw-

szych [3] wiemy, »e

pn = n log n+ n log log n+ o(n log log n).

Zatem wiemy, »e limn→∞ pn/sn = 1, ale limn→∞(pn − n log n)/(sn − n log n) = 0. Ponadto
udowodniono, »e »adne sito o takiej procedurze odsiewania jak rozwa»ana w pracy [2] nie
wygeneruje ci¡gu, którego n−ty wyraz zbiega do pn z dokªadno±ci¡ co do drugiego miejsca
szacowania. Drugi problem wci¡» pozostaje otwarty. Zaraz po tym w tek±cie wspomniano o
rzekomych wynikach P. Erdösa w tematyce proponowanych sit, ale najpewniej nie zostaªy one
nigdy opublikowane, a przynajmniej nie s¡ mi znane. Jednocze±nie zaproponowano dokonywa¢
pewnych wariacji czy mody�kacji sit de�niowanych w taki sposób.
W mojej pracy przyjrz¦ si¦ strukturze zbiorów odsiewanych i ci¡gów utworzonych z powstaªych
liczb zde�niowanych poprzez ogóln¡ procedur¦ odsiewania. Rozwa»my ±ci±le rosn¡cy ci¡g liczb
caªkowitych a := (ai)

∞
i=1, a1 > 1.

� Mamy dany zbiór liczb naturalnych N = {1, 2, 3, . . .}.

� W pierwszym kroku usuwamy z niego co a1 liczb¦.

� W drugim kroku z pozostaªych liczb usuwamy co a2 liczb¦.

� W trzecim kroku z pozostaªych liczb usuwamy co a3 liczb¦.
...

� W k−tym kroku z pozostaªych liczb usuwamy co ak liczb¦, itd.

Ci¡g liczb nieodsianych nazywa¢ b¦dziemy ci¡giem generowanym przez sito. Natomiast ci¡g
a b¦dziemy nazywa¢ ci¡giem selekcji danej procedury odsiewania.
Caªe rozumowanie b¦dzie stanowiªo krok w stron¦ wykazania istnienia niesko«czenie wielu
liczb pierwszych w takich ci¡gach poprzez wykorzystanie pewnej formy twierdzenia Dirichleta
o liczbach pierwszych w ci¡gach arytmetycznych. Jednocze±nie poka»¦, na jakie problemy na-
tra�amy na tej drodze rozumowania, których rozwi¡zanie b¦dzie wymagaªo jeszcze gª¦bszego
zrozumienia powstawania elementów zbiorów usuwanych w procedurze odsiewania. Zagadnie-
nie to b¦dzie stanowiªo cel moich dalszych bada«.

1.2 Przyj¦te oznaczenia

Niech N oznacza zbiór liczb naturalnych (caªkowitych ⩾ 1), a P - zbiór liczb pierwszych.
Zacznijmy od formalnych de�nicji funkcji licz¡cej oraz zbiorów, które b¦d¡ opisywa¢ rozwa»ane
procedury odsiewania.
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De�nicja 1. Niech funkcja π : R × P(N) → N (gdzie P(N) to zbiór wszystkich podzbiorów
zbioru N) dana b¦dzie wzorem

π(x,A) :=
∑
t⩽x
t∈A

1,

tzn. π(x,A) jest liczb¡ wszystkich elementów zbiorów A, które s¡ nie wi¦ksze ni» x.

De�nicja 2. W ramach rozwa»anej procedury odsiewania dla danego ci¡gu selekcji a, niech

B0(a) := N,

Bk(a) := N \
k⋃

i=1

Ai(a) (k ⩾ 1),

Ak+1(a) := {bi : bi ∈ Bk(a), i ≡ 0 (mod ak+1)},

gdzie b1, b2, . . . oznaczaj¡ elementy zbioru Bk(a) w kolejno±ci rosn¡cej.
Innymi sªowy, zbiór Ak+1 skªada si¦ z co ak+1 liczby ze zbioru Bk, czyli wszystkich liczb
pozostaªych po k krokach sita (usuni¦ciu z N zbiorów A1, . . . , Ak).

Dla wygody przyjmijmy oznaczenie zapisu zbioru reszt.

De�nicja 3. Dla dowolnej liczby caªkowitej n ⩾ 1 zapiszemy [n] = {0, 1, . . . , n− 1}.

2 Liczby pierwsze w ci¡gu generowanym przez sito

Aby policzy¢, ile liczb pierwszych znajduje si¦ w ci¡gu utworzonym przez sito, chcieliby±my
wybra¢ pewien ci¡g (xk)

∞
k=1 taki, »e xk → ∞ przy k → ∞ oraz xk < minAk+1 dla ka»dego

k ∈ N i obliczy¢

π(xk, Bk ∩ P) = π(xk,P)−
k∑

i=1

π(xk, Ai ∩ P).

Jak poka»emy, wszystkie zbiory Ak niezale»nie od ci¡gu selekcji skªadaj¡ si¦ z ci¡gów
arytmetycznych. Dlatego naturalnym zdaje si¦ by¢ podej±cie wykorzystuj¡ce twierdzenie Di-
richleta o liczbach pierwszych w ci¡gach arytmetycznych. Przywoªajmy dwa klasyczne wyniki
o asymptotyce liczb pierwszych w ci¡gach arytmetycznych.

Twierdzenie 1. [3] (Twierdzenie Dirichleta) Dla dowolnej liczby caªkowitej dodatniej q i
liczby a wzgl¦dnie pierwszej z q dla zbioru A := {t : t ∈ N, t ≡ a (mod q)} zachodzi zale»no±¢
asymptotyczna

π(x,A ∩ P) ∼ π(x,P)
φ(q)

(przy x → ∞).

Wyra»enie φ(q) oznacza tocjent z liczby q, tzn.

φ(q) := q
∏
p|q
p∈P

(
1− 1

p

)
.
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Twierdzenie 2. [5] (Twierdzenie Siegela-Wal�sza) Dla dowolnej liczby caªkowitej dodatniej
q i liczby a wzgl¦dnie pierwszej z q dla zbioru A := {t : t ∈ N, t ≡ a (mod q)} istnieje staªa

C ∈ R taka, »e dla x ⩾ exp(q
1
2 ) zachodzi

π(x,A ∩ P) =
Li(x)

φ(q)
+O

(
x exp(−C(log x)

1
2 )
)
,

gdzie funkcja Li dana jest przez

Li(x) =

∫ x

2

dt

log t
(x ⩾ 2).

Na±laduj¡c konwencj¦ przyj¦t¡ np. w [3, 4], przez log x oznaczamy logarytm naturalny z liczby
x.

W twierdzeniu 4 udowadniam, »e ka»dy zbiór Ak ma posta¢ {qki+ r : i ⩾ 0, r ∈ Rk}, gdzie
Rk ⊂ [qk], dlatego uzasadnionym byªoby zapisanie

π(xk, Bk ∩ P) = π(xk,P)− σk
1(xk)− σk

2(xk),

gdzie

σk
1(x) :=

k∑
i=1

π(x, {r : r ∈ Ri ∩ P,NWD (r, qi) > 1})

σk
2(x) :=

k∑
i=1

π(x, {r : r ∈ Ri,NWD (r, qi) = 1} ∩ P).

Je±li chcemy korzysta¢ z twierdzenia Siegela-Wal�sza, mo»emy zapisa¢

π(xk, Bk ∩ P) = π(xk,P)− σk
1(xk)− σk

3(xk)− E(xk),

gdzie

σk
3(x) :=

k∑
i=1

#{r : r ∈ Ri,NWD (r, qi) = 1} · Li(x)
φ(qi)

E(x) := σk
2(x)− σk

3(x).

Zauwa»my, »e aby efektywnie skorzysta¢ z twierdzenia Dirichleta, musimy posiada¢ pewne in-
formacje lub przynajmniej dobre oszacowanie na #{r : r ∈ Rk,NWD (r, qk) = 1} dla wszyst-
kich k ⩾ 2. Jest to problem, który wymaga dalszych bada«, poniewa» mo»e on okaza¢ si¦
pomocny w rozstrzygni¦ciu hipotezy istnienia niesko«czenie wielu liczb pierwszych szcz¦±li-
wych. Wst¦pne rozwa»ania pokazuj¡, »e bez dokªadniejszej analizy zbiorów odsiewanych bez-
u»yteczne b¦dzie równie» korzystanie z jakichkolwiek dokªadniejszych oszacowa« (twierdze«
Bombieri-Vinogradova czy Bruna-Titchmarsha) [5].
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3 Sito i ci¡g Flawiusza

Jako pierwszym zajmiemy si¦ ci¡giem Flawiusza. Rozumowanie przedstawione w tym rozdziale
uªatwi rozwa»anie przypadku ogólnego.

De�nicja 4. Ci¡giem Flawiusza nazwiemy ci¡g generowany przez sito o ci¡gu selekcji a =
(ai)

∞
i=1 danym przez ai = i+ 1, i ∈ N.

Zacznijmy od twierdzenia opisuj¡cego struktur¦ zbiorówAk(a) i zarazemBk(a). Dla uprosz-
czenia w ramach tej sekcji nazywajmy je odpowiednio Ak i Bk.

Twierdzenie 3. Niech qk := NWW(1, 2, . . . , k + 1), k ∈ N. Wówczas, dla dowolnego k ⩾ 2
istnieje zbiór Rk ⊂ [qk] taki, »e

Ak = {qki+ r : i ⩾ 0, r ∈ Rk}. (1)

Ponadto

#Rk =
qk

k(k + 1)
. (2)

Przedstawimy dwa dowody powy»szego twierdzenia, pierwszy w oparciu o arytmetyk¦
modularn¡ i nieco skomplikowan¡ indukcj¦, drugi w bardziej konstrukcyjnym duchu.

3.1 Pierwszy dowód twierdzenia 3

Dowód. Poprowadzimy indukcj¦ ze wzgl¦du na k dla trzech twierdze«:

� T1(k): Zbiór Ak jest postaci {qki+ r : i ⩾ 0, r ∈ Rk} \ {0}, gdzie qk, Rk s¡ jak wy»ej.

� T2(k): Zachodzi równo±¢

#Rk

qk
=

1

k(k + 1)
.

� T3(k): Dla dowolnego l ∈ N zachodzi kongruencja

π(l + qk+1, Bk) ≡ π(l, Bk) (mod k + 2),

gdzie qk+1 oraz Bk s¡ zde�niowane jak wy»ej.

Nasze rozumowanie b¦dziemy opiera¢ na bazie indukcji (T1(1), T1(2), T2(1), T3(1)) oraz
trzech krokach indukcyjnych:

� Krok 1: T1(1) ∧ . . . ∧ T1(k) ∧ T2(1) ∧ . . . ∧ T2(k − 1) =⇒ T2(k) (k ⩾ 2).

� Krok 2: T1(1) ∧ . . . ∧ T1(k) ∧ T2(1) ∧ . . . ∧ T2(k) =⇒ T3(k) (k ⩾ 1).

� Krok 3: T1(1) ∧ . . . ∧ T1(k) ∧ T3(k) =⇒ T1(k + 1) (k ⩾ 1).

6



Baza indukcji. Nie trudno jest zauwa»y¢, »e:

� T1(1): Zbiór A1 jest postaci {2i+ 0: i ⩾ 0} \ {0} (q1 = 2, #R1 = 1).

� T1(2): Zbiór A2 jest postaci {6i+ 5: i ⩾ 0} (q2 = 6, #R2 = 1).

� T2(1): Zachodzi równo±¢

#R1

q1
=

1

2
.

� T3(1): Zbiór B1 jest dany przez {2i+ 1: i ⩾ 0}, dlatego

π(l + 6, B1) = π(l, B1) + 3 ≡ π(l, B1) (mod 3).

Krok 1. Zacznijmy od pomocniczych obserwacji. Zbiór Ak skªada si¦ z co k + 1 liczby ze
zbioru Bk−1, dlatego

π(l, Ak) =

⌊
π(l, Bk−1)

k + 1

⌋
=

⌊
l −
∑k−1

i=1 π(l, Ai)

k + 1

⌋
(l ∈ N).

Ponadto, dla ka»dego t ∈ N,

π(tqi, Ai) = t#Ri.

Dzi¦ki temu mo»emy przedstawi¢ liczb¦ π(l + qk, Ak) na dwa sposoby. Z jednej strony

π(l + qk, Ak) = π(l, Ak) + #Rk,

za± z drugiej, skoro qi|qk dla i < k, to

π(l + qk, Ak) =

⌊
l + qk −

∑k−1
i=1 π(l + qk, Ai)

k + 1

⌋
,

=

⌊
l −
∑k−1

i=1 π(l, Ai)

k + 1

⌋
+

qk −
∑k−1

i=1
qk
qi
#Ri

k + 1

= π(l, Ak) +
qk −

∑k−1
i=1

qk
qi
#Ri

k + 1
.

St¡d

#Rk =
qk −

∑k−1
i=1

qk
qi
#Ri

k + 1
.

Korzystaj¡c z zaªo»enia indukcyjnego T2(i) dla i = 1, . . . , k − 1 oraz znanego wzoru otrzyma-
nego przez teleskopowanie sumy

k−1∑
i=1

1

i(i+ 1)
=

k−1∑
i=1

(
1

i
− 1

i+ 1

)
= 1− 1

k
,
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mo»emy zapisa¢

#Rk =
qk −

∑k−1
i=1

1
i(i+1)

qk

k + 1

=
qk

k(k + 1)
.

To dowodzi prawdziwo±¢ implikacji w tym kroku indukcyjnym.

Krok 2. Wyra»aj¡c liczb¦ π(l, Bk) za pomoc¡ liczb postaci π(l, Ai) widzimy, »e

π(l + qk+1, Bk) = l + qk+1 −
k∑

i=1

π(l + qk+1, Ai)

= l −
k∑

i=1

π(l, Ai) + qk+1 −
k∑

i=1

qk+1

qi
#Ri

= π(l, Bk) + qk+1 −
k∑

i=1

qk+1

qi
#Ri.

Korzystaj¡c z T2(i) dla i = 1, . . . , k mo»emy zapisa¢

qk+1 −
k∑

i=1

qk+1

qi
#Ri = qk+1 −

k∑
i=1

1

i(i+ 1)
qk+1

= qk+1 −
(
1− 1

k + 1

)
qk+1

=
qk+1

k + 1
.

St¡d, skoro NWD (k + 1, k + 2) = 1, a liczba qk+1 jest podzielna przez k + 1 i k + 2, to
(k + 1)(k + 2)|qk+1. To dowodzi prawdziwo±¢ kroku indukcyjnego.

Krok 3. Zbiór Ak+1 skªada si¦ z co k + 2 liczby ze zbioru Bk, zatem

l ∈ Ak+1 ⇐⇒ l ∈ Bk ∧ π(l, Bk) ≡ 0 (mod k + 2).

Korzystaj¡c z T1(i) dla i = 1, . . . , k warunek l ∈ Bk mo»emy zapisa¢ jako

l ≡ r (mod qk+1),

gdzie r ∈ R̃k+1 dla pewnego zbioru R̃k+1 ⊂ [qk+1].
Zauwa»my, »e dzi¦ki T3(k) mo»emy stwierdzi¢, »e dla ka»dej reszty t ∈ [k + 2] istnieje zbiór
R(t) ⊂ [qk+1] taki, »e

π(l, Bk) ≡ t (mod k + 2) ⇐⇒ l ≡ r (mod qk+2),

gdzie r ∈ R(t). St¡d warunek π(l, Bk) ≡ 0 (mod k + 2) jest równowa»ny kongruencji

l ≡ r (mod qk+1),
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gdzie r ∈ R(0). Ostatecznie, ª¡cz¡c obie te kongruencje, dochodzimy do stwierdzenia, »e

l ∈ Ak+1 ⇐⇒ l ≡ r (mod qk+1),

gdzie r ∈ R̃k+1 ∩ R(0). St¡d otrzymujemy zbiór Rk+1 = R̃k+1 ∩ R(0). To dowodzi implikacj¦
w kroku 3, co ko«czy dowód twierdzenia.

Uwaga 1. Twierdzenie zostaªo sformuªowane dla k ⩾ 2, poniewa» w szczególnym przypadku
k = 1 musieliby±my uwzgl¦dni¢ niezawieranie si¦ 0 w zbiorze Ak.

3.2 Drugi dowód twierdzenia 3

Dowód. Alternatywny dowód twierdzenia 3 oparty b¦dzie na nast¦puj¡cym opisie poszczegól-
nych kroków procedury odsiewania w sicie Flawiusza. W pierwszym kroku odpowiadaj¡cym
odsianiu co a1 = 2 elementu ze zbioru N, naturalnie jest przedstawi¢ zbiór liczb

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, . . .

w postaci bloków B1,j := {2j − 1, 2j}, j ∈ N, zawieraj¡cych zarówno liczby odsiane jak i
nieodsiane. Ka»dy z bloków ma dªugo±¢ (liczb¦ elementów) równ¡ l1 := 2, a ponadto zawiera
n1 := 1 liczb nieodsianych.

1, 2︸︷︷︸
B1,1

, 3, 4︸︷︷︸
B1,2

, 5, 6︸︷︷︸
B1,3

, 7, 8︸︷︷︸
B1,4

, 9, 10︸︷︷︸
B1,5

, 11, 12︸ ︷︷ ︸
B1,6

, 13, 14︸ ︷︷ ︸
B1,7

, 15, 16︸ ︷︷ ︸
B1,8

, 17, 18︸ ︷︷ ︸
B1,9

, 19, 20︸ ︷︷ ︸
B1,10

, . . .

W drugim kroku odsiewamy co a2 = 3 element. Chcemy skonstruowa¢ bloki B2,j jako sumy
(teoriomnogo±ciowe) ka»dych k2 kolejnych bloków B1,j, tzn.

B2,j :=

3j⋃
t=3(j−1)+1

B1,t, (j ∈ N).

De�niujemy

k2 =
NWW (n1, a2)

n1

.

Dlatego k2 = 3, a dªugo±¢ bloków B2,j wynosi l2 = 6.

1, 2, 3, 4, 5, 6︸ ︷︷ ︸
B2,1

, 7, 8, 9, 10, 11, 12︸ ︷︷ ︸
B2,2

, 13, 14, 15, 16, 17, 18︸ ︷︷ ︸
B2,3

, . . .

Poka»emy, w jaki sposób w ogólno±ci tworzy¢ bloki Bi,j odpowiadaj¡ce i−temu krokowi sita
(i ⩾ 2).
Niech li, ni oznaczaj¡ odpowiednio dªugo±¢ (liczb¦ elementów) i liczb¦ elementów nieodsianych
ka»dego z bloków Bi,j (i, j ⩾ 1). Chcemy, aby bloki Bi,j skªadaªy si¦ z ki kolejnych bloków
Bi−1,j, tzn.

Bi,j :=

kij⋃
t=ki(j−1)+1

Bi−1,t (i ⩾ 2).
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Ponadto liczba nieodsianych elementów w Bi,j ma by¢ mo»liwie jak najmniejsza i jednocze±nie
podzielna przez i+ 1. Dlatego de�niujemy

ki =
NWW (ni−1, i+ 1)

ni−1

(i ⩾ 2). (3)

Jednocze±nie, skoro Bi,j skªadaj¡ si¦ z ki kolejnych bloków Bi−1,j oraz zawieraj¡ wszystkie
elementy nieodsiane z tych bloków oprócz co i+ 1, to

ni = kini−1

(
1− 1

i+ 1

)
= kini−1

i

i+ 1
. (4)

Dzi¦ki tym dwóm równo±ciom dla dowolnego i ∈ N uzyskamy (poprzez iteracj¦)

ni = kini−1
i

i+ 1

= kiki−1ni−2
i

i+ 1
· i− 1

i

= . . .

=
kiki−1 · . . . · k2

i+ 1
.

Jednocze±nie korzystaj¡c z (3) otrzymamy równanie rekurencyjne dla ki, i ∈ N,

ki+1 =
NWW (kiki−1 · . . . · k2/(i+ 1), i+ 2)

kiki−1 · . . . · k2/(i+ 1)
. (5)

Zauwa»my, »e wykazanie równo±ci li = NWW(1, . . . , i + 1) b¦dzie równowa»ne udowodnieniu
ki = NWW(1, . . . , i + 1)/NWW(1, . . . , i) dla wszystkich i ⩾ 2. Skorzystamy tutaj z indukcji
matematycznej. Dla i = 2 widzimy, »e faktycznie k2 = 3. Zaªó»my, »e kj dla j = 2, . . . , i jest
takiej postaci jak powy»ej. Wówczas równanie (5) przybiera posta¢

ki+1 =
NWW (NWW(1, . . . , i+ 1)/(i+ 1), i+ 2)

NWW(1, . . . , i+ 1)/(i+ 1)
.

Zauwa»my, »e liczby i+ 1 oraz i+ 2 s¡ wzgl¦dnie pierwsze, a i+ 1|NWW(1, . . . , i+ 1). St¡d

ki+1 =
NWW (NWW(1, . . . , i+ 1), i+ 2) /(i+ 1)

NWW(1, . . . , i+ 1)/(i+ 1)

=
NWW(1, . . . , i+ 2)

NWW(1, . . . , i+ 1)
.

To ko«czy dowód twierdzenia.

Uwaga 2. Zauwa»my, »e skoro bloki Bi,j s¡ sumami bloków Bi−1,j, z których odsiany zostaª
najwi¦kszy element nieodsiany w kroku poprzednim, to ró»nice mi¦dzy kolejnymi wyrazami
nieodsianymi mog¡ by¢ dowolnie du»e. Dlatego ci¡g Flawiusza nie zawiera »adnego podci¡gu
b¦d¡cego ci¡giem arytmetycznym.

Pierwszy dowód zostaª zaproponowany przez autora, drugi przez opiekuna naukowego.
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4 Struktura uogólnionych sit �awiuszowskich

Jako pierwszemu przyjrzeli±my si¦ situ Flawiusza, w którym mo»emy uzyska¢ bardzo przy-
st¦pny opis zbiorów Ak. Jak poka»emy, w ogólnym przypadku nie b¦d¡ one takie eleganckie,
ale wci¡» mo»emy udowodni¢, »e usuwane zbiory Ak b¦d¡ si¦ skªada¢ wyª¡cznie z ci¡gów aryt-
metycznych o tej samej ró»nicy.

Twierdzenie 4. Dla dowolnego ci¡gu selekcji a zbiór Ak(a) dla k ⩾ 2 jest postaci

Ak(a) = {qki+ r : i ⩾ 0, r ∈ Rk}, (6)

gdzie Rk ⊂ [qk] oraz

qk = a1gk(a)
k−1∏
i=2

ai
ai − 1

,

przy czym ci¡g (gk(a))
∞
k=1 jest dany przez

g1(a) = NWW (a1 − 1, a2)

gk(a) = NWW

((
1− 1

ak

)
gk−1(a), ak+1

)
(k ⩾ 2).

Dowód. Post¦pujemy analogicznie jak w drugim dowodzie twierdzenia 3. De�niujemy bloki
B1,j := {a1(j − 1) + 1, a1(j − 1) + 2, . . . , a1j} oraz

Bi,j :=

kij⋃
t=ki(j−1)+1

Bi−1,t (i ⩾ 2).

Ponadto, niech li, ni oznaczaj¡ odpowiednio dªugo±¢ (liczb¦ elementów) oraz liczb¦ elementów
nieodsianych w blokach Bi,j (j ∈ N). Oznaczamy

ki =
NWW (ni−1, ai)

ni−1

(i ⩾ 2).

Tym razem uzyskujemy

ni = ki · . . . · k2
(
1− 1

ai

)
· . . . ·

(
1− 1

a2

)
, (7)

a st¡d

ki+1 =
NWW

(
ki · . . . · k1

(
1− 1

ai

)
· . . . ·

(
1− 1

a1

)
, ai+1

)
ki · . . . k1

(
1− 1

ai

)
· . . . ·

(
1− 1

a1

) . (8)
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Wyra¹my teraz odpowiednio li,

li = l1kiki−1 · . . . · k2

= a1

i−1∏
j=2

aj
aj − 1

· NWW

(
ki−1ki−2 · . . . · k2

i−1∏
j=2

aj
aj − 1

, ai

)

Zauwa»my, »e pierwsze wyra»enie w NWW wynosi

ki−1ki−2 · . . . · k2
i−1∏
j=2

aj
aj − 1

=

(
1− 1

ai−1

)
NWW

(
ki−2ki−3 · . . . · k2

i−2∏
j=2

aj
aj − 1

, ai−1

)
.

Ponownie, kolejne wyra»enie w NWW jest równe

ki−2ki−3 · . . . · k2
i−2∏
j=2

aj
aj − 1

=

(
1− 1

ai−2

)
NWW

(
ki−3ki−4 · . . . · k2

i−3∏
j=2

aj
aj − 1

, ai−2

)
.

Powtarzaj¡c dostatecznie wiele razy, otrzymamy wyra»enie gi(a).

Zauwa»my teraz, »e znaj¡c ci¡g selekcji a mo»emy wyrazi¢ funkcj¦ licz¡c¡ π(l, Bk) oraz
elementy ci¡gu generowanego za pomoc¡ zªo»enia pewnych funkcji elementarnych. Zªo»enie
funkcji f i g b¦dziemy oznacza¢ przez f ◦ g.

Twierdzenie 5. Rozwa»my ci¡g funkcji fk : R → R, k ∈ N, danych przez

fk(l) = l −
⌊
l

k

⌋
(k ⩾ 2).

Wówczas dla dowolnego k ⩾ 2

π(l, Bk(a)) = fak ◦ fak−1
◦ . . . ◦ fa1(l) (l ∈ N). (9)

Dowód. Zastosujemy indukcj¦ ze wzgl¦du na k. Dla k = 1 zbiór B1(a) de�niujemy jako N z
usuni¦tym co a1 elementem, dlatego

π(l, B1(a)) = l −
⌊
l

a1

⌋
= fa1(l) (l ∈ N).

Zaªó»my, »e zale»no±¢ (9) zachodzi dla pewnego k. Wówczas, skoro zbiór Bk+1(a) skªada si¦ z
elementów zbioru Bk(a) z usuni¦tym co a1 elementem, to

π(l, Bk+1(a)) = π(l, Bk(a))−
⌊
π(l, Bk(a))

ak+1

⌋
= fak+1

(π(l, Bk(a))) = fak+1
◦ fak ◦ . . . ◦ fa1(l).
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Poni»sze twierdzenie wyra»a elementy ci¡gu generowanego przez sito w terminach zªo»enia
funkcji elementarnych.

Twierdzenie 6. Rozwa»my ci¡g funkcji ik : R → R, k ∈ N, danych przez

ik(l) = l +

⌊
l

k

⌋
.

Niech ci¡g (bi)
∞
i=1 b¦dzie ci¡giem generowanym przez sito o ci¡gu selekcji a. Wówczas dla

ka»dego k ∈ N,

bk+1 = ia1−1 ◦ ia2−1 ◦ . . . ◦ iak−1(k) + 1. (10)

Dowód. Zauwa»my, »e dla dowolnego ci¡gu selekcji a przynajmniej k pierwszych wyrazów zbio-
rów Bk(a) i B(a) jest takich samych. Ponadto k−ty element zbioru Bk(a) b¦dzie iak−1(k)−tym
elementem zbioru Bk−1(a). Analogicznie iak−1(k)−ty element zbioru Bk−1(a) b¦dzie iak−1−1 ◦
iak−1(k)−tym elementem zbioru Bk−2(a).
Powtarzaj¡c to rozumowanie dla wszystkich zbiorów Bk−3(a), . . . , B1(a), B0(a) = N otrzy-
mamy »¡dan¡ równo±¢.

Uwaga 3. Mo»liwe, »e b¦dziemy w stanie rozstrzygn¡¢, czy dany ci¡g zawiera niesko«czenie
wiele liczb pierwszych w oparciu o wypracowane równanie (10), ale wst¦pne rozwa»ania poka-
zuj¡, »e dowód hipotezy 2 oparty na arytmetyce modularnej (w duchu twierdzenia Euklidesa)
mo»e by¢ trudny.

Uwaga 4. Dzi¦ki otrzymanym wzorom mo»emy pokaza¢, »e suma σk
1(x) zde�niowana w

rozdziale 2 jest dla dowolnego ci¡gu selekcji a, k ⩾ 2 i x ⩾ 0 równa 0 lub 1 (w zale»no±ci
od tego, czy liczba a1 jest pierwsza). Je±li bowiem miaªaby istnie¢ liczba pierwsza p ∈ Rj

(j ⩾ 2) taka, »e p|qj, to z twierdzenia 4 wynika, »e p jest dzielnikiem przynajmniej jednej z
liczb a1, . . . , aj, a w szczególno±ci p ⩽ aj. Jednocze±nie, skoro liczba minRj jest dokªadnie
aj-tym elementem zbioru Bj−1(a), to, na podstawie wcze±niejszych rozwa»a«,

minRj = ia1−1 ◦ . . . ◦ iaj−1−1(aj) + 1

⩾ aj + 1

> aj.

Dlatego zbiór {r : r ∈ Ri ∩ P,NWD (r, qi) > 1} jest dla i ⩾ 2 zbiorem pustym.

5 Sito i ci¡g liczb szcz¦±liwych

Zajmijmy si¦ drugim sitem zaproponowanym we wspomnianej we wst¦pie pracy [1]. Poniewa»
w poprzednim podrozdziale udowodnili±my pewne wyniki w przypadku ogólnym, rozwa»ania
w tym rozdziale zaprezentujemy w charakterze wniosków.
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De�nicja 5. Ci¡giem liczb szcz¦±liwych nazywamy ci¡g generowany przez sito zadane ci¡giem
selekcji a = (ai)

∞
i=1 okre±lonym rekurencyjnie jak nast¦puje: a1 = 2, ai = min{a : a ∈ Bi−1, a >

ai−1} dla i ⩾ 2. Ci¡g ten oznaczamy przez (si)
∞
i=1.

Uwaga 5. Zauwa»my, »e ci¡g generowany przez sito zadane ci¡giem selekcji a jest jednocze±nie
ci¡giem selekcji, tj. ai = si dla i ⩾ 2.

Wnioskiem z twierdzenia 4 jest poni»sze stwierdzenie.

Wniosek 1. Dla dowolnego k ⩾ 2 zbiór Ak(a) jest postaci

Ak(a) = {qki+ r : i ⩾ 0, r ∈ Rk}, (11)

gdzie Rk ⊂ [qk] oraz

qk = 2gk(a)
k−1∏
i=2

ai
ai − 1

,

przy czym ci¡g (gk(a))
∞
k=1 jest dany przez

g1(a) = NWW (a1 − 1, a2) = 3

gk(a) = NWW

((
1− 1

ak

)
gk−1(a), ak+1

)
(k ⩾ 2).
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