Od trojkgtow
do krzywych stozkowych,

czyli o prostej innej niz wszystkie

Stanistaw Majchrzak

Opiekun pracy:
mgr Dominik Burek

Tarnow 2020



Wstep

Praca ta jest wynikiem kilkumiesiecznych badan nad pewng konfiguracjg geometryczng oraz
konfiguracjami z nig pokrewnymi. W pierwszym rozdziale zdefiniujemy proste & w trdjkacie, a takze
udowodnimy ich wtasnosci. Sprawdzimy, jakie warunki muszg by¢ spetnione, aby pojawiajace sie

w konfiguracji tréjkaty byty podobne. Rozpatrzymy tez zagadnienie w kilku szczegélnych
przypadkach. Na koniec pokazemy zwigzek zdefiniowanych prostych z krzywymi stozkowymi.

Stanistaw Majchrzak
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1. Wstepna konstrukcja

Wiekszos¢ prezentowanych w tej pracy wtasnosci jest dowodzonych dla tréjkata ostrokgtnego, mimo
iz zachodzg dla dowolnego tréjkata nieprostokatnego. Czytelnik przekona sie z tatwoscig, ze dowdd

w przypadku tréjkata rozwartokatnego jest analogiczny.
Oznaczeniel - przez wp, bedziemy oznaczac okrag o $rednicy PQ.

Oznaczenie2 - przez H bedziemy oznaczac ortocentrum AABC.

Zaczniemy od rozpatrzenia pewnej konfiguracji.

Lemat 1.1

Dany jest nieprostokatny trojkat ABC. Na prostych
CH i BH wybieramy odpowiednio takie punkty

Pc, Pg, 2e 4P APg = 90°. Przez punkty B i C
prowadzimy proste réwnolegte do AP, i APg, ktore
przecinajg sie w punkcie X. Wéwczas punkty

Pc, X, Py lezg na jednej proste;j.

Dowdd

Oznaczmy przeciecia prostych BX, CX z APg, AP,
jako K, L odpowiednio. Ponadto niech E, F beda
spodkami wysokosci z B i C. Poniewaz

BX || AP;,CX || APg to 4PcAPg = ABXC = 90°,
wiec B, F, X, E, C lezg na okregu wg.. Zatem
4PgAC = 3ACX = 4EBX oraz 4PcAB = 4ABX =
AFCX. Cowiecej BX L APgiCX 1L AP;. Mamy
zatem AKBPg~ALCA oraz ALCP-~AKBA z cechy
kk. Zauwazmy jeszcze, ze czworokat LXKA jest
prostokatem. Ostatecznie

KX _ AL _ CL_LPc_ LPc

KPg KPg KB  AK Lx’

czyli AP, LX~AXK Py z cechy bkb. Wiec

rys. 2

ALXP; + ALXK + 4KXPp = 90° — ALPcX + 90° + £LPX = 180°

co oczywiscie konczy dowdd.



Pokazemy jeszcze drugi dowdd, ktéry z punktu widzenia tej pracy bedzie miat wieksze znaczenie.
Wymaga on jednak, aby najpierw udowodnic

Lemat 1.2
Przy oznaczeniach z Lematu 1.1 niech Y bedzie rzutem A na prostg P-Pg. Woéwczas 4BYC = 90°.

Dowod

Niech E i F beda spodkami wysokosci z punktéw odpowiednio B i C w tréjkacie ABC. Wéwczas z
oczywistych katéw prostych czworokaty PcAYF i PgAYE sg cykliczne oraz AAPgY ~AP:AY. Zatem
AAEY = AAPgY = AYAP. = 4YFC(, co oznacza, ze punkt Y lezy na okregu opisanym na tréjkacie
ECF, ktérego srednicg jest BC, co koriczy dowdd lematu.

rys. 3 rys. 4

Wracajac do Lematu 1.1 niech X' bedzie drugim obok Y przecieciem wp z prosta P Pg. Wykazanie,
ze BX' || AP; oznaczatoby X' = X, co zakonczytoby dowdd. Zauwazmy, ze

4P.AB = AP-AF = 4P, YF = 4X'YF = 4X'BF = 4X'BA
co koniczy dowéd.

Pokazalismy zatem, ze kazda prosta wyznaczana przez punkty P, Pg znajdujacych sie odpowiednio
na prostych CH, BH (w AABC) i spetniajacych 4P-APg = 90° przecina okrag wg, w dwdch
punktach, ktéorym mozemy przyporzadkowac udowodnione wczesniej wtasnosci.

Odwracajgc dowdd Lematu 1.2 mozna tatwo udowodni¢ twierdzenie odwrotne, mianowicie jesli
przez punkt Y lezgcy na wp. poprowadzimy prostg prostopadta do AY, ktéra przetnie proste CH i BH
w punktach P, i Pg to 4P:APg = 90°. Pozwala to przyjaé pewne definicje.



Definicja 1.
Dany jest AABC. Prostg ¢ AABC nazwiemy prosta, dla ktérej zachodzi

£(CHN&)ABH N &) = 90°

(pierwszy podany wierzchotek tréjkata oznacza wierzchotek kata prostego).

rys. 5

Definicja 2.

Niech k bedzie prostg ¢ AABC. Przez X (k) bedziemy oznacza¢ punkt na k spetniajacy wtasnosé
punktu X z Lematu 1.1, a przez Y (k) bedziemy oznacza¢ punkt na k spetniajgcy wtasnos¢ punktu Y
zlematu 1.2.



Rozpatrzmy nastepujaca konfiguracje. Niech proste AP i APg przecinajg proste BH i CH w punktach
Pg'' oraz P;"'. Wéwczas z Lematu 1.1 prosta Pg'' P przecina wge w sposéb analogiczny do prostej
P.Pg. Niech tymi punktami bedg X"', Y"'. Warto przyjrze¢ sie blizej zaleznosci miedzy punktami X, Y
oraz X", Y".

Lemat 1.3
Dla danej konfiguracji nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) Punkty A, Pc, Pg'' s3 wspétliniowe
(2) Czworokat BXCX'' to prostokat
(3) Punkty A4, X,Y" sg wspétliniowe
(4) Punkty A,Y, X" sg wspétliniowe

Dowdd

Rownowaznosc¢ pierwszych dwdch wynika z odpowiednich réwnolegtosci z Lematu 1.1. Warunki (3)
i (4) sa rbwnowazne temu, ze XX"' to $rednica okregu wpg, co jest rdwnowazne (2).

rys. 6

Na koniec tego rozdziatu pokazemy zastosowanie wykazanych wtasnosci, rozwigzujgc pewne zadanie,
ktdre zaprowadzi nas do dalszych wnioskdw.



Zadanie 1
Rozwazmy jeszcze raz konfiguracje z Lematu 1.1. Na prostych AB i AC wybieramy takie punkty K, L,
ze HK || APg oraz HL || AP;. Wykaza¢, ze punkty K, X, L sg wspdtliniowe.

Rozwigzanie A

Z zatozenia o odpowiednich réwnolegtosciach
wiemy, ze A(HK,HL) = 4(APg, AP;) = 90°.
Zauwazmy, ze poniewaz CH L AB oraz BH 1 AC, to
punkt A jest ortocentrum AHBC. Oznacza to, ze
prosta KL jest prostg £ AHBC. Korzystajac drugi raz
ztego,ze HK || AP i HL || AP; oraz Lematu 1.1
dostajemy X(KL) = X(PgP.), co korczy dowdd.

rys. 7

Whiosek
Dla dowolnego punktu A4, lezagcego w jednej z potptaszczyzn wyznaczanych przez prostg BC, bierzemy

taka prosta £ AABC, ktdra przecina potprosta CH w takim punkcie P, ze wszystkie proste AP sg do
siebie rownolegte. Wtedy wszystkie te proste ¢ majg wspdlny punkt X (&).

2. Konstrukcja z podobieristwem

Ciekawym zagadnieniem jest rozpatrzenie takich prostych ¢ AABC, ktéra przecina proste CH, BH
w takich punktach P, Pg, ze tréjkaty P APg s podobne. Zaczniemy od udowodnienia spostrzezenia,
ktore opisuje

Lemat 2.1

Dana jest prosta BC. Dla kazdego punktu A4, lezgcego w jednej z potptaszczyzn wyznaczanych przez
prostg BC, na potprostych CH wybieramy takie punkty P, ze prosta ¢ dla odpowiedniego tréjkata
ABC, przechodzaca przez ten punkt, tworzy z prostg AP ustalony kat ostry. Wéwczas wszystkie takie
proste & sg wspotpekowe.

Dowodd

Spdjrzmy na rys 3 . tatwo zauwazy¢ przenoszac katy, ze AYBC = 4£APgP.. Z Lematu 1.2

4ABYC = 4P-APg = 90°, wnioskujemy zatem, ze tréjkaty P-APg, CYB s3 podobne i przeciwnie
zorientowane z cechy kk. Zatem kat jaki tworzy prosta § AABC z prosta AP zalezy wytgcznie od
potozenia punktu Y (§) na wgc, tzn £(AP¢, &) = 4Y(&)CB. Poniewaz na wg, mozna wybraé tylko
jeden punkt lezacy w tej samej pétptaszczyznie co punkt A wyznaczanej przez prostg BC, spetniajacy
ten warunek kgtowy, to jest on punktem Y (¢) dla wszystkich rozwazanych prostych, co konczy
dowad.



W powyzszym lemacie nie trzeba sie ogranicza¢ do jednej potptaszczyzny wyznaczanej przez prosta
BC. Podobnie zatozenie o wyborze punktu P- na zorientowanej pofprostej nie jest konieczne.
Woweczas wszystkie rozwazane proste ¢ przechodzityby przez wybrany tak jak wyzej punkt Y lub
przez punkt Y’, ktéry jest odbiciem symetrycznym punktu Y wzgledem prostej BC. W oczywisty
sposob Y’ lezy na wg(, a rownos¢ BY = BY' zachowuje zatozenie o kacie wpisanym. Oznacza to, ze
prosta & punktu Y’ w AABC przetnie proste CH, BH w takich punktach S, T, ze tréjkaty PcAPg i SAT
sg podobne i przeciwnie zorientowane. Okazuje sie, ze ma ona dodatkowg wtasnos¢

Lemat 2.2

Dany jest AABC. Dowolna prosta ¢ tego tréjkata przecina proste CH, BH w punktach P, Pg. Niech
P(, Pg' beda odbiciami tych punktéw wzgledem punktéw C, B odpowiednio. Wéwczas prosta P;'Pg’
jest prostg é AABC oraz trojkaty P-APg i P;'APg' sg podobne i przeciwnie zorientowane.

rys. 8

Dowdd

Niech A;, A, beda odbiciami punktu A wzgledem odpowiednio punktéw B i C. Wtedy czworokaty
APgA,Pg' oraz AP;A, P, sg rownolegtobokami. Teza jest rownowazna temu, ze £P;APg = 90°.
Poniewaz APg' || PgA, i AP;' || PcA, to 4P.APg = £(PgA4, PcA;), wiec pokazemy, ze PgA; L P;A,.
Rozwazmy jednoktadnos¢ o srodku w A i skali % Przeprowadza ona punkty A;, A, na B, C oraz P, Py
na M, N - $rodki odcinkéw odpowiednio AP i APg. Wystarczy pokaza¢, ze BN L CM. Niech Q bedzie
okregiem dziewieciu punktéw AP.APg. W oczywisty sposob lezg na nim punkty M, A, N, Y (§). Niech
P bedzie drugim obok Y (¢) punktem przeciecia Q i wgc. Pokazemy, ze P jest punktem przeciecia
prostych BN i CM. Zauwazmy, ze

ANPY(E) = 4Y(§)APy = 4AP.Y (&) = 4AFY(§) = 180° — 4Y(§)FB = 180° — Y (£)PB

co daje wspodtliniowosé punktdw N, P, B. Analogicznie pokazujemy, ze M, P, C sg wspodtliniowe.



rys. 9 rys. 10

Zanim wykazemy podobienstwo pokazemy

Lemat 2.3
Dany jest AABC. Dowolna prosta ¢ tego tréjkata przecina proste CH, BH w punktach P, Pg.
Woweczas AB - AC = CP. - BPg.

Dowod

Zauwazmy, ze ACP; = 4ABPy = 90° — ABAC. Poniewaz teza jest rownowazna temu, ze

% = il—};‘: pokazemy, ze AACP-~APgBA. Niech E bedzie spodkiem wysokosci z punktu B w AABC.
B

Z Lematu 1.2 wiemy, ze czworokat AY (§)E Py jest cykliczny, zatem AY (§)AE = 4Y(§)PgE, a
poniewaz APgAY (§)~AAP:Y (&) to 4P AY (&) = 4£APgY (£), co daje 4P-AC = £APgB, czyli teze.

AP AC . ; .
—£ = ~— zatem zostaje pokaza¢, ze

Z podobienstwa pokazanego w Lemacie 2.3 wiemy, ze
AP BPg

AP/ _ i . . _ ’ r__ o
27s — By Poniewaz 4P APy = 4Pg AP, = 90°, to

4Py AP, = P,'APy i 4PLAB + ACAP} = 90° — 4BAC.
Zauwazmy, ze 4Pg'BA = 4P;'CA = 90° + A£BAC, wiec z sumy katéw w APg'BA i AP;'CA mamy
4BPg'A = 4CAP;' i 4Pg'AB = 4CP;'A, zatem APg'BA~AACP.'. Z tego podobieristwa dostajemy

APc1 AC AC . .
—£ = — == co konAczy dowdd.
APBI PBIB BPB



rys. 11

W powyzszej konfiguracji warto zwréci¢ uwage na jeszcze jedng rzecz. Poniewaz tréjkaty P APg

i P.'APg' sg przeciwnie zorientowane, to proste P;Pg oraz P.'Pg' tworzg odpowiednio z prostymi
AP i AP;' ten sam kat ostry. Patrzac na komentarz pod Lematem 2.1 dochodzimy do wniosku, ze
punkty Y (P;Pg) oraz Y (P;'Pg") sa symetryczne wzgledem prostej BC.

Okazuje sie, ze istnieje jeszcze jedna prosta & AABC, ktéra przetnie proste CH, BH w takich punktach
S, T odpowiednio, ze trojkaty PcAPg i TAS s podobne i przeciwnie zorientowane.

rys. 12

Oznaczmy Y (¢) = Y (P.Pg) oraz punkt Y; (¢) taki, ze proste Y (&)Y; (&) i BC sa rownolegte. Niech S, T
beda przecieciami prostej prostopadtej do AY; (&) przez punkt Y; (¢) Z Lematu 2.1 wiemy, ze
3Y(§)CB = A4PgP:A oraz 4Y;(§)BC = 4STA. Z drugiej strony, poniewaz BC || Y (&)Y, (§), to

B?@) = C?l(\f), czyligY (§)CB = 4Y,(¢)BC, co daje 4Pz P A = ASTA. Prosta ST jest oczywiscie
prostg € AABC, wiec 4SAT = 90°, zatem AP APgz~ATAS.

10



Teraz dla prostej ¢ AABC mozemy skonstruowac takg inng prostg ¢ tego tréjkata, ze trojkaty
powstate z punktu A oraz przecieé tych prostych z dwiema prostymi BH, CH bedg podobne spiralnie.
Dla punktu Y (&) wystarczy wybraé taki punkt Y’ na wg(, ze prosta § AABC, przechodzaca przez
punkt Y’, utworzy przecinajac wysokosci trojkata trojkat podobny i przeciwnie zorientowany do
wyznaczanego przez wyjsciowq prostg ¢ AABC. Taki punkt umiemy wybrac na dwa sposoby.
Nastepnie postepujemy analogicznie dla punktu Y’'. W rezultacie otrzymamy tréjkat podobny
spiralnie z wyjsciowym.

Ostatecznie otrzymaliSmy pewng wtasnos¢, ktdrg mozemy opisaé

Lemat 2.4

Rozwazmy takie proste £ AABC, ktére przecinajg proste CH i BH w takich punktach P, Pg
odpowiednio, ze tréjkaty AP-Pg sa podobne i oznaczmy je kolejno k, [, m, n. Wtedy czworokat
Y(K)Y(D)Y(m)Y (n) jest prostokgtem.

A 1
1
I
I
I
I
1
1
1
I
I
:

V() i v()
|
I
I
|
1
I
I
:

B X C

1
1
I
I
I
|
|
1
:
!

Y{) : Y(m)

Dowod

Z poprzednich spostrzezen wiemy o istnieniu co najmniej czterech takich prostych (lub dwdch jesli
jedna prosta przechodzi przez érodek tuku BC). tatwo zauwazy¢, ze nie moze by¢ ich wiecej,
poniewaz istnieja tylko dwa takie punkty Y na wp, ze kat wpisany na tuku BY jest ustalony. Wybér
tych punktow jest symetryczny wzgledem symetralnej BC, zatem istniejg dokfadnie cztery takie
punkty (lub dwa jesli sg to $rodki tukéw BC), a prostych jest tyle samo ile tych punktéw. Ostatecznie
rozwazany czworokat jest cykliczny oraz ma dwie osie symetrii, ktdrymi sg BC oraz symetralna
odcinka BC, co oznacza, ze Y(k)Y(1)Y(m)Y (n) to prostokat.

Whiosek

Jesli proste k, [ sg prostymi & AABC oraz przecinajg proste CH, BH w takich punktach S, T iU,V
odpowiednio, ze trojkaty AST i AUV sg podobne spiralnie, to punkty Y (k), Y (I) sg symetryczne
wzgledem srodka odcinka BC.

11



3. Szczegdlne konfiguracje

W tej czesci zajmiemy sie pewnymi konfiguracjami
geometrycznymi, w ktorych pojawiaja sie proste &
tréjkatéw lub majg one pewng witasnosc.

Konfiguracja 1

Prosta ¢ AABC przecina proste CH, BH w takich
punktach P, Pg, ze P, Pg s sprzezone izogonalnie
w kacie ABAC. Wdwczas punkty X(§),Y(§) sa
sprzezone izogonalnie w kacie 4 BAC.

Dowsd rys. 14

Pokazemy, ze X (), Y (§) sa izogonalnie sprzezone w AP APg. Poniewaz prosta AY (¢) jest
wysokoscig w AP APy opuszczong z kata prostego, trzeba pokazaé, ze X (&) jest srodkiem P Pg, czyli
srodkiem okregu opisanego na AP-APg, bo srodek okregu opisanego na tréjkacie jest sprzezony
izogonalnie z ortocentrum tego tréjkata. Wiemy, ze £P-AB = ACAPg, czyli AP AB = 45° — §Z$BAC.
Oznaczmy przez P;, P, punkty przeciecia okregu o srodku w C i promieniu CA z prosta CH.

4Py AP, = 90°, a z twierdzenia o kacie srodkowym £AP,P; =~ 4ACP, = 45° — > 4BAC = 4P, AB
(ostatnia rownos¢ wynika z P;C L AB). Zatem P; = P, oraz punkt Py lezy na prostej AP,. Przez
analogie wnioskujemy, ze BPz = BA. Poniewaz A, Pg, P, sg wspdtliniowe, to CX(&) || AP,, wiec

z twierdzenia o linii Srodkowej w trdjkacie CX (&) potowi AP, ale CP; = CA, zatem CX (&) jest
symetralng AP,. Analogicznie BX (&) jest symetralng APg. Ostatecznie X (&) jest faktycznie srodkiem
okregu opisanego na AP-APg, co korczy dowdd.

rys. 15

12



Konfiguracja 2
Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbudowano po zewnetrznych stronach kwadraty ABRS i ACTU.
Wéwczas prosta RT jest prostg &£ AABC, ktorej punkt X (&) pokrywa sie ze srodkiem odcinka RT.

Dowdd

Aby pokazaé pierwszg czes¢ wystarczy udowodnié, ze rzut A na prostg RT lezy na wg. Pokazanie
drugiej czesci jest rownowazne pokazaniu, ze srodek odcinka RT lezy na wg. i na ogot nie jest rzutem
A naRT (chyba, ze X(RT) = Y(RT) ).

Lemat 3.1
Proste RT, BU, CS sg wspotpekowe.

Dowdd

Rozwazmy obrét 0 90° o srodku w punkcie A. Wéweczas punkt S przejdzie na B, a C na U, zatem
odcinek CS przejdzie na odcinek BU, wiec BU L CS. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych
BU, CS. Pokazalismy, ze P lezy na okregu w y opisanym na ACTU oraz okregu wgg opisanym na
ABRS. Wiemy, ze Srednicg pierwszego z tych okregéw jest rdwniez AT, a drugiego AR. Ostatecznie
AZAPR = 4APT = 90°, czyli P lezy na RT.

Lemat 3.2
Niech M bedzie srodkiem odcinka RT. Wéweczas tréjkat BMC jest prostokatny rownoramienny.

Dowod

Z twierdzenia o trzech obrotach dla szesciokata RBACTM, teza.

LA

rys. 17

U

—
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Punkt P z Lematu 3.1 jest rzutem A na RT ilezy na wgc, tak jak punkt M z Lematu 3.2, ktéry nie
zalezy od potozenia punktu P, co chcieliémy udowodni¢. Zauwazmy jeszcze, ze punkt X (RT) jest
$rodkiem tuku BC okregu wp. oraz z Lematu 1.3 prosta AY (RT) przecina ten okrag w drugim $rodku
tuku BC zatem X(RT) = Y(RT) © AB = AC.

Analogiczny dowdd mozna przeprowadzié, kiedy oba kwadraty zbudowane sg po wewnetrznych
stronach. Srodek odcinka R'T’ bedzie wtedy drugim obok M $rodkiem tuku BC okregu wp(.
Spostrzegliémy wczesniej, ze z Lematu 1.3 prosta AP przecina ten okragg w odbiciu punktu M
wzgledem $rodka BC, czyli w drugim $rodku tuku. Teraz wiemy, ze drugim $rodkiem tuku jest M’,
wiec punkty A, Y(RT), X (R'T") sg wspétliniowe. Ponownie z Lematu 1.3 jesli oznaczymy przez Q,
przeciecie RT z wysokoscig AABC z punktu C oraz Q, przeciecie R'T' z wysoko$cig AABC z punktu B,
to punkty 4, Q1, Q, sa wspdtliniowe.

14



Zadanie 2

W AABC prosta CP jest wysokoscig, przy czym prosta AP jest réwnolegta do dwusiecznej kata
4ABC. Niech K, L beda punktami stycznosci okregu wpisanego w AABC z bokami AB, AC
odpowiednio. Oznaczmy przez M, N $rodki BC, CA. Pokaza¢, ze KL, MN oraz prosta £ AABC
przechodzgca przez punkt P sg wspotpekowe.

Rozwigzanie rys. 19

Sprawdzimy, Ze te proste przecinaja sie na wg. Gdyby tak byto, to proste KL i MN przecinatyby ten
okrgg w tym samym punkcie co dwusieczna kata £4ABC, co wynika z Lematu 1.1.

Lemat 3.3
Dwusieczna kata £ ABC przecina prostg KL w punkcie R. Wéwczas 4BRC = 90°.

Dowod

Niech I bedzie Srodkiem okregu wpisanego w AABC. Poniewaz 4ILC = 90° teza lematu jest

A rownowazna pokazaniu, ze czworokat CILR jest
cykliczny. Oznaczmy%AABC =qa oraz%AACB = f.
Wtedy 4CIR = a + 8. Zauwazmy, ze ARLC =
ALK = 90° —%(180° —a—p) =a+p, gdze
pierwsza réwnosc to katy wierzchotkowe, a druga
wynika z tego, ze AK = AL, o czym mowi ham
najmocniejsze twierdzenie planimetrii. Z réwnosci
katéw dostalismy cyklicznos¢ CILR, czyli teze
PAC lematu.

rys. 20

Z Lematu 3.3 wnioskujemy, ze M jest sSrodkiem okregu opisanego na ABRC (trdjkat jest prostokatny,
a M to srodek przeciwprostokatnej), zatem przy oznaczeniach z Lematu 3.3 4RMC = 2a = 4ABC,
czyli AB i RM sg rdwnolegte. Z twierdzenia o linii Srodkowej w tréjkgcie N lezy na RM, co konczy
rozwigzanie.

Konfiguracja 3

W AABC 4BAC = 45°. Niech H,, H, oznaczaja odbicia ortocentrum H tego tréjkata wzgledem
prostych AB, AC odpowiednio. Wéwczas prosta H; H, jest prostg & AABC, przy czym Y(H,H,) jest
srodkiem okregu opisanego na AABC. Ponadto H, H, jest réwniez prostg ¢ AHBC.
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Dowod

4H,AB = ABAH = 90° — 4ABC = 4£H,CB, zatem H; lezy na okregu opisanym na AABC.
Analogicznie H, rowniez. Zauwazmy, ze 4BAH + 4HAC = 45° oraz z symetrii H;AB = 4BAH

i 4CAH, = AHAC, wiec 4H,AB + 4CAH, = 45°, zatem £H,AH, = 90°, czyli H;H, jest srednica
okregu opisanego na AABC. W szczegdlnosci Srodek okregu opisanego lezy na tej prostej. Ponownie
z symetrii AH; = AH = AH,, wiec rzut A na odcinek H; H, jest jego $rodkiem, czyli sSrodkiem okregu
opisanego na AABC. Niech K, L bedg punktami przeciecia prostej H;H, z AB, AC odpowiednio.
Pokazanie, ze H; H, jest prostag £ AHBC jest rownowazne pokazaniu, ze 4KHL = 90°. tatwo
zauwazy¢, ze 4BHC = 135°. Pokazemy, ze AKHH, + 4LHH, = 45°. Korzystajac z symetrii i
przenoszac katy po okregu mamy AKHH; + 4LHH, = 4KH,H + 4LH,H = 4CAH + 4BAH = 45°,
co konczy dowadd.

rys. 21

Zadanie 3

Niech K bedzie punktem na boku BC AABC. Oznaczmy przez I, 11, I, srodki okregdw wpisanych w
trojkaty ABC, ABK, AKC odpowiednio. Prosta przechodzaca przez I réwnolegta do I, K przecieta
odcinek BC w punkcie L. Pokaza¢, ze prosta I; L jest prostopadfa do dwusiecznej kata £ACB.
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Rozwiqzanie

Lemat 3.4
W AABC punkt X jest punktem stycznosci okregu wpisanego w ten tréjkat do boku AB. Wdéwczas

AX = %(AB +AC — BC)
Dowdd

Oznaczmy pozostate punkty stycznosci z bokami AC, BC jako Y, Z. Z najmocniejszego twierdzenia
planimetrii wiemy, ze AX = AY,BX = BZ,CY = CZ. Zatem

AB +AC—-BC =AX+BX+AY +CY —BZ —(CZ = 24X

Lemat 3.5
Oznaczmy przez S, T, U punkty stycznosci okregdw wpisanych w tréjkaty ABC, ABK, AKC z prosta
BC. Wobwczas KU = ST.

Dowdd

Korzystajgc z Lematu 3.4 dostajemy

1
KU == (CK + AK — CA)

1 1
ST = BS — BT = (BC + AB — CA~ BK — AB + AK) = - (CK + AK — CA)

A

rys. 23

Zauwazmy teraz, ze I, I, lezg na dwusiecznych katow przylegtych AKB i 4AKC, wiec
4LKB = 4AKB = 90° — 2 8AKC = 90° — £1,KC oraz 41, KI, = 90°.

Poniewaz 41, TK = 41,UK = 90°, to z cechy kk mamy podobienstwo tréjkatow AI; TK~AKUI,,
zatem % = f—U Zlematu3.5KU = STiTK = ST + SK = SU. Wstawiajgc w uzyskany iloraz
2
dostajemy L = 2L & T = SU e AL TS~ASUIL,. Stad 41,SU = AT1,S = 90° — 41,ST. Zatem
SU LU ST LU
41,51, = 90° = 41, K1, czyli czworokat I, ;K S jest wpisany w okrag wy, ;,. Oznacza to, ze prosta BC
jest prostg € AILL 1, wktérej S = Y(BC),K = X(BC). Poniewaz L lezy na BC oraz IL || I,K to prosta

I; L zawiera wysokosc tréjkata 111, co oczywiscie koriczy rozwigzanie.
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Zadanie 4

Trapez ABCD, w ktérym AB || CD, jest wpisany w okrag w o srednicy AB. Punkt P lezy poza w.
Prosta k prostopadta do PD przechodzi przez punkt D i przecina w po raz drugi w punkcie E.
Zatézmy ponadto, ze punkty P, C, E s wspdtliniowe. Niech proste AP, BP przecinaja w po raz drugi
w punktach M, N odpowiednio. Prosta k przecina proste AN, BM w S, X. Prosta [ prostopadta do PC
przechodzi przez C i przecina proste k, BM, AN w T, U, Y. Pokazaé, ze symetralna odcinka XY jest
styczna do okregu opisanego na ASTU.

Rozwiqzanie

Z Lematu 1.2 wiemy, ze prosta k jest prostg ¢ APAB, gdzie D = Y (k). Zatem E = X (k). Z drugiej
strony prosta [ rowniez jest prostg ¢ APAB, gdzie C = Y (1). Zauwazmy, ze proste BM, AN zawieraja
wysokosci trojkata PAB, przy czym prosta k przecinajew X, S, aprostalw U, Y. Zatem z Lematu 1.3,
poniewaz P, C, E sg wspodtliniowe, to X, P,Y oraz P, S, U réwniez. Ponadto, poniewaz CD || AB, to
tréjkaty PXS i PYU sg podobne przeciwnie zorientowane. Stad 42TSU = 4PSX = 4PUY oraz

4PXS = APYU, zatem tréjkaty XTY i STU sg rownoramienne, co oznacza, ze punkt T lezy na
symetralnej XY oraz jest $rodkiem jednego z tukéw ST okregu opisanego na ASTU. Co wiecej

4XPS = 90° z definicji prostej &, wiec prosta PS jest rownolegta do symetralnej XY . tatwo
sprawdzié¢, ze prosta rownolegta do boku tréjkata, przechodzaca przez srodek tuku okregu opisanego
na tym trdjkacie, wyznaczonego przez ten bok, jest styczna do tego okregu, co konczy rozwigzanie.

rys. 25
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4. Kilka uogdlnien

Przyjeta do tej pory definicja prostej & w trojkacie obowigzywata dla tréjkatéw nieprostokatnych.
Sprawdzenie, ze przyjeta definicja prostej ¢ AABC, gdzie AABC jest prostokatny, ale ABAC # 90°
zachowuje dowiedzione wtasnosci prostej & nie jest niczym trudnym (kazdy dowéd przebiega

analogicznie). Definicja ta jednak traci sens, kiedy 4 BAC jest prosty (wéwczas bytaby to kazda prosta

ptaszczyzny!). We wprowadzeniu tej definicji korzystne bedzie spojrzenie na problem tak, jak na
Lemat 1.2. Udowodnijmy zatem

Lemat 4.1

W AABC 4BAC = 90°. Przez punkt P # A na okregu opisanym na tym trdjkacie przechodzi prosta k

i jest prostopadta do AP. Wéwczas wszystkie uzyskane proste k majg punkt wspolny.
Dowdd

Oznaczmy przez A’ punkt antypodyczny do A. Poniewaz AP 1 k, to prosta k przetnie po raz drugi
okrag w punkcie A’ lub bedzie do niego styczna jesli P = A’, zatem wszystkie proste k maja punkt
wspdlny A'.

rys. 26

Definicja 3
W AABC 4BAC = 90°. Prostg ¢ AABC nazwiemy prosta, ktéra przechodzi przez punkt A’
antypodyczny do A.

Zauwazmy, ze jesli £BAC jest prosty, to Srodek odcinka BC jest srodkiem okregu opisanego na
AABC, wiec punkt A’ jest odbiciem punktu A wzgledem tego $rodka. Wynika z tego, ze czworokat
ABA'C to prostokat, zatem ma parami rownolegte boki. Oznacza to, ze punkt A’ spetnia teze
Lematu 1.1, wiec dla tak przyjetej prostej £ AABC Definicja 2 jest poprawna.

Przekonamy sie, ze przyjete definicje sg poprawne réowniez dla tréjkatéw zdegenerowanych do
prostych.
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Lemat 4.2

Na prostej dane sg trzy punkty A, B, C. Na prostych prostopadtych do prostej BC w punktach B i C
wybrano takie punkty Pg, P¢, ze 4Pg AP, jest prosty. Wéwczas rzut A na Pz P, lezy na okregu wg,.
Ponadto jesli przez X oznaczymy drugie przeciecie prostej PgPr z wgc to AP; || BX i APy |l CX.

Dowod

Oznaczmy przez Y rzut A na PgP.. Poniewaz 4PgBA = 4AY P = 4ACP, = 90°, to czworokaty
AYPgB, AYP;C sg cykliczne. Zatem AYBC + 4YCB = 4£APgY + £AP;Y = 90°, wiecY lezy na wp.
Teraz poniewaz 4YP;A = 4YCA = ABXPg AP; || BX, co daje rowniez Py || CX, co konczy dowéd
(rys. 27, rys. 28 dla przypadkow kiedy punkt A jest wewnatrz lub na zewnatrz odcinka BC).

]
-0

rys. 27 rys. 28

Zastanowmy sie jeszcze, jak skonstruowac prostg € AABC przechodzacy przez dowolny punkt P.
W mysl Lematu 1.2 oznaczmy przez Y3, Y, punkty przeciecia okregdéw wyp i wgc. Wtedy

AAYlp - AAsz == 900,

wiec z Lematu 1.2 proste PY; oraz PY, sg prostymi ¢ AABC. Poniewaz dwa okregi przecinajg sie w
maksymalnie dwdch punktach, to przez punkt P mozemy poprowadzi¢ co najwyzej dwie takie proste.
Wiemy tez jednak, ze dwa okregi mogg miec jeden punkt wspdlny (sg styczne) lub moga sie nie
przecinaé. Oznacza to, ze dla pewnych punktéw P mozemy poprowadzi¢ dwie proste & przez niego
przechodzace, dla innych jedng, a dla ostatnich taka prosta nie bedzie istnie¢. Zdefiniujmy wiec dla
jakich punktéw nie mozna takiej prostej wyznaczy¢, a dla jakich mozna.

Lemat 4.3

W trdjkacie rozwartokatnym ABC kat przy wierzchotku A jest rozwarty. Wéwczas miejscem

geometrycznym punktéw P, dla ktdrych okregi w,p i wpc 3 roztaczne, jest wnetrze elipsy, ktorej
jednym z ognisk jest punkt A.

Dowod

Rozwazmy elipse g, ktdérej jednym z ognisk jest punkt A, a okregiem wielkim jest wp (taka elipsa
istnieje, poniewaz punkt A lezy wewnatrz okregu wpgc, co wynika z tego, ze ABAC jest rozwarty).
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Wiemy, ze miejscem geometrycznym rzutow prostokatnych ogniska elipsy na jej styczne jest okrag
wielki tej elipsy. Innymi stowy, jesli przez R oznaczymy punkt wspdlny okregdw w p i wgc, dla
pewnego punktu P, to prosta PR bedzie styczna do €. Zatem okregi te bedg roztgczne kiedy z punktu
P nie bedziemy mogli poprowadzi¢ stycznych do ¢, czyli kiedy P znajduje sie w jej wnetrzu.

rys. 29

Lemat 4.4
W AABC kat przy wierzchotku A jest ostry. Wéwczas miejscem geometrycznym punktow P, dla
ktorych okregi wyp | wge 53 roztaczne, jest wnetrze hiperboli, ktérej jednym z ognisk jest punkt A.

Dowod

Niech A’ bedzie odbiciem symetrycznym punktu A wzgledem $rodka odcinka BC. Rozwazmy
hiperbole 1 o ogniskach A, A" i statej BC. Wtedy 0, $rodek odcinka BC, jest $rodkiem tej hiperboli.
Wiemy, ze miejscem geometrycznym rzutdw prostokatnych ogniska tej hiperboli na jej styczne jest
okrag o srodku w O i promieniu %BC, czyli wge. Znaczy to, ze jedli R bedzie punktem wspdlnym
okregéw wyp i wge, dla pewnego punktu P, to prosta PR bedzie styczna do 1. Wiec okregi te beda
roztgczne jesli punktu P nie bedziemy mogli poprowadzi¢ stycznych do 1, czyli jesli P znajduje sie
w jej wnetrzu.

rys. 30

21



Whiosek

Zauwazmy, ze Y (&) dla prostej ¢ AABC zawsze lezy na wg i jest rzutem punktu A, czyli ogniska
rozwazanych stozkowych, na tg prosty. Oznacza to, ze kazda prosta £ AABC jest styczna do tej
stozkowej.

Tym samym sprowadziliSmy nasz problem do rozpatrywania wytgcznie punktu i okregu, poniewaz
stycznos¢ prostej do odpowiedniej stozkowej nie zalezy od wyboru srednicy danego okregu.
Bezposrednio z udowodnionych wtasnosci wynikajg nastepujgce obserwacje

(1) Jesli prosta k jest prostg § AABC, to jest tez prostg ¢ AA'BC, gdzie A jest symetryczny do
punktu A wzgledem $rodka odcinka BC, poniewaz elipsa i hiperbola majg dwa ogniska
symetryczne wzgledem ich $srodka symetrii. Ponadto punkt X (k) dla tréjkata ABC jest
punktem Y (k) dla tréjkata A'BC oraz punkt Y (k) dla tréjkata ABC jest punktem X (k) dla
trojkata A'BC.

(2) Jesli prosta k jest prostg ¢ AABC, to jest tez prostg ¢ AAST, gdzie odcinek ST jest dowolna
$rednicy okregu wpc.

(3) Dana jest prosta & AABC. Miejscem geometrycznym punktéw P, takich, ze dana prosta jest
prostg ¢ APBC jest AY (&) U [, gdzie [ jest prostg réwnolegta do AY (¢) przechodzgcy przez
punkt X (&). Zaiste, poniewaz rzut punktu P na dang prostg musi leze¢ na wp jest
warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, wiec bedga to proste prostopadte do danej,
przechodzace przez jej punkty przeciecia z wgc.

Rownowazne obserwacji (3) jest nastepujace twierdzenie: Prosta k przecina okrqg o srodku w O

w punktach X,Y. Wowczas miejscem geometrycznym ognisk krzywych stozkowych, ktorych srodkiem
symetrii jest punkt O stycznych do prostej k i danego okregu jest suma m U n, gdzie m,n sq prostymi
prostopadtymi do k przechodzqgcymi przez punkty X, Y.

Lemat 4.5

Dana jest krzywa stozkowa o ogniskach F;, F, i statej 2a. Oznaczmy O jako srodek tej krzywej. Niech
Q bedzie okregiem o Srodku O i promieniu a. Z punktu P na prostej f, biegunowej punktu F;
wzgledem (Q, poprowadzono do tej krzywej styczne, ktdre przeciety Q w punktach X;,X,,Y;,Y,
odpowiednio. Wéwczas F; jest punktem przekatnym czworokata zupetnego X; X,Y; Y.

rys. 31 rys. 32
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Dowod

Wykorzystamy fakt, ze rzuty prostokatne punktu F; na styczne lezg na {. Dobieramy oznaczenia tak,
zeby punkty X, Y; byty tymi rzutami, czyli lezaty na Wp, p- Zauwazmy, ze prosta, ktora zawiera
srednice Q przechodzaca przez F; jest prostopadta do f. Oznaczmy punkt przeciecia tych prostych
jako F'. Zatem punkt F' lezy na okregu wp, p- Przeinwertujmy okrag wg, p wzgledem (. wg, p nie
przechodzi przez srodek (), wiec przejdzie w inny okrag. Zauwazmy, ze obrazem F; w tej inwersji jest
F’, a obrazami Xy, Y; s3 one same. Zatem obrazem wp, p jest on sam. Poniewaz Q # wp, p, to okregi
te musza byc¢ ortogonalne. Wnioskujemy stad, ze styczne do Q0 w punktach X;,Y; przecinaja sie

w srodku wg, p, czyli Srodku odcinka F; P. Niech Q bedzie przecigciem prostych X;Y; i X,Y,.Z prawa
wzajemnosci biegunowych mamy, ze prosta F; P jest biegunowa Q oraz F; lezy na biegunowej P,
ktore przecinajg sie w punkcie przekatnym czworokata zupetnego X; X,Y; Ys, co koriczy dowadd.

Q

rys. 34
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Lemat 4.5 i Lemat 1.3 pokazuja, ze miejscem geometrycznym przecie¢ prostych PgP. i Pg"'P."

z Lematu 1.3 jest prosta biegunowa punktu A wzgledem wg. (implikacje odwrotng do Lematu 4.5
widac na rysunku Lematu 1.3, poniewaz proste te mogg przecied sie tylko na tej biegunowej).
Zauwazmy tez punkty X,, Y, sg rzutami punktu F, na styczne z punktu P i sg symetryczne wzgledem
punktu 0. Wynika z tego, ze biegunowa punktu A wzgledem wg jest rowniez miejscem
geometrycznym przecieé prostych k, | z wniosku pod Lematem 2.4, dla punktu A" (symetrycznego z A
wzgledem $rodka BC). Warto zauwazyé, ze w obu przypadkach nie zalezy ono od wyboru $rednicy

wBC.

Z pomoca poczynionych i udowodnionych obserwacji mozna udowodnic

Lemat 4.6

Punkty P;, P, s ogniskami krzywej stozkowej W, ktorej srodkiem symetrii jest 0. Niech () bedzie
okregiem o Srodku w O stycznym do W. Oznaczmy przez k, [ dowolne dwie styczne do W. Wdéwczas
istnieje co najwyzej jedna niezdegenerowana krzywa stozkowa o sSrodku w O styczna do k, [, Q).

Dowod

Oznaczmy punkty przeciecia prostych k,1 z Q K3, K5, L1, L, odpowiednio. Z obserwacji (3) wiemy, ze
interesujgce nas ogniska krzywych stozkowych stycznych do danej prostej lezg na prostych
prostopadtych do k przechodzacych przez punkty K;, K, oraz prostopadte do [ przechodzace przez
punkty L;, L,. Oznaczmy zbidr przecieé tych czterech prostych {P;, P,, F;, F, }. tatwo widzie¢, ze
jednoktadnos¢ o skali —1 i srodku O przeprowadza prostg prostopadtg do k przez K; na tg
przechodzaca przez K, i analogicznie dla prostej [. Zatem O jest srodkiem symetrii czworokata

P, F, P,F,, co znaczy, ze krzywa stozkowa o ogniskach F;, F, i statej rownej srednicy Q jest jedyna,
spetniajgcg nasz warunek. Na koniec zauwazmy, ze jesli punkt P = k N [ znajduje sie na biegunowej
ogniska W wzgledem Q, to z Lematu 4.5 {F,,F,} c {K;,K,, L, L,}, a wtedy tak wybrana stozkowa
jest zdegenerowana.

rys. 35
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Lemat 4.7

Dany jest AABC oraz krzywa stozkowa o ogniskach 4, A’ i statej réwnej dtugosci odcinka BC, gdzie A’
jest symetryczny z A wzgledem srodka BC. Proste BH, CH sg styczne do danej stozkowej w punktach
P, Q odpowiednio. Wéwczas prosta PQ jest rownolegta do prostej BC.

Dowod

WeZzmy dowolng prostg £ AABC, ktdra przetnie proste BH, CH standardowo w punktach Pg, P..
Ponadto niech R bedzie punktem stycznosci rozwazanej prostej ¢ ze stozkowg. Mamy zatem, ze
punkt Py lezy na dwusiecznej kata £ PAR oraz punkt P lezy na dwusiecznej kata £QAR. Wiemy
ponadto, ze £APg AP = 90°. Wiec dwusieczne QAR i APAR s prostopadte, co znaczy, ze punkty
P, A, Q sg wspotliniowe. Dodatkowo punkt H lezy na dwusiecznej kata 2PAQ. Ostatecznie AH L PQ
i oczywiscie AH L BC co daje teze.

rys. 36

Okazuje sie, ze wykazang powyzej wspdtliniowosé punktow P, A, Q mozna uogdlni¢. W tym celu
udowodnimy

Lemat 4.8

Dana jest krzywa stozkowa W o ogniskach Fj, F, i statej 2a. Oznaczmy przez O srodek tej stozkowej.
Wodwczas biegunowa punktu P lezgcego na prostej F; F, wzgledem tej krzywej stozkowej jest jego
biegunowg wzgledem okregu (1 o Srodku O i promieniu a.

Dowod

Zauwazmy, ze wierzchotki danej krzywej stozkowej, czyli jej punkty stycznosci z ), lezg na prostej

F, F,. Oznaczmy przez S, T punkty przeciecia prostej przechodzacej przez P z ¥. Wiemy, ze na
biegunowej punktu P lezg wszystkie jego sprzezenia harmoniczne z tak uzyskanymi odcinkami ST.
W szczegdlnosci, tak jak juz zauwazylismy, prosta F; F, przecina W i 0 w tych samych punktach, wiec
obie biegunowe punktu P wzgledem W i ) bedg przechodzié przez punkt sprzezony harmonicznie do
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P w odcinku wyznaczanym przez wierzchotki W. Ponadto, poniewaz P lezy na osi symetrii W, to jego
biegunowa bedzie prostopadta do niej, wiec biegunowe punktu P wzgledem W i 2 majg wspdiny
punkt i kierunek, co oczywiscie koriczy dowdd.

A
AR

rys. 37

Patrzac teraz na Lemat 4.7 wida¢, ze ortocentrum H lezy na biegunowej A wzgledem wpg, wiec lezy
na biegunowej A wzgledem danej stozkowej, co z prawa wzajemnosci biegunowych daje
wspdtliniowos¢ P, 4, Q.

Na koniec zwréémy jeszcze uwage na to, ze poniewaz proste BH, CH i prosta £ AABC sg styczne do
odpowiedniej krzywej stozkowej, to z twierdzenia o izogonalnosci ognisk punkty A i A’ sg sprzezone
izogonalnie w APz HP,.

o

rys. 38
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Problemy otwarte
(1) Niech Z bedzie przecieciem prostych PgP. i Pg'P;' z Lematu 2.2 oraz A" punktem

symetrycznym z A wzgledem $rodka odcinka BC. Wéwczas proste ZA' oraz BC s3
rownolegte.

(2) Niech k,l bedg prostymi & AABC, takimi, ze proste Y (k)Y (1) i BC sg réwnolegte. Oznaczmy

P jako punkt przeciecia prostych k i [ oraz A’ symetryczny z A wzgledem $rodka odcinka BC.
Woéweczas proste BC i PA’ sg prostopadte.

(3) Niech A’ bedzie odbiciem punktu A wzgledem $rodka odcinka BC w AABC. Proste k, [ s3

wysokosciami opuszczonymi z punktéw B i C w trdjkatach ABC i A'BC odpowiednio.
Dowolna prosta é AABC przecina k,l w P, Q odpowiednio. Wéwczas katy £PAQ i 4PA'Q s3
rowne lub sumuja sie do 180°. Ponadto ich miara nie zalezy od wyboru prostej €.
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