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STRESZCZENIE. W pracy oméwimy kryteria zbieznosci szeregdw: kryterium o szeregach na-
przemiennych, Abela i Dirichleta. Nastepnie sformutujemy i udowodnimy kryterium zbiez-
nosci dla szeregéw postaci Y oo, by, sin(n?0), gdzie 3,60 > 0, z zalozeniami na ciag (b )nen
nasladujacymi zalozenia kryteriéw Abela i Dirichleta. Dowdd prawdziwosci kryterium bedzie
opieral sie na metodzie wykorzystania calek do badania zbieznosci szeregdw oraz metodzie
sumowania Abela. Pokazemy, ze podane przez nas warunki na zbiezno$é szeregu postaci
S bn sin(n®#) sa konieczne. Podamy takze elementarng metode badania pewnych calek
oscylujacych opartg na ideach znanych z dowodow kryteriow o szeregach naprzemiennych,
Abela i Dirichleta.

1. WSTEP

W analizie matematycznej znanych jest wiele kryteriow zbieznosci szeregéow liczbowych
(patrz podreczniki i skrypty, np. [4], [8] lub [9]), z czego wiekszosé z nich dotyczy szeregdw
o wyrazach dodatnich. Dlatego, jesli interesuje nas zbieznos¢ szeregu > >, a,,, gdzie a,, € R,
to w pierwszej kolejnosci powinnismy sprawdzié¢ zbiezno$é szeregu >00 ; |ay,|, ktéry jest juz
szeregiem o wyrazach nieujemnych. Jesli uda nam si¢ udowodnié, ze szereg > 0° | |a,| jest
zbiezny, to zbiezny bedzie tez szereg poczatkowy [4, X1.§3.377] [9, tw. 5.8]. Jesli jednak okaze
sie, ze Yo% |a,| = 00, to nie mamy zadnej informacji na temat zbieznosci Yo%, a,, ale do-
wiadujemy sig, ze zadne z kryteriow dotyczace zbieznosci szeregdw o wyrazach nieujemnych
nie ma zastosowania do badania zbieznosci Y 7, a,. Najbardziej znanym przyktadem sze-
regu zbieznego >°°° | a, o wlasnosci, ze Y00 |a,| = oo (takie szeregi nazywa sie szeregami
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zbieznymi warunkowo) jest szereg anharmoniczny

(1.1) i

Aby udowodni¢ jego zbieznos¢, nalezy zauwazy¢ pewne ,kasowania” miedzy jego wyrazami,
mianowicie:

3\>—‘
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Powyzsze r(’)wnoéci sprowadzaja badanie zbieznosci szeregu anharmonicznego do badania
szeregu »_>° , ktory jest juz szeregiem o wyrazach dodatnich, co pozwala nam na zba-

n=1 n(n+1
danie jego zbieznosci przy pomocy kryteriéw zbieznosci szeregdéw dodatnich (np. potaczenie
kryterium poréwnawczego i catkowego). Uogdlnieniem powyzszego przyktadu jest tzw. kry-
terium o szeregach naprzemiennych, zwane tez kryterium Leibniza.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Leibniza, patrz np. [4, X1.§3.381], [8, tw. 2.5] lub [9, tw.
5.25]). Zaldimy, Ze cigg liczb rzeczywistych (a,)nen spetnia warunki:

(A) dla kazdego n € N mamy a,41 < ay,
(B) dla kazdego n € N mamy a,, > 0,
(C) nh_)ngo a, = 0.

o0
Wtedy szereg Z(—l)”an jest zbiezny.

n=1

Dowdd powyzszego twierdzenia opiera sie wykorzystaniu ,skracan” miedzy co drugim wy-

razem jak w (1.2) oraz bardzo istotnego warunku (C). Oczywiscie, powyzsze twierdzenie
mozna uogdlni¢ na kasowania miedzy np. trzema lub wigksza liczbg kolejnych wyrazow.
Ogolnie, jesli szereg >0 | ay, jest zbiezny, a >.°°, |a,| rozbiezny, to wiemy, ze do zbieznosci
nie wystarczy sama ,matos¢” jego wyrazow, ale musza pojawic si¢ pewne ,skracania”. Kry-
terium 1.1 pozwala na poradzenie sobie w sytuacji, gdy wspomniane ,kasowania” wystepuja
miedzy kolejnymi wyrazami. Znacznie trudniejsza i ciekawsza wydaje sie sytuacja, gdy ,ka-
sowania” gdzie$ wystepuja, ale nie jesteSmy w stanie wprost zidentyfikowaé gdzie. Proba
opisania takiej sytuacji sa kryteria Abela i Dirichleta. Historycznie, metoda uzyta w dowo-
dzie ponizszych kryteriéw pierwszy raz zostala uzyta w pracy [1], pdzniej w pracy [2], gdzie
kryteria te zostaty sformutowane w brzmieniu podobnym do wspétczesnego. W tym miejscu
odsytamy do pracy [11] po wiecej uwag o charakterze historycznym.
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Twierdzenie 1.2 (Kryterium Abela, patrz [4, X1.§3.384] lub [9, tw. 5.33]). Zaldzmy, Ze ciggi
liczb rzeczywistych (ap)nen @ (bn)nen spetniajg warunki:

(A) szereg > by, jest zbiezny,
n=1
(B) cigg (an)nen jest monotoniczny i ograniczony.

Wtedy szereg Z anb, jest zbiezny.

n=1

Twierdzenie 1.3 (Kryterium Dirichleta, patrz [, X1.§3.384] lub [8, tw. 2.7]). Zaldzmy,
Ze ciqgi liczb rzeczywistych (an)nen @ (bn)nen spetniajg warunki:

N
S,

n=1

(A) istnieje M > 0 takie, Ze dla dowolnego N € N mamy < M,

(B) cigg (an)nen jest monotoniczny i zbiezny do zera.

Wtedy szereg Z anb, jest zbiezny.

n=1

Okazuje sie, ze kryterium Dirichleta jest bardziej ogélne niz twierdzenie 1.1 — biorac
b, = (=1)" w kryterium Dirichleta dostajemy twierdzenie Leibniza. Istotnie, dla N niepa-
rzystego mamy

|—14+1—-141-141—...—1+1]
(1 .3) N jedynek
=|(-1+1)+(-1+1)+(-1+1)—...+(-1+1)—-1|< L
N jedynek

Dla N parzystego postepujemy podobnie, ostatecznie otrzymujemy M = 1 w warunku (A)
z kryterium 1.3. Ciag (b, )nen jest w twierdzeniach 1.2 1 1.3 petni role ,ciagu znakéw”. Waru-
nek monotonicznosci (B) na pierwszy rzut oka moze wydawaé sie nienaturalny, ale analizujac
dowody obu twierdzen nie tak trudno doj$¢ do wniosku, ze ten warunek zasadniczo gwaran-
tuje, ze da sie napisa¢ ,skracania” podobne do tych w (1.2) i zaden z kolejnych wyrazéw
nie bedzie ,za duzy”, aby do tych ,kasowan” nie dopusci¢. Jest to tez warunek na pewien
sposdéb konieczny - mozna tatwo wskazaé przyktad ,ciagu znakéw” (by,)nen 1 ciagu (an)nen,
ktéry jest nieujemny i zbiezny do zera takich, ze Y07 | a,,b, jest rozbiezny. Przyktad ten to

(1.4) {b" = (=0

ap = =+ (—1)"2.

n

Zweryfikowanie rozbieznosci szeregu > 7 ; a,b, pozostawiamy Czytelnikowi.
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Bardzo typowym zastosowaniem kryterium Dirichleta jest badanie zbieznosci szeregéw,
w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne, np. szereg

(15) i sin(n)

n

n=1

(przyktad ten mozna znalezé np. w [4, X1.§3.385.2] lub [8, str. 17]; dodatkowo, dla lepszego
zrozumienia, prezentujemy dowdd zbieznosci powyzszego szeregu w dodatku 7 metodami
tej pracy). Heurystycznie mozna to uzasadnié¢ tym, ze funkcje trygonometryczne oscylu-
ja, a oscylacje te powoduja skracania. Mozna powiedzie¢, ze przeciwne znaki pojawiaja sie
,w miare regularnie” tak jak np. w (1.3). Precyzyjniej — okazuje sie, ze dla funkcji trygono-
metrycznych prawdziwy jest ponizszy lemat, ktory powyzsza heurystyke formalizuje.

Lemat 1.4. Niech o € R. Cigg (sin(na))nen spetnia warunek (A) z twierdzenia 1.3.

Dowdd. Niech z, = e®™ = cos(an)+isin(an). Woéwezas mozemy udowodnié, ze ciag ay :=

N
> %
n=0

jest ograniczony od gory przez wyrazenie zalezne tylko od a. Mamy

N N n
an = Zzn = Z(em)
n=0 n=0

Ze wzoru na sume ciggu geometrycznego mamy dalej

G

n=0

‘1 __eaNi

12 + i 3
ST (5] (o)
N N

> zn> > sin(an)

n=0 n=0

Mozemy ograniczy¢ cigg by odigéry przez ciag ay, poniewaz skoro dla z € C zachodzi
rownosé |z|?2 = Re(z)? + Im(2)?, to |Im(z)| < |z|. Laczac ten fakt z nieréwnoscia (1.6)
otrzymujemy nieréwnosé

1.6 = .
(1.6) ay [ oo

|1__€aNi

Zdefiniujmy ciag by := ’Im (

N N 3
(1.7) by = ‘Im <Z zn> <Dz =anv < — :
n=0 n=0 lsul(%)’

O

Heurystyka ,regularnych skracan” oraz lemat 1.4 motywuja nas do postawienia hipotezy,
ze szeregi, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne dosy¢ czesto moga byé¢ zbiezne
nawet wtedy, gdy nie sg zbiezne bezwzglednie.

Warto zaznaczy¢, ze szeregi trygonometryczne nie wystepuja w matematyce tylko jako
przyktady szeregow, dla ktérych badanie zbieznosci wymaga uzywania glebszych metod
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niz dla szeregow o wyrazach nieujemnych. Szeregi trygonometryczne bardzo czesto okazu-
ja sie tzw. szeregami Fouriera réznych funkcji, a dziedzina matematyki badajaca szeregi
Fouriera funkcji nazywa si¢ analiza fourierowska. Szeregi Fouriera, poza tym, ze sa interesu-
jace matematycznie, majg one wielkie znaczenie miedzy innymi w fizyce, teorii drgan oraz
przetwarzaniu sygnalow obrazu (kompresja jpeg) i dzwigku (kompresja mp3). Czytelnika
zainteresowanego tematem odsytamy do klasycznego podrecznika [16] lub np. do nowocze-
$niejszego podrecznika [12]. Odsytamy tez do popularnonaukowego opracowania [13].

2. WYNIKI PRACY

2.1. Motywacja. Motywacja do powstania tej pracy byto jedno z zadan z egzaminu wstep-
nego na Studia Doktoranckie Matematyki na Uniwersytecie Wroctawskim [14].

Zadanie 2.1. Zbadaj zbieinosc szereqgu
>, sin(y/n)
(2.1) > —
n=1

Pierwsza proba rozwigzania tego zadania bytoby zbadanie zbieznosci bezwzglednej, jednak
najbardziej naturalne szacowanie

(2.2) > <)
n=1 n=1
prowadzi do szeregu rozbieznego. Jest to zatem przyktad szeregu opisanego we wstepie,

wiec naturalna bytaby préba zastosowania ktoregos z opisanych tam twierdzen. Jednak pro-
bujac sprawdzi¢ warunek (A) z kryterium Dirichleta otrzymujemy sume

sin(y/7)

n

S|

(2.3) > sin(vi),

ktora nie wiadomo jak przedstawi¢ w bardziej przystepnej formie lub oszacowaé (jest bardzo
prawdopodobnym, ze wyliczenie sumy tego typu jest zadaniem o wiele trudniejszym niz nasze
zadanie z szeregiem — sumy tego typu pojawiaja sie w teorii liczb i wymagajg zastosowania
zaawansowanych metod, patrz np. [10], [15]). Dlatego kryterium Dirichleta nie ma tu zasto-
sowania. Literatura nie podaje kryterium pozwalajacego na badanie szeregow zawierajacych
wyrazenia typu ,sin(n®)”. Co prawda, istnieja prace, ktérych autorzy uogdlniaja kryteria
Abela i Dirichleta np. na szeregi podwéjne (np. [7]), na grupy inne niz RY (np. [5]) czy al-
gebry Banacha (np. [0]), ale one takze nie sa pomocne w tym przypadku. Dlatego bardzo
naturalna wydaje sie by¢ proba usystematyzowania wiedzy i napisania kryteriéw zbieznosci
w duchu Abela i Dirichleta dla szeregéw powyzszego typu.
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2.2. Cele pracy. Cele pracy sa nastepujace:

(1) rozwiazanie zadania 2.1;
(2) udowodnienie kryterium w duchu kryteriéow Abela i Dirichleta dla szeregéw postaci

(o)

> by, sin(n”0) dla pewnych 3,0 € R dla ciagu (b, )neny monotonicznego i speiajacego
n=1

odpowiedni warunek wzrostu;

(3) zbadanie, dla ktérych 5,0 € R da si¢ udowodni¢ twierdzenie z powyzszego pod-
punktu przy sensownych zatozeniach na ciag (b,)nen, a dla ktérych da sie znalezé
kontrprzyktady;

(4) préba bezposredniego zaobserwowania ,skracan” odpowiedzialnych za zbieznosé sze-
regow tego typu.

Komentarza wymaga podpunkt (3). Oczywiscie, kryterium Dirichleta traktuje przypadek
0 = 1. Zgodnie ze wczesniej opisang heurystyka, oscylacje powinny powodowadé ,skracania”,
wiec oczekiwaliby$my prawdziwosci twierdzen typu kryterium Dirichleta dla kazdego 3 > 0.
Okazuje sie, ze nasza heurystyka jest nie do konca prawdziwa, poniewaz dla np. § = 2
mozna znalezé sensowny kontrprzyktad do twierdzenia typu Dirichleta (patrz Twierdzenia 2.5
i 2.6). Zatem okazuje sie, ze dla zbieznosci szeregu ma znaczenie nie tylko fakt wystepowania
w nim oscylacji, ale takze ich rodzaj. Prowadzi to do pewnego sensownego warunku na o, 3
wiazacego ,rodzaj oscylacji ciggu znakéw” z ,tempem malenia” wyrazéw szeregu. Doktadniej
bedzie to omowione w dalszej czesci pracy.

2.3. Gléwne wyniki pracy. Ponizsze twierdzenie stanowi gtowny wynik pracy.

Twierdzenie 2.2. Zaléimy, ze 0 € R\ {0}. Niech (b,)nen bedzie monotonicznie malejg-

cym ciggiem nieujemnym zbieznym do zera spetniajgcym warunek sup n®b, < oo. Wowczas
neN
dlaa>pia+ 3 >1 szereg > 00 a,, gdzie

(2.4) apn = by, sin(n”0)
jest zbiezny.
Uwaga 2.3. Analizujac dowdd powyzszego twierdzenia dla 8 = 1 widzimy, ze w naturalny

sposob uogélnia si¢ dla innych 6 € R\ {0}. Réznica polega na tym, ze w pewnym momencie
dowodu zamiast catki postaci

(2.5) /ab sin(e) 4,

x”
mamy catke postaci
/b sin((0z)?) d,
a x”
ktora catkowaniem przez podstawienie mozemy sprowadzi¢ do calki (2.5), wiec dowdd bedzie
roznit sie tylko o state nieistotne z punktu widzenia dowodu zbieznosci. Dlatego powyzsze
twierdzenie udowodnimy tylko w przypadku 6 = 1.
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Warunek monotonicznosci ciagu (b, )neny W twierdzeniu 2.2 jest inspirowany kryteriami
Abela i Dirichleta, a w dowodzie twierdzenia 2.2 jest uzywany w naturalny sposob. Okazu-
je sie, ze mozna pokazac, ze warunek ten jest takze w pewien sposob konieczny. To jest nasze
kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 2.4. Niech o = 1, = 1/2. Istnieje cigg (b,)nen liczb nieujemnych spetniajgcy

> onen bnn® < oo taki, Ze szereg Y00, gdzie a, sq zdefiniowane wzorem (2.4), jest rozbieiny.

Ciekawe wydaja sie warunki o + 3 > 11 @ > (3, poniewaz to one decyduja o ,rodzaju
oscylacji”. Naturalnym jest pytanie, czy sa one w powyzszym twierdzeniu konieczne. Oka-
zuje sie, ze tak jest. Mozemy wskaza¢ odpowiednie przyklady «, 5 1 ciagéw (b, )nen takich,
ze szereg (2.4) jest rozbiezny o ile nie jest spelniony jeden z wymaganych warunkow. Ponizsze
naturalne przyktady rozbieznych szeregdéw sa naszymi kolejnymi gtéwnymi wynikami.

Twierdzenie 2.5. Zatozmy, ze a > (3, a > 0ia+ [ < 1. Wtedy szereg

i sin(n”)
n=1 ne

jest rozbiezny.

Zauwazmy, ze W powyzszym twierdzeniu ciag b,, = n% jest monotoniczny malejacy do zera
i spelnia sup,,cy b,n® < 00, wiec spetnione sg wszystkie zatozenia twierdzenia 2.2 oprécz
a-+ [ > 1. Ponizsze twierdzenie (do pewnego stopnia) uzasadnia konieczno$¢ warunku o > (3.

Twierdzenie 2.6. Szereg

>, sin(In?)
PR

jest rozbiezny.

W powyzszym mamy « = 1/2, § = 2, wiec o + 3 > 1, ponadto ciag b, = — jest
monotonicznie malejacy do zera. Nie jest spetniony jedynie warunek o > f3.

3. IDEA DOWODU

W tym rozdziale oméwimy idee dowodu gtéwnych twierdzen na przyktadzie zadania 2.1
pomijajac techniczne szczegdty. Ponadto, przytoczymy znane fakty z analizy matematycznej,
ktore bedag wielokrotnie wykorzystywane w dowodach. Dowody gtéwnych twierdzen pracy
sktadajg sie z dwoch krokéw: poréwnania z odpowiednia catka oraz zastosowania metody
sum Abela.
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3.1. ,,Catkowa” wersja zadania. Rozwazmy ,catkowy” odpowiednik sumy czes$ciowej sze-
regu (2.1):

N g
(3. [ g
1 x
Wykonujac zamiane zmiennych ¢ = \/z otrzymujemy, ze powyzsza calka jest réwna

(3.2) 2 /1 v Sii(t) dt.

Nastepnie catkujac przez czesci dostajemy

[_Cos(t) B /cos(t) dt]

t 12

cos(v/'N) VN cos(t)
‘_\/N + cos(1) — /1 2 dt

VN sin(t
/ sm()dt‘:
1

t

: |
1

co prowadzi do nastepujacego ograniczenia:

(3.3)
o _cos(\/N)

COS VN cos(x
‘—\(/\%ﬁ) + cos(1) — /1 mg )

Sl WN x?
cos(V'N) VN cos(x) 1 VN | cos(x) VN
_ |cosVA) D+ [ da| < || +1+ [ dr < 2 —
~ ‘+|cos( )|+ . o ~ +1+ . p x + A

1}”

Otrzymalidémy zatem, ze dla wszystkich N € N mamy

/N sin(vz)

T

(3.4) <4

Y

co rozwiazuje pewna ,catkowa’ wersje zadania 2.1'. Powtarzajac powyzsze argumenty mo-
zemy otrzymac nastepujacy analogon naszego problemu w wiekszej ogdélnosci. Bedzie on klu-
czowy w dalszym rozumowaniu, aczkolwiek Czytelnik chcgcy zrozumieé¢ idee moze pomingé
ponizszy (techniczny) dowdd przy pierwszym czytaniu.

Stwierdzenie 3.1. Dia wszystkich o @ 3 spetniajgcych nieréwnosci o > 0 1 a+ 3 > 1 mamy

/b sin(x®) e

B

sup < 00.

a,b>1

IDla Uwaznego Czytelnika: powyzszy dowdd nie dotyczy zbieznosci calki, ale jedynie ograniczono$ci pew-
nych czeSciowych calek. Zabieg ten jest celowy (aczkolwiek argument dla zbieznosci catki wymaga jedynie
drobnej modyfikacji).
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Dowdd. Wykonajmy catkowanie przez podstawienie ¢ := 2% Woéwczas dt = ax®~! dz i mamy
b sin(z® b sin(t b sin(t
[,
a I'B a® Oé$’6+a_1 a® ot o

Skoro a > 011 a,b > 1, to réwniez a®,b* > 1. Ponadto, skoro a + 3 > 1, to % > 0.
Oznaczmy
Bb4+a—1
o=
a
W przypadku, gdy v > 1 mamy

b sin(t | 1
/ Sln()dtg/ ~dt =

a® tY a tY Y — 1
co implikuje teze. W przypadku v = 0 mamy

ba
/ sin(t) dt

o

1 1 < 2
paly—1) B ac(r—1) = v — 1

(3.5)

?

= | cos(a®) — cos(b)| < 2.

W przypadku 0 < v < 1 catkujac przez czesci otrzymujemy
/ba Si?5t> dt’ < cos(a®)  cos(b?) oy /ba cos(t) dt‘.

a?y by o 1
Poniewaz v > 0, to mamy

cos(a®)  cos(b®)
_ <2,
ay by
ponadto, argumentujac podobnie jak w (3.5) mamy
b cos(t) | 1/1 1 2
/aa an! dt < a1 dt = ; (aa o ba) = ;’

co implikuje

czyli teze stwierdzenia. Il

Co prawda, dowod przez catkowanie przez czesci i przez catkowanie przez podstawienie
jest krotki i elegancki, jednak ma pewng wade istotna z elementarnego punktu widzenia —
mianowicie, nie wida¢ w nim ,skracan”, ktorych istnienie postulowaliSmy we wstepie. Dlatego
w rozdziale 6 przedstawimy alternatywny dowdd stwierdzenia 3.1, w ktérym zaobserwujemy
owe ,kasowania”.

Widzimy zatem, ze ,wersje catkowe” naszych probleméw byty stosunkowo tatwe do roz-
wiazania. Dlatego sensowne jest pytanie, co o tym zadecydowato. W zaproponowanym roz-
wigzaniu uzyjemy dwoéch kluczowych narzedzi:

(1) catkowania przez podstawienie,



10 O PEWNYM KRYTERIUM ZBIEZNOSCI SZEREGOW TRYGONOMETRYCZNYCH

(2) catkowania przez czesci.

Niestety, te metody nie maja swoich oczywistych odpowiednikow w teorii szeregéow, dlatego
kluczowym zadaniem bedzie znalezienie takich wariantow tych dwoch narzedzi, ktére beda
mialy zastosowanie w naszym problemie. Catkowanie przez czesci zastapimy poréwnaniem
z calka, a catkowanie przez podstawienie zastgpimy metoda sum Abela.

3.2. Poréwnanie z caltka. Zauwazmy, ze catkowanie przez czesci (patrz (3.1) i (3.2)) po-
zwolito nam nam sprowadzié catke zawierajaca ,sin(y/z)” do calki zawierajacej ,sin(x)”.
Gdybysmy umieli w pewien sposéb przejsé z szeregu zawierajacego ,sin(y/n)” do szeregu
,sin(n)”, to nasz problem w pewnym stopniu bytby sprowadzony do zastosowania kryte-
riow Abela i Dirichleta (patrz lemat 1.4). Niestety, w szeregach nie umiemy catkowaé przez
podstawienie. Dlatego zamiast catkowaé przez podstawienie w szeregu najpierw zastapimy
szereg przez catke, p6zniej majac catke wykonamy w niej podstawienie, ktére ,sin(y/n)” za-
mieni na ,sin(n)” a pézniej ,wrécimy” do szeregu. Nalezy tylko sformalizowaé co to znaczy,
ze ,szereg zastapimy calky”. Aby zapisaé te idee, piszemy

ng isin(\/ﬁ)_/ﬂjsm | ‘/Nsm

n oo

(3.6)

n=M

Nastepnie wprowadzamy standardowy formalizm analizy matematycznej. Ustalmy dowolny
maty € > 0. Jedli uda nam sie pokazac, ze istnieje takie N; > 0, ze dla N, M > N; mamy

N . N o
(3.7) 3 sin(y/n) _/ sin(y/x) de <%
=pon M x

oraz

N oo
(3.8) |/ SV 4l < g

M x
o (3.6) implikuje

N .

3 sin(y/n) e

n=M n
co z definicji oznacza zbiezno$¢ szeregu » >, Sm(n‘/ﬁ), ktérag mamy udowodnié. Zatem nasz

problem sprowadziliSmy do pokazania (3.7) oraz (3.8). Wlasno$¢ (3.8) z definicji oznacza
zbieznosé calki (czyli przeszlidémy z szeregu do calki!). Z calkg juz umiemy sobie poradzié,
czyli aby rozwiaza¢ nasze zadanie, musimy udowodni¢ jedynie (3.7). Aby to zrobi¢, piszemy:

(3.9)
y- sinlvn) sin( Z /”+1 sm(x\/_) da

n=M n=

x| .

N

X

() )
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Sktadnik % jest maty dla duzych wartosci N, wiec pozostalo odpowiednie oszacowanie
kazdego ze skladnikéw sumy. Widzimy, ze funkcja f(z) = Sm(xﬁ na przedziale [n,n + 1]
(zauwazmy, ze jest on dtugosci 1) przyjmuje wartosci zblizone do f(n), czyli rdznica

)

n n Xz

powinna by¢ mata. Kolejny raz przechodzac do formalizmow — da si¢ pokazac, ze istnieje
stata C' > 0, taka, ze dla wszystkich n € N mamy
1

W_/”“Wd RS

HARESS
n n x | n3/2’

(3.10)

czyli mamy
N

3 sm( NZI /n+1 sin(y/x) e

n=M

sm(\/_

< HOY

co dzigki zbieznosci szeregu 307 | — —L~ implikuje (3.7). Pokazanie (3.10) jest techniczne i wy-
maga uzycia dobrze znanego z analizy matematycznej twierdzenia Lagrange’a o wartosci
sredniej.

Twierdzenie 3.2 (Twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej, patrz [8, tw. 5.13] lub [9,
tw. 7.19] ). Zalozimy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciggla na przedziale [a,b] i rézniczkowalna
na przedziale (a,b). Wtedy istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, Ze
f(CL) — f(b) _ f/(C)
a—7b '
Formalny dowéd (3.10) w tym miejscu pomijamy, poniewaz pdzniej bedzie przedstawiony
w wiekszej ogblnosci (patrz stwierdzenie 4.1). Ponadto, w dowodzie korzysta sie nastepuja-
cego dobrze znanego faktu.

o)
1
Lemat 3.3. Szereg Z — jest zbiezny, gdy o> 1, a rozbieiny, gdy o <1
n=1 n

Dowdd. Dowdd wynika z [9, tw. 5.19]. O

3.3. Metoda sum Abela. Zauwazmy, ze w dwoch poprzednich podrozdziatach przedstawi-
lismy (z dokladnoscia do technicznych szczegdtéw) rozwiazanie zadania (2.1). Zatem utrud-
nijmy sobie nasz problem zastepujac w naszym szeregu ciag % ciagiem ,wickszym”, dla usta-
lenia uwagi niech to bedzie ns—l/zl Rozwazmy zatem ponizsze zadanie.

Zadanie 3.4. Zbadaj zbieinosc szereqgu

sm
> )

n=1
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Zauwazmy, ze mimo to, ze szereg jest ,wickszy”, to niewiele si¢ r6zni od wyjsciowego,

bo mozemy napisac
sin(y/n) 1 sin(y/n)

n3/4  pl/4 \/ﬁ !

wiec motywowani poprzednim przyktadem mamy
% 1 sin(y/n) o i 1 sin(yn) =1 /n+1 Sin(ﬁ)d
I
ol n | T & A /i =ty NG
N-1 :
1 n+1
3 sin(y/x) dz

(3.11)

=t Sy N4

Z pierwszym sktadnikiem (,réznica sumy i catki”) mozemy sobie poradzi¢ tak jak poprzednio,
za to problem wystepuje w drugim sktadniku. Za pierwszym razem zamiast drugiego sktad-
nika dostaliSmy po prostu catke [ J{Z*I % dr a tutaj mamy szereg ktérego wyrazami sa
calki ze wspotczynnikami! Wyglada to skomplikowanie, ale jesli sie temu przyjrzeé, to nie jest
tak Zle, poniewaz jest to forma posrednia miedzy szeregiem a calks i okazuje sie, ze sktadnik
ten mozna nieformalnie traktowac jak ,catke, ktéra wymaga catkowania przez czesci”. Acz-
kolwiek bardziej formalnie nalezatoby powiedzie¢: szereg, ktéry wymaga sumowania przez
czesci. Dlatego w tym miejscu przytoczymy twierdzenie, ktore jest nazywane metoda sum
Abela. Metoda ta po raz pierwszy zostata wykorzystana przez Abela w kontekscie szeregow
potegowych (patrz [1]).

+

Twierdzenie 3.5 (Metoda sum Abela, patrz [4, X1.§3.383] lub [9, tw. 5.28]). Zaldzimy,
ze (ap)nen @ (bp)nen. Oznaczmy B, = > }_; bi.. Mamy

N N—-1
Z anbn = aNBN - aMBMfl - Z (anJrl - an)Bn
n=M n=M

Dowdd. Dowdd polega na sprytnym przestawieniu sktadnikow w sumie. Piszemy:

N N N N
Z a'nbn = an(Bn - Bn—l) = Z an B, — Z an By, 1
n=M n=M n=M n=M
N-1 N-1
=anBn + Z aan - Z an—f—an
n=M n=M-1
N-1 N-1
=anBy + Z a, B, — Z Uny1Bn — an By
n=M n=M
N-1
=anBy —ayBy-1 — Z (an+1 - Cln)Bn-
n=M
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Warto w tym miejscu zauwazy¢, dlaczego ta metoda jest nazywana takze ,sumowaniem
przez czesci”. 7 definicji pochodnej funkeji f w punkcie £y mamy

f(xo +h) = f(xo)
h )

czyli patrzymy, jak zachowuje sie réznica wartosci funkcji w dwdch bliskich punktach po-
dzielona przez odlegto$¢ dwoch punktow. W kontekscie ciggdéw i szeregdw nie mozemy brac
dwdéch wartosci ciagu” dowolnie blisko, a ,najblizej od siebie” sa wyrazy o indeksach réznig-
cych si¢ o jeden. Dlatego, heurystycznie, najmniejsze ,,h” jakie mozemy rozwaza¢ wynosi 1.
Czyli dobrym odpowiednikiem pochodnej dla ciggéw bytoby ,podstawienie” h = 1 w defini-
cji dla funkcji. To prowadzi do dobrze znanej w matematyce definicji operatora réznicowego
dla ciggdéw, ktory jest odpowiednikiem pochodnej:

/ s
Jlwo) = Jiny

Da, = api1 — ap.

Jesli przyjrzymy si¢ wzorowi z metody sumacyjnej Abela to mozna go zapisa¢ w postaci

N N-1
Z a,D(B,_1) = wyrazy brzegowe -+ Z D(a,)B,,
n=M n=M

w czym zauwazamy odpowiednik catkowania przez czesci znany z teorii catek.
Wr6émy teraz do naszego zadania. Stosujemy metode sum Abela do drugiego sktadnika
w (3.11) i clagéw

_ 1
Qp, 174
{bn _ fnJrl sin(y/7) dJT,

no Ve
otrzymujemy
i\f: 1 /"+1 sin(y/x) q 1 Nsin(y/x) d 1 M gin(y/) d
— ——dr = T — x
(3.12) =ty Vi N4 Jy Ve MYA )y VT

_Ni< 1 B 1) nsin(\/i)d
(n+1)V4 nl/4) N o v

Rozwazmy jedna z catek typu [{ \F ) dz. Dokonujac w niej podstawienia t = \/x dostajemy

1” sin\(/\gi) q

Wstawiajac powstze oszacowanie do (3.12) dostajemy

x’zZ

/1x/ﬁ sin(t) dt’ =2 ’— cos(v/n) + cos(l)‘ < 4.

4 4 N-1

1 1
S ON1/4 + M1/A +4 ;4

(n+ 1)1+ pl/Af

n+1 SlIl

n1/4
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Oczywiscie, dwa pierwsze sktadniki sa mate gdy N, M sa duze. Ponadto, korzystajac np. z twier-
dzenia Lagrange’a o wartosci sredniej 3.2 dostajemy, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze dla wszyst-
kich n € N mamy

1 1 1
czyli
4 4 Nlog

N .
1 rtlsin(y/z)

dz| < —— +4C —

n;w”m/n Ve C|SNm Tt n;4”5/4’

co, dzieki temu, ze szereg y.>° ﬁ, prowadzi nas do odpowiedniego oszacowania drugiego
sktadnika w (3.11) (innymi stowy do oszacowania analogicznego do (3.8)). To (z doktadnoscia
do technicznych szczegdotéw, ktére beda oméwione pézniej) stanowi rozwiazanie zadania 3.4.

Oczywiscie, w ogdlniejszej sytuacji wiekszosé¢ oszacowan jest bardziej skomplikowana tech-
nicznie oraz wymaga kilku pomystow i sprytnych rachunkéw; tutaj przedstawiliémy jedynie
pomyst na rozwiazanie. W szczegdlnosci, cheielibySmy zwrécié uwage na oszacowanie (3.13),
ktore w powyzszym przyktadzie zostalo wykonane dla konkretnego ciggu nl—lﬂ, jednakze
w ogoélnej sytuacji wymaga kilku sprytnych przeksztalcen i jest to ten element dowodu,
w ktérym wykorzystuje sie monotonicznosé ciagu (ay, )nen (patrz zalozenie (B) z kryterium 1.3
i analogiczne zatozenie w 1.2).

Naturalnym pytaniem, jakie mozna zadaé¢ na tym etapie, to dlaczego wybraliémy akurat
szeregi > >, Sm(nﬂ 1>, %, a przede wszystkim to, dlaczego za drugim razem wy-
bralismy akurat ,3/4” w mianowniku. OdpowiedZ na to pytanie mozna uzyskaé¢ wykonujac
szczegotowe obliczenia, ktore prowadza do konkluzji, ze tak naprawde w tym przypadku
w mianowniku moglidmy ,wstawi¢” co$ wiekszego niz 1/2. I nie gorzej! Okazuje sie, szereg

= sin(/)
PIRNE

jest szeregiem rozbieznym. Dowdd tego faktu zostawiamy Czytelnikowi (jako wskazéwke
podamy, ze nalezy zastosowaé¢ metode z dowodu twierdzenia 2.4). Odpowiedz na pytanie
o to, jak rodzaj oscylacji jest powiazany z (monotocznicznym) maleniem wyrazow szeregéw
Czytelnik znajdzie w precyzyjnych rachunkach z dalszej czesci.

4. TWIERDZENIA POMOCNICZE

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenia pomocnicze, ktore formalizuja i uogélniaja
przedstawione w poprzednim rozdziale idee.

4.1. Poréwnanie szeregu z catka. W tym rozdziale sformalizujemy i uogélnimy idee
z podrozdziatu 3.2.
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Stwierdzenie 4.1. Niech (b,)nen bedzie monotonicznie malejgcym ciggiem nieujemnym
zbieznym do zera spetniajgcym warunek sup,cyn®b, < o0o. Wowczas dla o > [3 szereg
o2 Gy, gdzie

n+1 g B
an = b, sin(n’) — bnnw/ % dz

n xY
jest bezwzglednie zbiezny.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnych statych a,b,c speliajacych a < b mamy ff cdt =
¢(b — a). Wobec tego mozemy zapisaé a,, w postaci catki:

(4.1)
n+1 sin (2P n+1 nt+1 gin(z?
ap = b, sin(n’) — bnn7/ sin(z') dr = / by sin(n”) dz — bnrﬂ/ sin(a) dz =
x7 n n x
_ /”+1 b, sin(n®) — by ., sin(z”) de = b /n+1 sin(n”)  sin(2”) dz
7 n ny "
Ograniczymy réznice Smiif) — M’ korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $red-
niej 3.2. Niech f(x) = Smw(ifﬁ) Mamy
. !/ .
ooy [sin@)] 17 gy 1 ysin(@®) | cos(af)- g2t
fl(x) = [ - = sin(z”) - el s {sm(:c )} e N = =

_ —ysin(a?) + 3 - af - cos(a”)
o Y+l ’

Ograniczmy |f'(x)|. Niech C' =~ + 3, mamy

| =ysin(a?) + B+ 27 - cos(a”) —vsin(z”) 6 27 - cos(xP)
(@)l = 7+l h 7+ Y+ =
0l -1 | H5+p <O 1
I s VHI=B| T 1B +H1-B8"
Wobec tego, wiedzac, ze x € [n,n + 1], z twierdzenia Lagrange’a 3.2 mamy
sin(n”) sm(a:ﬁ) , 1 C
< t)|-|lx—n| < C- 1= :
o T = ) — @) < s (F@rnl SO s i =

Mozemy powyzsze ograniczenie wykorzystaé¢ przy szacowaniu calki z rownania (4.1). Mamy

sin(n?) B sin(z?)

/”H sin(n?) B sin(2?)

i - = “J(n+1)—n| <

_ v
|an| = byn - -

da:’ < b,n”  sup
z€[n,n+1]
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7 zatozenia sup,,cy n“b, < oo wynika, ze istnieje taka stata D, ze dla wszystkich n zachodzi

nierownos¢ b,, < n%, wiec
n=1 n=1 n=1
Skoro o > 3, to 1 — 8+ a > 11z lematu 3.3 wynika teza. O

4.2. Metoda sum Abela. W tym rozdziale uogélnimy idee z podrozdziatu 3.3. Zaczniemy
od lematu, ktérego dowdd po raz kolejny jest oparty na twierdzeniu Lagrange’a o wartosci
sredniej.

Lemat 4.2. Dia dowolnych liczb z,y € Ry i o € Ry zachodzi nieréwnosé

(2 +y)" — 27| < i

ayz®l 0<a<l,
ay(z+y)*, a=>L1

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej 3.2. Niech f(t) = t°.
Wowcezas f'(t) = at®! i mamy

(@ +y)* =2 =[flz+y) = f@I< swp [fO)] |z+y—zl= sup [at*"]-y.
telaaty] telaaty]

Rozwazmy oddzielnie przypadki 0 < a < 1ia > 1.

(H)o<ax<l

Wowezas funkcja f(t) = at®~ ! jest malejaca, wiec supremum na przedziale [z, x + y]

bedzie przyjete w jego lewym koncu i mamy

[(z+y)* =2 < sup |at* |-y =az*"-y.
te(z,z+y]

(2) a>1

Wowezas funkcja f/(t) = at®™! jest rosnaca, wige supremum na przedziale [z, z + y|

bedzie przyjete w jego prawym koncu i mamy

(z+9)* =2 < sup |at* Y-y = (e +y)*!

t€lr,z+y]

.y'
U

Stwierdzenie 4.3. Niech (b,)nen bedzie monotonicznie malejgcym ciggiem nieujemnym
zbieznym do zera spetniajgcym warunek sup, .y n*b, < oco. Wowczas dla B+v>1 i a >y

szereg Y o0 Gy, gdzie
an = b,n" / (z7) dx
n

xY

jest zbiezny.
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Dowdd. Niech S, = [" Sinéifﬁ) dz. Wowczas zachodza nastepujace réwnosci (patrz wzor su-
macyjny Abela 3.5):

N N 1 gin (38 N
S an= 3 bt [T G S (50 5 =
n=1 n=1 n=1

n x”

N
= bNN’YSN_;,_l + Z Sn (bn_l(n - 1)7 - bnrﬂ) .

n=2
Z twierdzenia 3.1 wynika, ze istnieje taka stala C, ze dla wszystkich n zachodzi |S,| < C.
Mamy dalej

(4.3)

N N
byNSni1 + D Sp (byi(n —1)7 = b,n?) <KbyN Sy +C Y |byoi(n —1)7 —b,n7| =

n=2 n=2
N
= bNN’ySN+1 + C Z ’bnn’y — bn+1(n + 1)"/‘ .
n=1

Z nieréwnosci trojkata mamy
|, — bp1(n+ 1) < [bpn? — by(n+ 1)+ |bp(n+ 1) — byri(n + 1)7].

Wstawmy te nierownosé do powyzszego wyrazenia.

N
byNTSy 1+ C Y [ban? — buyr(n+1)7] <

n=1

N
SOVN Syt +C D [ban? = bu(n+ 1) + [by(n + 1) — by (n+ 1) =

n=1

N N
=byN'Syi1+C D by n” = (n+ 1)+ C> (n+1)7 by — bppa| =

n=1 n=1

N N
=byN'Sys1+C D by n” —(n+ 1)+ C D (n+1)" (by — byy1) =

n=1 n=1

N N
=byN"Sni1 +C D by = (n+ 1)+ C D> bu((n+1)7 —n?) =

n=1 n=1

N
= bNN’YSN_H + 2C Z bn((n + 1)’Y - TL’Y).
n=1
Zwroéémy uwage, ze w powyzszych rachunkach uzyliSmy zalozenia monotonicznosci ciggu
(bn)nen aby napisaé |b, — byy1| = by — byt
Rozwazmy dwa przypadki:
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e v >1
Skorzystajmy z lematu 4.2, mamy nieréwno$é¢ (n +1)7 —n? < yn?~! i dalej

N N
bNN’YSN_H + 2C Z bn((n + 1)’Y - TL’Y) < bNN,ySN_H + 2C Z bnwﬂ_l.

n=1 n=1

Z warunku sup, .y n%b, < oo wynika, ze istnieje taka stata D, ze dla wszystkich n
zachodzi nier6wnos¢ b,, < n%. Mamy wigc dalej

D
byN7Sni1 +2C Z byyn' < byN7Sn4q + 20 Z — 7 =

n=1

= bNN’YSN_H + 20D’y Z

1 —v4a’

*7€(0,1)
Skorzystajmy z lematu 4.2, mamy nier6wnos$é¢ (n + 1) —n? < vy(n+ 1)1 i dalej

N N
byN7Snyi1 +2C Z bn((n + 1)V — n”) < OyN' Sy +2C Z bny(n + 1)7_1

n=1 n=1

Z warunku sup,,cy n%b, < oo wynika, ze istnieje taka stata D, ze dla wszystkich n
zachodzi nierownosc b, < == D Mamy wiec dalej

D
bNN’ySN_;,_l —|—20an’)/ TL+1)’Y 1 < bNN’ySN_;,_l +2CZ*’}/ TL—I—l)

n=1
N+1 ) N+l
_bNN’ySN+1+2C Z ’)/TL’Y < bNN,YSN_;_l‘f’ZC.D’}/ Z m
Z lematu 3.3 wynika, ze kazda z dwoch uzyskanych sum jest zbiezna. 0

Uwaga 4.4. W powyzszym stwierdzeniu mozemy nieznacznie ostabi¢ zatozenie a@ > 7 za-
miast tego zaktadajac a > v i

> ban” = byii(n+1)7] < 00

n=1

(patrz réwnanie 4.3). Dostaniemy wtedy warunek podobny do tego podanego w pierwszym
rozdziale [16]. Zauwazmy, ze w szczegdlnosci warunek ten jest oczywisty dla b, = n=7. Jednak
w tym miejscu nie bedziemy sie tym zajmowac, bo w naszym kontekscie uwaga ta nie wptywa
na ostabienie zatozen gtéwnego twierdzenia.
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5. DOWODY GLOWNYCH TWIERDZEN

Dowdéd twierdzenia 2.2. Niech v = o — €, gdzie € jest dowolng liczba (w domysle mata) na-
lezaca do przedziatu (0, min(a + 5 — 1, — 3)). Wowczas o > 7, a > (Givy>1-— [, zatem
ze stwierdzenia 4.3 cigg sum czedciowych s, = S b,n? [ sin(2?) g jest zbiezny.

Ze stwierdzenia 4.1 wynika, ze ciag (s, — an)nen jest zbiezny, zatem skoro ciag sum cze-
sciowych s, jest zbiezny, to a, tez. To z definicji oznacza zbieznos¢ szeregu z tezy. O

Dowaod twierdzenia 2.4. Wezmy nastepujacy ciag by,:

o gdy [Vn] parzysta,
by =13" )
0, gdy [v/n] nieparzysta.

Przeksztalémy (N? — 1)-ta sume czeéciowy szeregu Y00, b, sin(my/n)

N2-1 N—1 (k+1)?—1
Z b, sin(my/n) = > bysin(ry/n) =
k=1 n=k2
N-1  (k+1)*-1 N-1  (k+1)2-1
= > > bysin(myvn)+ > b, sin(m/n).
k=1 n=k?2 k=1 n=k?2
k parzyste k nieparzyste

Wprost z definicji wynika, ze jezeli k jest parzyste, to b, dla n z zakresu [k?, (k + 1)? — 1]
bedzie réwne +. Analogicznie, jezeli k jest nieparzyste, to b, dla n z zakresu [k?, (k+1)* —1]
bedzie réwne 0. Uprosémy wiec rozpatrywane wyrazenie.

N-1 (k+1)>-1 N-1 +1)2—
(5.1) > bysin(my/n)+ Y Z b sin(my/n) =
k=1 n=k2 k=1 n=k2
k parzyste k nieparzyste
N1 (k+1)2-1 . N-1  (k+1)*-1
SIN( 7T/ T
(5.2) = > (n) + Z > 0-sin(my/n) =
k=1 n=Fk? n=k?
k parzyste k nleparzyste
(5 3) _ N-1 (k+1)2-1 s1n(7r n)
k=1 n=k?2 n
k parzyste

Ograniczmy od dotu pojedyncze wyrazenie typu zg’“j,;) - Sm(”\f dla k parzystego. Z wla-

snoéci sinusa mamy, ze dla n z przedziatu [k?, (k+1)%—1] zachodzi nieréwnoé sin(my/n) > 0,
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zatem mozemy ogranicza¢ powyzsze sumy od dotu zerujac pewne ich sktadniki. Mamy wiec

(hi1)?1 P L(kﬂ,i)w,l
Z (7\/_) > Z

T ey

Przy tak dobranych granicach sumowania zajdzie nieréwnos$é sin(mwy/n) > %, zatem dalej

sin(my/n)
n=k2 n .

zajdzie nieréwnosé

UH%)QJ B sin n
R

n

[(Hi)gj n:[(kﬁ J

3
I

k+17%7 2  (k+1)?% k+1
Stosujac powyzsze rozumowanie do wszystkich sktadnikéw sumy z réwnosci (5.3) otrzymamy
nierownos¢

N-1 N-1
I OIS SR S|
= — .
k=1  n=k? n o k17 g 2m 42 Soom
k parzyste k parzyste
Z lematu 3.3 wynika, ze powyzsza suma moze by¢ dowolnie duza. ([l

Dowéd twierdzenia 2.5. Wezmy szereg > 0 4 Sméizﬁ) dla takich wartosci i 3, ze a« > 3, a > 0

i warunek a + 8 > 1 nie jest spetniony.

Ze stwierdzenia 4.1 mamy, ze rozbieznos¢ tego szeregu wynika z rozbieznosci szeregu

Z/n —a dzx.
n=1

Aby udowodni¢ rozbiezno$¢ szeregu wystarczy zatem pokazaé, ze sumy czesciowe szeregu

i/nﬂsm(xﬁ)dx| — ANSin(mﬁ)dx‘

n xre xre

n=1

sg nieograniczone.
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Dowodzac rozbieznosci tej catki, nieznacznie zmienimy granice catkowania — udowodnimy

,rozbieznosé catki” w Wygodnych dla nas granicach, a potem udowodnimy, ze rézni si¢ ona

nieznacznie od calki N Smmx

nionych granicach Wynlkme

dx dla pewnego N, wobec tego z rozbieznosci catki w zmie-

lim sup
N—oo

= Q.

/N sin(z”) de
1

xa

Niech v = % Pierwsza cze$¢ dowodu przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na +.
) /B sin(zx T .
Calkujac przez podstawienie mamy t = 2 i f (2Mm)!/? ( D) dr = ffM 7 sin(t) dt.

1° Dla v € (0, 1] po catkowaniu przez czesci mamy
2Mr . oM 2M~ 1
/ t7sin(t) dt = [t7 cos(t)]] " — / vt cos(t) dt.
1 1

Z odpowiedniej modyfikacji stwierdzenia 6.2 wynika, ze caltka [; 2M g1 cos(t) dt jest
ograniczona przez wyrazenie zalezne tylko od 7.

Wyrazenie [t cos(t)]7" " jest réwne
(2Mm)" — cos 1,

zatem moze by¢ dowolnie duze, ale dla ustalonego M bedzie mniejsze niz (2Mm)7.
Wobec tego catka [2™ 7 sin(t) dt moze przyjmowaé dowolnie duze wartosci, ale dla usta-
lonego M mniejsze niz (2M)?.

2° Niech v € (n,n + 1]. Caltkujac przez czesci otrzymamy

2Mm oM 2Mm
/ t7sin(t) dt = [t7 cos(t)]]" " — / A7 cos(t) dt.
1 1

Analogicznie jak w pierwszym kroku mozna pokazaé, ze [t7 cos(t)]3 "™ jest réwne (2M )" —

cos 1, ale |, ‘ M 111 cos(t) dt’ mniejsze niz y(2M 7)1, zatem zachodza nieréwnosci

2Mm
/ 7t cos(t) dt| >
1

> (2M7)" —cos1 —y(2M7)"" ' = (2Mm)" ! (2Mnm — ) — cos 1

2Mm oM 2Mm
/ t7sin(t) dt = [t7 cos(t)]] " — / vt cos(t) dt > (2Mn)" — cos 1 —
1 1

Powyzsze wyrazenie moze by¢ dowolnie duze, poniewaz dla odpowiednio duzych M bedzie
zachodzi¢ nieréwnos¢ 2Mm > .

2M7r 1/beta

WykazaliSmy wiec, ze calka fl Sm(wﬁ) dz moze by¢ dowolnie duza.
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Teraz udowodnimy, ze jezeli N = L(2M7r)1/5J to réznica miedzy calka f (2Mm)!7 sin@?) g,

1:(1
N
a Smxm dz bedzie ograniczona. Mamy

/(QMW)I/B sin(mﬁ) dx—/N sin(x’g)d
1 1

@Mm)E gin(27)
¢ xre /

N xre

T dz|.

Wartosci funkcji podcatkowej sg co do modutu mniejsze niz —, a dtugos¢ przedziatu {N ,(2M ﬂ)lﬂ}

jest mnlerza niz 1, zatem rozpatrywana roznica jest mmejsza niz ﬁ, a skoro a > 0,

to & < 1, wige ograniczyliSmy z gory te roznice przez 1. U

SlIl

Dowéd twierdzenia 2.6. Wezmy szereg > > 4
a > [ nie jest spetniony.

Wtedy a =31 =2, zatem warunek

Rozbijmy sume czeSciowa tego szeregu na cztery sumy czesciowe. Mamy

4N+3

f (T2
sin(§n?)
nl/2

sin(Z(4n)?)  Lsin(3(4n+1)%)  XKsin(3(4n+2)?) X sin(F(4n + 3)?)
A T T an s )2 T ang a2 T ng g

n=0 =0

=10

1

n

Mozemy uprosci¢ argumenty w sinusach. Mamy bowiem
. ™ 2\ . ) 2\
sin (2(471) > = sin (27r 4n ) =0,

sin (2(471 + 1)2> = sin (27T 4n? 4+ 21 - 2n + ;)

1

sin (g(éln + 2)2> = sin (27r - 4n?® 4 21 - 4n + 27T) =0,
9
sin (;T(Zm + 3)2> = sin (27T 4n? 4+ 27 - 60 + ;) =1
Zatem powyzsza suma sum czesciowych jest rowna

Yosin(5(4n)?)  Lsin(5(4n+1)?)  Lsin(F(4n+2)?)  sin(§(4n+3)%)
ZW+Z (4n+1)1/2 +2 (4n + 2)1/2 nZ::O (4n +3)1/2

N N N
0 0 1
=2 et Z 4n+1 (TR R i) TR Dh rerer 1T
P SR S S
a n=0 (47’L + 1>1/2 n=0 (471 + 3)1/2 '
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Zastosujmy pewne nieréwnosci. Mamy

N 1 N 1 N 1 N 1
> - - =
nZ:O (4n + 1)1/2 +n§0 (4n + 3)1/2 Z ¢ (4n + 4)1/2 +HZ:0 (4n +4)1/2

N+1 1 N+1 1

Jr
:zz: 1/2+Z 1/2:;W‘

sin(Zn?)

Z lematu 3.3 wynika, ze powyzsze sumy czgsciowe sa nieograniczone, zatem szereg » 0 — 5
jest rozbiezny.

6. JAK ZOBACZYC ZBIEZNOSC CALKI ,, PRZEZ SKRACANIA”?

W tym rozdziale zaprezentujemy alternatywny dowod stwierdzenia 3.1 dlaa =113 > 0.
Nasza motywacjg do przeprowadzenia tego typu dowodu jest bezposrednie zauwazenie ,skra-
can” (takich jak np. w (1.2)), ktére stoja za zbieznoscia calki. Zaczniemy od nastepujacego
lematu.

Lemat 6.1. Niech a > 0, wowczas dla dowolnego k € Zy mamy

/2(k+1)7r sin(z) 1
i
2

km x

aT

< —-
(km_)oa—‘rl

2(k+1)7 sin ()

Dowdd lematu. Zauwazmy, ze dla wszystkich k& € Z, mamy dx > 0, wiec
2km e
/ ( )daz| = / ( )dx
2km e 2km r“

Wykorzystajmy definicje catki Riemanna jako granicy sum catkowych o maksymalnej $red-
nicy podziatu dazacej do zera. W tym przypadku bedziemy rozpatrywaé podzialy na rowne
czesci. Mamy

/2(k+1)7r sin(z) Ll — / 2(k+1)m sm( ) dr — Tim szl 2 sin(2km + 27 - ) _
U e 2k N—oo ~—0 (2k7r + 27 - %)a
. 2 = sin(2r - §)
N—oo N (Qk;ﬂ- + 27 )

Mozemy sume pod granicg rozbi¢ na dwie sumy, by ,prawie skasowaé¢” n-ty i (n + %)—ty

wyraz ze soba, wszak argumenty w sinusach w n-tym i (n + %)—tym wyrazie roznig sie o T,
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zatem sinusy te sg przeciwne. Otrzymujemy

. oor W sin(@m- )
lim — =
N=oo N2 (2km + 21 - 2)
N _
T 1 sin(2r- 2 N Ni:l sin(2m - %)
—= 11m — a =
Noo N\ S (2kr+2r- %) TR (2km 4 2m- )
. nt+&
i 2 | % sin(27 - ) sin(27 - —%)
= im — - a =
N=oo N | 5 (2/{77 + 27 %) <2k7r 4o ”}g>
I i sin(m &) sin(m +7 - &)
= lim - + 2
N—oo —

. M-l gin(r - & sin(r+ 71 - 2

i (S ety mr )

g &L (i) o sin(meg) >:

o Mmoo Mo\ GS (2km e &) (2kr e )

= lim . Mlsin(ﬂ_n)( 1 a_ 1
M=o M\ 5 M <2k7r+7r-ﬁ> (2k7r+7r+7r.%

~ tim T Mlsin(w.”)-<2k””+”ﬂ)a—(2’”+7fﬂ)a).
M=o M M ((2k7r+7r-ﬁ)(2k:7r+7r+7r.%)a

Dla ustalonego n niech u := 2km + 7 - 7.
Z lematu 4.2 mamy nier6wnos¢

|(t+m)* —t%| < {

O PEWNYM KRYTERIUM ZBIEZNOSCI SZEREGOW TRYGONOMETRYCZNYCH

)

O<axl
a > 1.

amt® 1,
an(t+ m)*
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Wobec tego, dla 0 < @ < 1 mamy nieré6wnosc¢

lim — . (Mfsin(w.”) : <2kﬁ+ﬂ+ﬁ'n)a_(2kﬂ+ﬁ.&)a) <

((2kr+7-2) (2km+7+7-2))°

X

| - M-1 n om 2k7r+7r —) o 3
< lim — - sin(7r-> 7 | <
M—oo M =0 M 2k7r+7r —) (2k7r+7r+7r %))
< 1 T (ML ( n) am (2km)*™ !
< lim — - sin (7 —

M—oo M\ = M (2km) ( 2k7r—|—7r))

M—1
T n

< 1 — - — <

e M (n—O S <7T M> (2km) ( 2k7r+7r) )
< i ™ ML ( n)
\MEHOOM S111 WM

2]{771- Oé+1>
(k)

.

3\3

9

A sz:l _ ( n) <2k7r+7r+7r-ﬁ)a—(2k7r+7r-%)a

im — - sin (7m-— |- -

M—oo M\ 1= M ((2k7r+7r-ﬁ) (2k7r—{—7r+7r M))

o T M-1 ( n> oc7r<2k’7r+7r—|—7r~—) _

< lim — - sin (- — = | <
M—oo M | 1= M ((2k7r—|—7r —) (2k7r—|—7r+7r —))

< lim T N < n) am (2km 4+ 27)*"

< lim — - sin(7-— |- =
e MO\ =\ M) (@) (R + )

< lm " N ( n) am - 2071 B

S i M = ST M (2km)* (km 4+ 7))

< lim T = n aT

< gim (X sin (7 37) 3 oy )
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Dalej, juz dla wszystkich a € R otrzymujemy nieréwnosc¢

. T (1\42—:1Sin(7r.n>.(2k;7r+7r+7r-) (2k77—|—7r M)a) <

((2k77+7r~%) (2k7r—|—7r+7r i )a

M-1
m n T
< i . i L)) =
Moo M (z:: o (W M> 2 (/m)a“)
T ! M—1 . ( n)
=— . |llIm — - sin({m-— | =
2 (kr)**1 Mo M = M
T

(k,/r)a+1 :

Stwierdzenie 6.2. Dla wszystkich o > 0 mamy

/ab sin(x) de

sup o

a,b>1

< 0Q.

Dowaod. Rozbijemy dowod na dwa przypadki w zaleznosci od a.

(1) a=0
Woéwezas

b sinx _
@ 20 dx’ =

‘ = |—cosb+ cosal <2

(2) a>0
Niech k = [iw, = {%J if(x)= Slzi Wowcezas wielokrotnie rozbijajac przedziaty
catkowania uzyskamy ponizsze nierownosci.

2k 2l
_ / f@yde+ [ f@)de+ / f(z)dz| =
2em -1 2(n+1)7 b
_ / f(x) dx+§k</2m+ f(x)dx) +/Mf(a:) dz| <
< /ka )dxz| + i e (x)dx| + /2:) f(z)dz| <
2k7r 2(n+1)m b
< x)dz —|—Z /2 f(z)dz| + g f(z)dx
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Wykorzystujac lemat 6.1 do sktadnikow powyzszych sum postaci ‘ f;;gnﬂ) f (x)dx‘
otrzymamy nierownosé

/abf(x) dz /;kﬂ f(z)dz

-1

2(n+1)7
ST

n=1 nm

< + +/2b flz)dz| <

I

(6.2) " - ,
</7r dx—l—zi—i—/ f(z)dz
h a f(l‘) n=1 (kﬁ)a+l 2l '
2km b
Liczby / f(z)dz|i / f(z) dz| sa mniejsze niz 2, bo dla x > 1 mamy |f(x)| < 1
a 2lm

i przedzialy catkowania sg nie dtuzsze niz 2.

Liczba Zﬁ;ll ’ | jest mniejsza niz pewne wyrazenie zalezne tylko od «, ponie-

waz
-1 0o fe'e)
T T T 1
—— K < .
T; (kﬂ')a+1 = nz::l (kﬂ')a+1 = 7Ta+1 nz::l k:OH-l

Skoro ¢ > 0, to a+1 > 11 z lematu 3.3 szereg > 2, ka% jest zbiezny. Wobec
tego dla dowolnego wyboru liczb a i b w nieréwnosci (6.2) i ograniczen podanych na
pozostate sktadniki mamy

/ab sin(z) dx‘ _

xO[

<

/abf(x)dm

-1

2(n+1)7
S e

n=1 [T

< + +

Y

/; f(z)dx

lm

/jkﬂ f(z)dx

a wykazalismy, ze wszystkie te sktadniki sa mniejsze niz pewne wyrazenia zalezne
tylko od «, zatem sama catka réwniez jest ograniczona z gory.

0

Mozna si¢ zastanawia¢, dlaczego w stwierdzeniu 6.2 zaktadamy, ze supremum jest wzigte
po a,b > 1. Z punktu widzenia porownywania szeregu z catka nie jest istotne, czy rozwazamy
a,b > 0, czy a,b > 1, bo jeden wyraz nie wptywa na zbieznosé¢ szeregu (patrz rozdzial 3.2
i rownosé (3.9)). Jednak w ogélnym przypadku okazuje sie, ze ten ,jeden wyraz” (formal-
niej nalezatoby powiedzie¢: zachowanie sie funkcji w zerze) jest kluczowe. Dowodza tego
stwierdzenia 6.6 i 6.7. Zaczniemy jednak od kilku lematéw.

Lemat 6.3. Dla dowolnej liczby x € [0,1] zachodzg nieréwnosci
sine < r < tgw.

Dowdd. Dowdd wynika z [8, str. 28] O
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Lemat 6.4. Dla dowolnej liczby x € R\ {0} zachodzi nieréwnosé

sin(z) <1

T

% jest funkcjg parzysta, wiec bez straty ogoélnosci zatézmy,

Dowdéd. Funkcja f(x) =
ze x > 0. Jezeli x > 1, to

sin(z)| |sin(z)| _ |sin(z)| 1
- X < - =1
x || 1 1
Jesli 0 < x < 1, to teza wynika z pierwszej nieréwnosci lematu 6.3. O

Lemat 6.5. Dla dowolnej liczby x € (0,1] zachodzi nieréwno$é

sin(x) - 1

2
Dowdd. Wyznaczmy pochodng funkeji f(x) = smxﬂ w przedziale (0, 1]. Mamy
, sin(z)]’ [sin(z)] - & —sin(z) - [z]  cos(z)  sin(x)
fi(x) = T - 22 - T2

Z lematu 6.3 wynikaja kolejno nieréwnosci:

sin(x) . :
r<tgr <=z < @) <= xcos(z) < sin(zr) <= x cos(z) —sin(zr) < 0 <=
cos(x
cos(x sin(x
() s _ o
x T
co oznacza, ze funkcja f jest malejaca na przedziale (0, 1].

Wobec tego najmniejsza warto$¢ f na (0,1] wynosi f(1) = sinl, a ponadto zachodzi
nieré6wnosc sin 1 > sin § = % O
Stwierdzenie 6.6. Dla wszystkich o € R\ [0,2) mamy

b sin(x
sup / (z) dx| = oo.
abeRy |[Ja  T®

Dowaod. Rozbijemy dowdd na dwa przypadki w zaleznosci od a.

(1) a<0

Udowodnimy, ze ciag ¢, =

2n+1)7 gi
/ M dx| jest rozbiezny do +o00.
2

«
nw T
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Zauwazmy, ze dla wszystkich n € N, z € [2n7, (2n+1)7] i a < 0 zachodzi nieréwnosé
sinfe) > __sinl@) 2 atem zachodzi nieréwnoéé

zo 7 ((2n+1)7)
(2n+1)m 2n+1)m
. :/ sin(x dx// _ sin(z) dp =
2

2n+1)7 i
/ sin(x) q
2

n = n e n 2n -+ 1) )
1 (2n+1)m
= sin(z)dr = ————
(2n+ 1)m)~ /2n7r (@) ((2n + 1)7?)
Ciag d,, = W jest rozbiezny do +oo dla o < 0, zatem ciag c,, ktérego kazdy

wyraz jest wigkszy lub réwny odpowiadajacemu wyrazowi d,, tez.

a2

. . 1 gin(z) . .

Udowodnimy, ze ciag ¢, = /1 —= dx| jest rozbiezny do +oc.
1 T

Zauwazmy, ze na mocy lematu 6.5 zachodzi nierownosé

sin(z)  sin(z) 1 - 1 1

o T ’ ol z \/§ ' roa—1’
Ponadto z zatozenia o > 2 i z € (0, 1] wynika, ze
sin(x) sin(x) 1 1 1 1 1
— . > . > .=
e x el T 2 a7 2z
Wobec tego zachodzi nieré6wnosé

1 g 1
/ sin(x) de :/ sin(x // 1 1'/ lda::
Lo : e TV e

n

1 i ]1 1 < 1 1 > 1
= —_.|lnzx = — - | —1n— :7'1’177,.
V2 V2 n) V2
Ciag d,, = % -Inn jest rozbiezny do 400, zatem ciag c,,, ktorego kazdy wyraz jest
wigkszy lub rowny odpowiadajacemu wyrazowi d,, tez.

Cp =

O

Stwierdzenie 6.7. Dla wszystkich o € [0,2) mamy

b sin(x
sup / ( )dx < 00.
a,beR ¢ a z®
Dowad. Jezeli o = 0, to
bsin(x b
sup / (z) dz| = sup / sin(z)dx| = sup |—cosb+ cosal <2
abeRy |[Ja  T® a,beRy |a a,beER
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W dalszej czesci dowodu bedziemy zaktadaé, ze o € (0, 2).

Jezeli a,b > 1, to teza jest rGwnowazna stwierdzeniu 6.2. W dalszej czesci dowodu bedzie-
my zaktadaé, ze a € (0,1).

Udowodnimy, ze SUPye(0,1)

fl sin(z) dx‘ < 00. Z lematu 6.4 mamy nieré6wnosc¢

sin x B 1 |sinzx 1
go | gel| g | gol
zatem zachodza takze nierownosci
lsin(z 1 sin(z 1] -1 1 1! 1
a T a T @ ra—1 12—« o2 . 2 _ o
< 1

Rozbijmy catke z tresci stwierdzenia na dwie catki. Mamy
b g 1 g b g 1 g
/ sin(x) d$‘ _ / sin(z) dx+/ sin(z) dl’l < / sin(z) da| +
a e a e 1 e a xre
Jezeli b > 1, to catka | /. ‘ b 512 (z) dx‘ jest ograniczona ze stwierdzenia 6.2. Jezeli b < 1, to

/lb sin(x) e /bl sin(x) de

x T

/117 sin(z) dal

wa

Y

. . . 1 21: 2 ..
a powyzsza calka jest ograniczona przez ;—, co udowodnilismy powyzej.

Calka | [} () dx’ réwniez zostata ograniczona przez 3, co udowodniliémy wyzej, zatem
cala suma
b 1 g b g
sin(z sin(x sin(z
/ ()dx:/ <)dx+/ I
a e a e 1 e
jest ograniczona. ]

7. UZUPELNIENIA

Zadanie 7.1. Niech o € R. Udowodnij, ze szereg

Sln om
Z

jest zbiezny.
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Dowdéd. Ustalmy liczbe naturalna N. Wowcezas zajda nierownosci

sin om) _ (ivz sin(om)) _/N+1 sin(aur) dx—|—/N+1 sin(au) dzl <
= = n 1 T 1 x
o i\[: sin(an) _/N+1 sin(ar) da| + /N+1 sin(a) del =
T = n 1 x 1 x B
B i sin(an) _/”Jrl sin(ar) de /N+1 sin(ax) dr
I et n n x 1 x

Pierwszy modul jest ograniczony ze stwierdzenia 4.1, a drugi przez stwierdzenie 3.1, zatem
moduty sum czeSciowych sg ograniczone przez pewng staly liczbe, wiec modut szeregu jest
ograniczony. 0

LITERATURA

[1] N.H. Abel, Untersuchungen iber die Reiche 1 + Ttz + m(“? D2 4 m(m112)(3m 2 4 ..., J. reine angew.
Math.1 (1826) 311-339.

[2] P. Dirichlet, Démonstration d’un théoréme d’Abel, Journal de mathématiques pures et appliquées 2nd se-
ries, tome 7 (1862), pp. 253-255.

[3] C.D. Evans, W.K. Pattison, Convergence and divergence testing theory and applications by Integration
at a point, https://arxiv.org/abs/1503.00817v1

[4] G. Fichtenholz, Rachunek rdézniczkowy i calkowy tom 2, PWN, Warszawa 1999.

[5] W. Freedman, Abel’s summation formula in partially ordered groups, Topology Appl. 159 (2012), no. 1,
175-182.

[6] A. Khosravi, B. Khosravi, Generalization of Dirichlet’s test and Abel’s test, Int. J. Sci. Technol. Univ.
Kashan 1 (2000), no. 1, 29-32.

[7] M. Mursaleen, S.A. Mohiuddine, Convergence methods for double sequences and applications, Springer,
New Delhi, 2014. x+171 pp. ISBN: 978-81-322-1610-0; 978-81-322-1611-7

[8] R. Szwarc, Analiza matematyczna ISIM I,
http://www.math.uni.wroc.pl/ szwarc/pdf/AnalizaISIM1.pdf (dostep: 14.04.2020)

[9] P. Glowacki, Analiza matematyczna 1 B,
http://www.math.uni.wroc.pl/ glowacki/analizaB.html (dostep: 14.04.2020)

[10] M. Nathanson, Additive number theory. The classical bases, Graduate Texts in Mathematics, 164.
Springer-Verlag, New York, 1996. xiv+342 pp. ISBN: 0-387-94656-X.

[11] C. Niculescu, M. Stdnescu, 4 note on Abel’s partial summation formula, Aequationes Math. 91 (2017),
no. 6, 1009-1024.

[12] E.M. Stein, R. Shakarchi, Fourier analysis. An introduction, An introduction. Princeton Lectures in Ana-
lysis, 1. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2003. xvi4+-311 pp. ISBN: 0-691-11384-X.

[13] I. Stewart, Seventeen equations that changed the world, Profile Books (2012).

[14] Egzamin wstepny na Studium Doktoranckie Instytutu Matematycznego UWr, czerwiec 2007,
http://www.math.uni.wroc.pl/studia-doktoranckie-rekrutacja (dostep: 14.04.2020)

[15] .M. Vinogradov, The method of trigonometrical sums in the theory of numbers, Trav. Inst. Math.
Stekloff 23, (1947). 109 pp.


https://arxiv.org/abs/1503.00817v1
http://www.math.uni.wroc.pl/~szwarc/pdf/AnalizaISIM1.pdf
http://www.math.uni.wroc.pl/~glowacki/analizaB.html
http://www.math.uni.wroc.pl/studia-doktoranckie-rekrutacja

32 O PEWNYM KRYTERIUM ZBIEZNOSCI SZEREGOW TRYGONOMETRYCZNYCH

[16] A. Zygmund, Trigonometric series. Vol. I, II., Third edition. With a foreword by Robert A. Fefferman.
Cambridge Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2002. xii; Vol. I: xiv4383
pp-; Vol. IT: viii+364 pp. ISBN: 0-521-89053-5.



	1. Wstep
	2. Wyniki pracy
	2.1. Motywacja
	2.2. Cele pracy
	2.3. Główne wyniki pracy

	3. Idea dowodu
	3.1. ,,Całkowa" wersja zadania
	3.2. Porównanie z całka
	3.3. Metoda sum Abela

	4. Twierdzenia pomocnicze
	4.1. Porównanie szeregu z całka
	4.2. Metoda sum Abela

	5. Dowody głównych twierdzen
	6. Jak zobaczyc zbieznosc całki ,,przez skracania"?
	7. Uzupełnienia
	Literatura

