Wielomiany z podtogami

Adam Klukowski

Dla wzglednie pierwszych liczb calkowitych dodatnich definiujemy P, ., (z) = Zl:”(; Lelml+ls],
Celem tej pracy jest wykazanie, ze wszystkie pierwiastki zespolone P, , maja modul réwny 1.

0. Mamy deg(Pp,.n) = L%?J+L%;1J =n—-1+m—-1=m-+n-—2

1. Niech ¢ € C, (™' = 1. Obliczymy P,, ,(¢).

Zaczniemy od P, ,(¢™). Mamy

mn—1 mn—1 mn—1 mn—1
Pm,n(Cn) — Z CnL%J +n|_%J — Z C—mL%J +n|_%J — Z C(k—mL%J)—(k—nL%J) _ Z C(k: mod m)—(k mod n)
k=0 k=0 k=0 k=0

Liczby m,n sa wzglednie pierwsze, wiec funkcja Z/mnZ — Z/mZ x 7 /nZ postaci
k — (k mod m, k mod n) jest bijekcja. Zatem

mnz_l C(k mod m)—(k mod n) _ Z Cafb _ (an_l Ca) (nil Cb)
a=0 b=0

k=0 o<a<m
o<b<n

co dla ¢ # 1 daje

oy (1=CM=¢") (1=
Pm,n(c )_ (174)(174*1) - (1*C)(]—7C71)

Oznaczmy odwrotnos¢ n modulo n 4+ m przez l. n +m i n sa wzglednie pierwsze, wiec [ istnieje. Zatem
P =1AC# 1= (O = 1A # 1. W takim razie

_ N € e a0 SO ¢ S o
Pm,n(c:) = Pm,n((cl) ) - (1 _ Cl)(l o Cfl) - (1 _ Cl)(]- _ Cfl)

2.Zdefiniujmy O,, ,(z) = Z’,’,‘;ﬁ,,(i? . Rozpatrzymy te funkcje dla € C o module 1.

Pokazemy, ze dla o module 1 zachodzi O,, ,(z) € R. Dowéd bedzie sformalizowaniem spostrzezenia,
ze cigg wspotezynnikow wielomianu P jest palindromem. Zauwazmy najpierw, ze
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Mamy

mn—1 mn—1
O () = Z x2—m—n+2L%J+2\_%J _ Z mm+n—2—2|_%J—2\_%J
k=0 k=0

Ostatnia réwnoéé wynika z faktu, ze dla 2 € C o module 1 zachodzi T = 2~!. Korzystajac z naszego
spostrzezenia dostajemy

mn—
Z m+n22% % Z mnlk_,’_z\_mnlkj_,’_an

co po zmianie kolejnosci sumowania daje

mn—1 1k 11—k mn_1
Z x2t7nn:ﬂ — J+2L7nn; — J+27m7n _ Z x2L£J+2L%J +2—m—n — OnL,'I’L(x)
=0 k=0

Zatem dla z o module 1 zachodzi Oy, (2) = O n (), czyli Op, o () € R.

it

3. Rozpatrzmy funkcje D : [0,7) — R postaci D(t) = O, n(e™+7).

Jest ona ciggla, poniewaz jest zlozeniem funkcji ciagtych. Ponadto, dla k € {1,2,...,m+n — 1}

km ik ik 27ik
_mik_ 2—m—
b ( = Om,n <€m+n) =emm " n)Pm,n (6 m+n) -

m-+mn
( 727”1@) (1 2mik ) (1 72mk) ok
—e m—+n — e7n.+n — e m+n _ s
_ ik  2Zxik — (1) B (71)]”11 cos A
=€ € 2mikl —2mikl\ 2mikl —2mikl 1— 27kl
1 — em+n 1 — e m-+n 1 — em+n 1 — e m—+n cosm_,'_n

k jest niepodzielna przez m + n, a skoro [ i m + n sa wzglednie pierwsze, to kl réwniez. Zatem

2k , 2rkl e sa catkowitymi wielokrotnosciami 27, czyli ich cosinusy sa $ci$le mniejsze od 1. Zatem
m—+n’ m+n
1—cos 772;12
T oooz=rr > 0, wige wartos¢ D(7
—COS
m—+n

) jest tego samego znaku co (—1)F+1,

. .. .. . .. . . rk  w(k+1)
Wobec ciaglosci funkcji D oznacza to, ze ma ona miejsce zerowe na kazdym przedziale (m e T

dla k € {1,2,...,m+n —2}. Ale jesli D(t) = 0, to Py, n(€2™") = 0. Zatem dla kazdego
ke{l,2,...,m+n — 2} istnieje pierwiastek P, , lezacy na luku okregu jednostkowego, na ktérym

argumenty zawieraja sie w przedziale ( 2mk Qﬂ(kﬂ)). 1<k <m+n—2, wiec tuki te sa roztaczne. W

m+n’ m+n
takim razie Py, ,, ma m +n — 2 = deg(P,, ) pierwiastkéw na okregu jednostkowym.

Komentarz
Twierdzenie jest prawdziwe rowniez dla niekoniecznie wzglednie pierwszych m,n, poniewaz

d>mn—1 d—1 mn—1
Sl el — g (3 gimen <Z xmwm)

k=0 j=0 k=0

A wielomian w pierwszym nawiasie jest dzielnikiem z4(™+m) — 1.



Na zakonczenie kilka ciekawostek:
P, »(z) mozna zapisaé jako

m+n—2
Poon(z) = Z min{m,n, mk +m mod m + n,nk +n mod m + n}z*
k=0

Lub réwnowaznie (zakladamy m < n, w wykladnikach dzielimy modulo)

m—1

1 B Z L (CC(% mod m+n) —|—;E(% mod m+n)_2>
k=1

‘,L.m+n71 _

Pm,n(z):p 1

Konstruujac wielomian réwny P, , w pierwiastkach stopnia m + n z jedynki i poréwnujac ze
wzorem u goéry strony dostajemy ladnie wygladajacy wzér

m+n—1 Ckmj(l _ C_kn)Q

(kY (1 — (—F

2 T=HI-¢ ")

= (m + n)min{m,n, mj + m mod m + n,nj +n mod m + n}

27i

dlad<j<m+nil=emtn

Stosujac analize Fourierowska dostajemy

B S 2m (1 _ eim&)(l _ e—inﬁ)
Pnan(@) = (1 = 2™ )/0 (1~ 2em0)(1 — ze-m0)(1 — c0)(1 — e~ 1)

do

dlazeC, |zl <1

Zera funkeji D(t) sa réwniez rozwiazaniami réwnania (zakladamy m < n)

m—1
sin(m +n — 1)t <m—2sint Z k sin (2 <fL mod m+n) + 1) t> =

k=1

m—1
k
=2cos(m+n—1)tsint E k cos (2 ( mod m+n) + 1) t
n
k=1

co dla min{m,n} < 3 przy zastosowaniu podobnej metody pozwala na odrobine dokladniejsze
zlokoalizowanie pierwiastkéow P.



