Rozwazmy sytuacje, w ktore] mamy dane dwa rodzaje monet o nominatach
catkowitych réwnych p, q. Zaktadamy, ze liczby te sa wzglednie pierwsze oraz posiadamy
nieskonczenie wiele monet kazdego rodzaju.

Problem 1. Czy istnieje taka liczba calkowita, ze kazda liczba calkowita nie mniejsza
od niej jest kwotq, ktorg mozemy zaplaci¢ monetami p i q bez wydawania reszty. Jesli tak, to
ile wynosi najmniejsza sposrod nich?

Ten do$¢ znany problem sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej liczby catkowitej, ze
dla kazdej niemniejszej liczby catkowitej n istnieja takie nieujemne liczby catkowite a, b, ze
n = ap + bq. Takie przedstawienie nazwiemy dobrym. Przez par¢ wlasciwa dla danej liczby
n bedziemy rozumie¢ pare liczb, z ktérych jedna pomnozona przez p da n, po dodaniu drugiej
pomnozonej przez q. Liczby te bedziemy nazywa¢ odpowiednio liczba a, oraz liczba b pary
wlasciwe]. Parg maksymalng liczby n nazwiemy jedna z par wlasciwych tej liczby, w ktorej a
jest mozliwie najwieksze. Bedziemy jg oznaczaé przez (a,, , b,). Powiemy ze a jest wlasciwa
dla n gdy a nalezy do jednej z par wlasciwych liczby n. Podobnie b jest wlasciwa dla n gdy
nalezy do pewnej pary wlasciwej liczby n.

Twierdzenie 1. (Frobeniusa) Dla dowolnej liczby catkowitej n = (p — 1)(q — 1)
istnieje przedstawienie dobre.

Zanim przejdziemy do dowodu, rozwazmy nastepujacy lemat:

Lemat 1. Dane sq liczby wzglednie pierwsze p, q. Wtedy ciqg reszt z dzielenia
0,p,2p,...,(q — V)p przez q, jest permutacjg ciggu 0,1,2, ...,q — 1.

Dowdod lematu 1. Zatozmy, ze pewne dwie sposrdd liczb 0, p, 2p, ..., (g — 1)p daja te samg
reszte z dzielenia przez ¢q. Niech beda to kp oraz Ip. Wowczas roznica kp — lp dzieli si¢ przez
gq. Jest jednak rowna p(k — I) co jest iloczynem liczby wzglednie pierwszej z ¢, oraz liczby
mieszczace] si¢ w przedziale < 1 — g, q — 1 >co jest niesprzeczne tylko wtedy, gdy k — [ =
0, czyli k = . Mamy wigc ¢ mozliwych liczb w g-elementowym ciagu reszt z dzielenia
0,p,2p, ..., (q — Dp przez q, w ktdérym wszystkie wyrazy sa rozne. To juz daje teze.

Dowaod twierdzenia 1. Bez straty og6lnosci mozna zatozy¢, ze p>q. Rozwazmy ciag

0,p,2p, ..., (g — 1)p. Na mocy lematu 1, pewien jego wyraz daje te samg reszte z dzielenia
przez q co n. JeSlin = (g — 1)p, to w ciagu n,n —p,n —2p,...,n — (g — 1)p wystapi
liczba podzielna przez q. Wyrazy tego ciagu sa ponadto nieujemne, bo dla dowolnego

wyrazu n — kp = (@ — Dp — (@ — 1)p = 0. Zauwazmy teraz, ze liczby pq —p, pq —p —
q daja reszt¢ —p z dzielenia przez ¢, a zadna liczba pomigdzy nimi nie. Stad jesli
p—-D(@—-1<n<(g—Dptowciggun,n—p,n—2p,..,n — (g — 2)p wystapi liczba
podzielna przez q. Wszystkie jego wyrazy sa nieujemne, gdyz dla dowolnego wyrazu: n —
kp=((p—-1)(@q—-1)—(q—2)p=p—q+1>0. Dla pewnych nieujemnych a, b zachodzi
wiec rownos¢ n — ap = bq, co daje teze.

Zauwazmy tez, ze liczba pq — p — q nie ma przedstawienia dobrego. Daje ona reszte
—p z dzielenia przez q, wigc przeprowadzajac rozumowanie podobne jak w dowodzie
twierdzenia 1, stwierdziliby$my, ze a = (q — 1), oraz b = (p — 1). Jednak wtedy ap + bq =
2pq — p — q, co jest sprzeczne.



Przyjmijmy od teraz, ze liczba n w dowodach to pewna liczba, ktorej pary wlasciwe
beda rozwazane, to jest to liczba, ktéra na pewno ma przedstawienie dobre.

Prawda jest, ze dane a jest wlasciwe dla n wtedy i tylko wtedy, gdy n — ap dzieli si¢
przez q. Korzystajac wigc z lematu 1 mozemy wywnioskowac, ze wszystkie a, takie ze n —
ap dzieli si¢ przez g, daja t¢ sama reszte z dzielenia przez q. Stad wszystkie takie a roznig si¢
o wielokrotnos¢ g. Ciag wszystkich a wtasciwych dla » jest wigc dany wzorem a = a,, — kq,
oczywiscie dla wszystkich takich k catkowitych, ze a,, — kq = 0. Obliczamy, ze wowczas
bq=n—ap=a,p+b,q— (a, —kq)p = (b, + kp)q. Wszystkie pary wlasciwe n sa dane
wzorem (a, b) = (a,, — kq, b, + kp). Wartosci k sa réwne kolejnym liczbom naturalnym,
gdzie najmniejsza to 0.

Lemat 2. Dla danej liczby calkowitej n = pq istnieje dokladnie m przedstawien
dobrych wtedy i tylko wtedy, gdy dla liczby n — pq istnieje dokltadnie m — 1 przedstawien
dobrych.

Dowdd lematu 2. Parg maksymalng dla n jest (a,_pq + q, bp—pq), gdyZ para ta jest wiasciwa
dla n, a gdyby istniata para w ktorej a jest wigksze niz a,,_,, + q (oczywiscie o

wielokrotnos¢ (), to w tej parze b bytoby mniejsze, réwne pewnemu b —Ip W tym

n-pq
wypadku n — pq — (bp_pq — IP)q = @n_pqp + Ipq Otrzymaliby$my wigksza liczbe
wlasciwa a dla n — pq od tej w parze maksymalnej co jest sprzeczne. Stad wszystkie pary
wiasciwe dla n sg postaci (@p_pq + g — kq, by_pq + kp). Stad k moze przyjmowac o jedng

warto$¢ wiecej niz w przypadku liczby par wlasciwych n — pq, co pociaga za soba teze.

Udowodniony lemat w potaczeniu z twierdzeniem 1 implikuje nast¢pujacym
uogodlnieniem owego twierdzenia:

Twierdzenie 1°. Dia dowolnej liczby catkowitej n = mpq — p — q + 1 istnieje co
najmniej m przedstawien dobrych.

Zauwazmy, ze korzystajac z lematu 2 1 wczes$niejszego spostrzezenia, ze liczba pqg —
p — q nie ma przedstawienia dobrego mozna wykaza¢, ze liczba mpg —p —qmam — 1
przedstawien dobrych.

Nazwijmy przewodnikiem dla pary wilasciwej o danych wlasnosciach najmniejsza
liczbe catkowita taka, ze dla kazdej nie mniejsze] istnieje wlasciwa dla niej para liczb a, b lub
pewna liczba takich par o danych wlasnosciach. WykazaliSmy zatem, ze przewodnikiem dla
istnienia m par wlasciwych jest liczba mpq —p —q + 1.

Rozwazg teraz kilka postawionych przeze mnie probleméw:

Problem 2. Czy istnieje przewodnik dla pary wlasciwej w ktorej jedna z liczb jest
kwadratem liczby calkowitej?

Problem 3. Czy istnieje przewodnik dla pary wlasciwej w ktorej jedna z liczb jest
pierwsza?

Problem 4. Czy istnieje przewodnik dla pary wlasciwej ktorej liczby konczq sie tq
samq cyfrq? Ogolniej, czy istnieje przewodnik dla pary wlasciwej w ktorej liczby dajq tq samqg
reszte z dzielenia przez dang liczbe?



Twierdzenie 2. Istnieje przewodnik dla pary wlasciwej w ktorej jedna z liczb jest
kwadratem liczby catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy p € {1,2} lub q € {1, 2}.

Dowod twierdzenia 2. Zatozmy, ze p = 2. Woéwczas dla kazdego danego parzystego n
przyjmujemy a = %, b = 0. Wtedy b jest kwadratem liczby catkowitej. Jesli n jest

nieparzysta i wigksza od ¢ to przyjmujemy a = %, b = 1. Wtedy b jest rowniez kwadratem
liczby catkowitej. Jesli natomiast p = 1, to wystarczy przyja¢ a = n, b = 0. Przewodnik dla
pary w ktorej jedna z liczb jest kwadratem liczby catkowitej i p = 2 wynosi g — 1 (co tatwo
wywnioskowac z powyzszych rozwazan), a dla p = 1 wynosi 0. Analogiczny wniosek
otrzymamy przy zalozeniu ze q € {1, 2}. Zatézmy teraz, zep # 2, p # liq # 2,q # 1.
Udowodnig, iz wtedy istnieja dowolnie duze n ktore nie maja przedstawienia dobrego w
ktorym jedna z liczb pary wlasciwej jest kwadratem. Zatdzmy wiec przeciwnie, ze a = d?,
gdzie d jest calkowite. Poniewaz x? = (g — x)? (mod q) wiec liczba a daje najwyzej % +1
réznych reszt z dzielenia przez q. Dla g > 2, % + 1 < g wigc istnieje reszta z dzielenia przez

q ktorej a na pewno nie daje. Taka reszta bedzie wiec tez istniata dla liczby ap. Dla
dowolnego n dajacego wlasnie taka reszte z dzielenia przez g rbwnanie n = ap + bq nie
bedzie mialo rozwigzania co konczy dowdd.

Mozemy zapytal, czy dla pewnych p, g istnieje przewodnik dla pary wlasciwej ktorej obie
liczby sa kwadratami liczby catkowitej. Rozumowanie podobne do tego w dowodzie
twierdzenia 2 zaprowadzi nas jednak do wniosku, ze gdyby istniat, to p, g € {1, 2}, co
zwazajac na wzgledng pierwszos¢ tych liczb daje 2 przypadki. Jesli p = g = 1 to przewodnik
oczywiscie nie istnieje, bo istniejg dowolnie duze liczby nie bedace suma dwoch kwadratow
liczb catkowitych. Gdy p = 1,q = 2 lub p = 2,q = 1 to problem sprowadza si¢ do
rozstrzygnigcia czy istnieje liczba taka, ze kazda liczbe niemniejsza mozna przedstawi¢ jako
sume kwadratu liczby catkowitej 1 dwukrotnosci kwadratu liczby catkowitej. Taka liczba nie
istnieje jednak, gdyz w ten sposob nie mozna przedstawi¢ na przyktad kwadratu liczby
parzystej. W przeciwnym wypadku otrzymaliby$my rownos¢ x2 + 2y? = z2 rownowazng
z? — x? = 2y?, gdzie z, oraz x s3 parzyste, skad po lewej stronie wystepuje w rozktadzie
dwojka z wyktadnikiem parzystym(bo to roznica parzystych kwadratéw), a po prawej z
nieparzystym, co jest sprzeczne.

Twierdzenie 3. Istnieje przewodnik dla pary wlasciwej w ktorej jedna z liczb jest
pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb p, q jest pierwsza lub rowna 1.

Dowdd twierdzenia 3. Zatbzmy, ze p jest licza pierwsza, oraz dane n jest podzielne przez p.
Przyjmujemy a = S— q, b = p, wtedy b jest liczba pierwsza. Zaktadamy oczywiscie, ze n

jest odpowiednio duze, by liczba a byta nieujemna. Niech teraz n nie bedzie podzielne przez
p- Rozwazmy pewna liczbe n ktora daje okreslong reszte z dzielenia przez p r6zna od zera.
Zbadajmy cigg liczb n, n +p, n+ 2p, ... . Jesli (a,b) = (a, — kq, b,, + kp) dla k dla
ktérych liczby tej pary sa nieujemne to wszystkie pary wlasciwe liczby n, to stwierdzamy, ze
pary wlasciwe kolejnych wyrazow rozwazanego ciggu majg posta¢ (a, b) = (a, + 1 —

kq, b, + kp) dla wyrazu n + lp, gdzie k jest okreslone jak wczesniej, oraz [ jest oczywiscie
nieujemne catkowite (robimy to szukajac par maksymalnych). Stad ciag mozliwych liczb b
mozliwych par wlasciwych dla danej liczby n + Ip jest ciaggiem poczatkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego o pierwszym wyrazie b, oraz roznicy p. Liczby te sg wzglednie



pierwsze, bo w przeciwnym wypadku liczna n dzielitaby si¢ przez ich wspdlny dzielnik, ktory
zwazajac na pierwszos¢ liczby p, wynositby wlasnie p. To jednak przeczy zalozeniu.
Korzystajac wiec z twierdzenia Dirichleta o liczbach pierwszych w ciggu arytmetycznym
stwierdzamy, ze dla odpowiednio duzych / w ciagu liczb b wlasciwych dla n + Ip bedzie
wystepowac liczba pierwsza. Z tego juz wynika, ze jesli p jest pierwsza to istnieje przewodnik
dla pary wlasciwej w ktorej jedna z liczb jest pierwsza. Jego warto$¢ jest jednak trudna do
wyznaczenia. Do analogicznych wnioskow dojdziemy przy zalozeniu, ze g jest pierwsza.
Niech teraz p = 1. Gdy odpowiednio duze n jest postaci rp, gdzie r jest liczba catkowita
niemniejsza od 2p, to przyjmujemy a = 2, b = n — 2p. Analogicznie dla g = 1. Gdyby obie
liczby p, ¢ byly zlozone, to przyjmujac za n liczbe podzielng przez pq otrzymamy wniosek,
ze na pewno liczba a z kazdej pary wlasciwej jest podzielna przez ¢, za$ liczba b z kazdej
pary wlasciwej jest podzielna przez p. To konczy dowdd.

Zapytajmy teraz podobnie jak wczesniej, czy moze istnieje przewodnik dla pary wlasciwej w
ktdrej obie liczby sa pierwsze lub rowne 1. Udowodnig, ze nie. Przyjmijmyn = rpq dla
pewnego r. Jesli ta liczba ma przedstawienie dobre ap + bq i liczby a, b sa pierwsze, to ¢

dzieli a, za$ p dzieli b. Wtedy a € {1,q}, b € {1,p}, skqd% €{1,a}, S =€ {1, b}. Jednak

r = s + S, a dowolnie duza liczbe r mozemy wybra¢ tak, by byto nieparzyste i r — 2 nie bylo
pierwsze, ani rowne 1. Zauwazmy, ze wtedy rownos¢ r = % + % nie moze zachodzi¢, bo dla
takiego  jedna z liczb s, % musiataby by¢ roéwna 2, ale wtedy r — 2 nie jest pierwsze ani
rowne 1.

Twierdzenie 4. Istnieje przewodnik dla pary wlasciwej ktorej liczby daje te samqg
reszte z dzielenia przez dang liczbe calkowitg dodatniq d wtedy i tylko wtedy, gdy p + q jest
wzglednie pierwsze z d.

Dowdd twierdzenia 4. Wszystkie pary wlasciwe danej n sg postaci (a, b) = (a, — kq, b, +
kp), wiec aby a 1 b dawaly te samg reszte z dzielenia przez d, b,, — a,, + k(p + q) musi sie
dzieli¢ przez d. Jesli p + q jest wzglednie pierwsze z d, oraz gdy » jest na tyle duze, ze k
moze przyjmowac co najmniej d wartosci, to korzystajac z lematu 1, k(p + q) jest
odwrotnoscig modulo d liczby b,, — a,, dla pewnego k. Dla tej wartosci & liczby a, b daja te
sama reszte z dzielenia przez d. Korzystajac z twierdzenia 1’ szacujemy, ze przewodnik dla
pary wlasciwej o tej wlasnosci jest nie wiekszy niz dpq — p — q + 1. Zatézmy jednak, ze p +
q 1d majg wspolny dzielnik w > 1. Jesli istniatby przewodnik ktorego wartos¢ to n, to jak
stwierdziliSmy b,, — a,, + k(p + q) dzieliloby si¢ przez d, jak rowniez przez w, skad b, — a,
dzielitoby si¢ przez w. Poniewaz n jest przewodnikiem, wigc podobnie jak wczesniej
udowadniamy, ze b,, . — a4 dzieli si¢ przez w. Stad mamy przystawanie b,,,, — b,, =
Ape1 — A, (mod w). Wtakimwypadku 1 =n+1—n=a,1p+ bpy19 —ayp — bpq =
p(ane1 — ay) + q(bpyq — by) = (p + q)(bpyq — by) = 0 (mod w). Jest to sprzeczne, co
konczy dowod.

Mozna by zastanawiac si¢ nad rozszerzeniem definicji przedstawienia dobrego tak, by
byty dane wzglednie pierwsze liczby p,, py, ---, ¢, a przedstawieniem dobrym byloby
przedstawienie danej liczby n w postaci Ap; + A,p, + -+ + A:p¢, dla pewnych nieujemnych
liczb catkowitych A4, 4,, ..., A;. Mozemy wtedy stawiac problemy analogiczne do tych dla
t = 2. Wyznaczanie przewodnikdéw w tym przypadku jest bardzo trudne, ale samo
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dowodzenie ich istnienia niekoniecznie. Wynika to z faktu, ze jesli rozwazamy
przedstawienia dobre wystarczajaco duzych liczb, to mozemy wybraé ¢ — 2 sposrdd liczb
Ay, A, ..., Ay dowolnie (zatozmy, ze A3, Ay, ..., 4;) , a wszystkie mozliwe pary pozostatych
dwoch liczb sg parami wlasciwymi liczby n — (Azp; + Ayps + -+ + A¢p,). Rozwigzania
problemow zwigzanych z istnieniem przewodnikow, analogicznych do tych dla ¢ = 2, bylby
wiec rowniez w pewnym sensie analogiczne do rozwigzan dla t = 2.

W naszych rozwazaniach wazng rolg odgrywaly pary maksymalne. Warto wiec
przyjrze¢ si¢ ich strukturze. Udowodnig teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5. Niech dane bedzie catkowite | = (p — 1)(q — 1). Cigg
by, by, e biyp_q jest permutacjg ciggu 0,1, ...,p — 1.

Dowdd twierdzenia 5. Zatozmy, ze dla pewnych i, j takich, ze [i — j| <p — 1, b; = b;.
Wtedy jednak i — j = a;p + b;q — a;p — bjq = (ai - aj)p. Lewa strona tej rownos$ci miesci
si¢ w przedziale < —p + 1, p — 1 >, za$ prawa jest podzielna przez p, wigc musi zachodzié

i —j = 0tzn. i = j. Stad wszystkie liczby by, byy1, ..., bj4p—1 53 10zne. Z drugiej strony
wszystkie liczby b; sa mniejsze od p, bo w przeciwnym razie mozna by zmniejszy¢ o p liczbe
b, oraz zwigkszy¢ o q liczbe a;, co przeczy jej maksymalnosci. Mamy wiec p mozliwych
wartosci 0, 1, ...,p — 1 dla kazdej z roznych liczb by, by, 4, ..., by1pp—1, ktorych jest oczywiscie
p, skad juz wynika teza.

Zauwazmy ponadto, iz b; = b, ;. Jest to konsekwencjg tego, iz rownoscip =n +p —
N = Qpyp+ bpriq —a;p—biq = (ap+i — ai)p + (bp+i — bi)q bedzie wynikato, ze by, ,; —
b; dzieli si¢ przez p. Zwazajac na przedzial w jakim sg zawarte wszystkie b;, jest to mozliwe
tylko wtedy, gdy b,.; = b;. Mozemy jednak obra¢ za i inng liczbe. Wyniknie wiec z tego, ze
ciag b; dlai = (p — 1)(q — 1) jest okresowy o okresie p.

Rozwazmy teraz pewien problem:

Problem 5. Dla danej liczby calkowitej nieujemnej h, wyznaczy¢ liczbe liczb n,
ktorych liczba a pary maksymalnej jest rowna h.

Rozwigzanie. Nalezy znalez¢ liczbe rozwigzan rownania hp = n — b,,q. Korzystajac z
wezesniejszego wniosku iz by, = by, stwierdzamy, ze a,p+p =n+p—b,q=n+p—
bnipq = Auypp, czyli a,, + 1 = ay,,,. Mozna wyciggna¢ z tego bardzo przydatne wnioski.
Mianowicie, wsrdd liczb dajacych te sama reszte z dzielenia przez p istnieje najwyzej jedna
liczba o liczbie a pary maksymalnej rownej 4. Stad liczba rozwigzan rozwazanego rOwnania
to najwyzej p. Istnieje liczba dajaca dang reszte z dzielenia przez p o liczbie a pary
maksymalnej rownej 4 wtedy i tylko wtedy, gdy pewna liczba nie wigksza od /4 jest liczba a
pewnej pary maksymalnej. Rozwazmy liczby n = (k — Ip)q,dlak =0,1,...,p — 1, oraz [
bedacego nieujemna liczba catkowita dla ktore] wyrazenie k — Ip osigga mozliwie
najmniejsza wartos¢ nieujemng dla danego k. Na mocy lematu 1 liczby te daja wszystkie
mozliwe reszty z dzielenia przez p, gdyz przystaja do liczby kg modulo p. Z drugiej strony
liczba a par maksymalnych tych liczb wynosi zero. W przeciwnym wypadku bg =n —ap =
(k —lp)q — ap, skad q|a, czyli dla pewnego catkowitego x mamy n — ap = (k — lp)q —
gxp = (k — (L +x)p)q. Stad b = (k — (I + x)p)q jest dodatnia, co przeczy minimalnosci



liczby k — Ip. Wynika z tego, ze istnieje p liczb o liczbie a w parze maksymalnej rownej 0.
Ze spostrzezenia, ze a,, + 1 = a,,, wynika, ze dla dowolnego %, szukana liczba wynosi p.

Zauwazmy tez, ze jesli zamiast rozwazania ilosci liczb o liczbach a pary maksymalne;]
rownych &, rozwazac ilosci liczb o liczbach a dowolnych par wlasciwych rownych 4, to
bytoby ich nieskonczenie wiele, tzn. n = hp + ib, gdzie i jest dowolng liczba catkowita
nieujemna.

Sprébujmy teraz rozwazy¢ problem zwiazany z ciggami arytmetycznymi:

Problem 6. Czy istnieje liczba n taka, ze wsrod liczb a par wilasciwych liczb kolejno
n,n + 1,n + 2 ... istniejq liczby tworzqce nieskoniczony cigg arytmetyczny?

Rozwigzanie. Zatozmy, ze takie n istnieje. Niech roznica nieskonczonego ciggu wynosi 7.
Wowczas dla pewnych liczb dodatnich catkowitych a, By, B;zachodzi rownos¢ n = ap +
Boq, n+1=(a+r)p+ B;qczylil=rp+ (B; — By)q. Rozwazmy teraz pewne liczby
n+i=(a+rdp+Bq n+i+1=(a+r(i+1)p+By1q Wtedy 1 =rp +

(Biy1 — Bi)q, skad B, — By = B;,1 — B;. Oznacza to ze liczby b par wlasciwych kolejnych
liczb roznig si¢ o t¢ samg liczbe, czyli tez tworza nieskonczony cigg arytmetyczny. Obie
liczby r, B;,,; — B; na mocy otrzymanych réwnosci nie moga by¢ jednak dodatnie, bo w ciagu
liczb a lub b w koncu zaczety by si¢ pojawiac liczby ujemne co jest sprzeczne i oznacza, ze
jedna z liczb r, B;,; — B; jest rowna zero, a druga jeden, zas odpowiadajaca jej liczba p lub ¢
rowna tez jeden.

Sprobujmy jednak ulepszy¢ nasz problem:

Problem 6’. Czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia t, ze istnieje taka liczba n, ze
wsrod liczb a par wilasciwych liczb kolejno n,n + t,n + 2t, ...istniejq liczby tworzqce cigg
arytmetyczny? Jesli tak, jaka jest najmniejsza liczba t o tej wlasnosci? Czy istnieje takie t, ze
kazda liczba niemniejsza ma te wlasnosc?

Rozwiqzanie. Zalozmy, ze takie ¢, n istnieja. Niech rdznica nieskonczonego ciggu wynost 7.
Podobnie jak wczesniej stwierdzamy, ze liczby b odpowiednich par wlasciwych tez tworza
ciag arytmetyczny, ktorego réznice oznaczymy przez s. WOwczas rozumujac rowniez
podobnie jak wczesniej stwierdzamy, ze t = rp + sq. Stad tatwo si¢ przekonac, ze f ma
szukang wlasnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy posiada przedstawienie dobre. Dowdd jest
analogiczny jak w rozwigzaniu problemu 6. Najmniejsza liczba ¢ o zadanych wlasnosciach
jest wigc min(p, q), za$ na mocy twierdzenia 1, kazda liczba ¢ > (p — 1)(q — 1) ma
opisywang wlasnos¢.
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