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 Twierdzenie 1. (Frobeniusa)  D   
istnieje przedstawienie dobre.  

  

 Lemat 1.  p, q dzielenia             
  

 
q  kp oraz lp  

q.   co jest iloczynem q, oraz liczby 
co jest niesprzeczne tylko wtedy, gdy 

, czyli  q q-elementowym zt z dzielenia 
  przez q,  

p>q. 

przez q co n. , to  
liczba podzielna przez q. ponadto nieujemne, bo dla dowolnego  
wyrazu  teraz

  z dzielenia przez q, 
 to  

podzielna przez q. 
. Dla pewnych nieujemnych a, b zachodzi 

 

   nie ma przedstawienia dobrego. Daje ona res
 z dzielenia przez q,    

, oraz . Jednak wtedy 
, co jest sprzeczne.  



 Przyjmijmy od teraz n w dowodach to pewna liczba, 
  na pewno ma przedstawienie dobre. 

   dane a n wtedy i tylko wtedy, gdy  
przez q.   wszystkie a,  

 q, q. a 
q. C a n jest  dany wzorem , 

wszystkich takich k  .   
. n 

wzorem . k e kolejnym liczbom naturalnym, 
gdzie najmniejsza to 0. 

 Lemat 2.    
dobrych wtedy i tylko wtedy, gdy dla liczby   
dobrych. 

   dla n jest  
dla n, a gdyby a   ( o 

), to w tej parze b  .W tym 
wypadku   

a dla  od tej w parze maksymalnej co jest sprzeczne.  wszystkie pary 
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 liczby   
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  Nazwijmy przewodnikiem  

 dla niej para liczb  a, b lub 
pewna liczba takich par o danych 
istnienia m par  jest liczba   .  

   

Problem 2. Czy istnieje przewodnik dla pary  
 

Problem 3. Czy istnieje przewodnik dla pary  
pierwsza? 

Problem 4. Czy istnieje przewodnik dla pary  

 



Twierdzenie 2. Istnieje przewodnik dla pary  
 lub  

.    danego parzystego n 
przyjmujemy . Wtedy b n jest 

q to przyjmujemy . Wtedy b 
. Przewodnik dla 

 wynosi 
  wynosi 0. Analogiczny wniosek 
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gdzie d   a  

q. Dla  
q a ap. Dla 
dowolnego n ez q  nie 

 

p, q 

, co 
liczb daje 2 przypadki.  to przewodnik 

 lub  to prob do 

parzystej. W przeciwnym  
, gdzie z, oraz x 

, a po prawej z 
nieparzystym, co jest sprzeczne. 

 Twierdzenie 3. Istnieje przewodnik dla pary 
pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb p, q jest pierwsza  

p  dane n jest podzielne przez p. 
Przyjmujemy  wtedy b n 

a n 
p. n p 

 . dla k dla 
n, to 

 dla wyrazu , gdzie k  , oraz  
 . b 
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pierwsze, bo w przeciwnym wypadku liczna n 
p, p

l b b  
p jest pierwsza to istnieje przewodnik 

wyznaczenia. Do analogicznych wnio q jest pierwsza. 
Niech teraz . Gdy n jest postaci , gdzie r jest l

2p, to przyjmujemy . Analogicznie dla  Gdyby obie 
liczby p, q  n pq otrzymamy wniosek, 

a q, b 
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 Zapytajmy teraz podobnie 
  dla 

pewnego r  i liczby a, b q 
dzieli a, z p dzieli b. Wtedy . Jednak  

  

  

takiego r jedna z liczb   nie jest pierwsze ani 

 

 Twierdzenie 4.  
z dzielenia  jest 

 

 W  danej n 
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d.  d, oraz gdy n k 
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modulo d liczby  dla pewnego k. k liczby a, b 
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 w. 
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przedstawienie danej  liczby n w postaci , dla pewnych nieujemnych 



 
 

  

 
 

Twierdzenie 5. . C
   

 i, j  ,  . 
Wtedy jednak 

p
 tzn.   Z drugiej strony 

wszystkie liczby  p, p 
q p 

  
p  
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 p. 
tylko wtedy, gdy  i 

 dla  jest okresowy o okresie p.  

 

Problem 5. nieujemnej 
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, czyli . 
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liczba o liczbie a h.  
p. p o liczbie a pary 

h wtedy i tylko wtedy, gdy pewna liczba nie h a 
pewnej pary maksymalnej. , dla , oraz l 

 e 
la danego k. 
p, kq modulo p. Z drugiej strony 

liczba a par maksymalnych tych liczb wynosi zero. W przeciwnym wypadku 
x mamy 



liczby p liczb o liczbie a 0. 
 h, szukana liczba wynosi p. 

 a pary maksymalnej 
h a h, to 

, gdzie i 
 

  

Problem 6. Czy istnieje 
  

n r. 

 czyli q. R my teraz  pewne liczby 
. Wtedy 

b  kolejnych 
 arytmetyczny. Obie 

liczby r,   
liczb a lub b y ujemne co jest  sprzeczne i  
jedna z liczb r,  p lub q 
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arytmetyczny?  
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t, n r. 
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