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Twierdzenie 1. Dany jest czworokgt (niekoniecznie plaski). Wowczas suma kwadratéw diugosci jego bokdw
jest co majmniej taka jak suma kwadratow dlugosci jego przekgtnych, przy czym réwnosé zachodzi wtedy, gdy
czworokgt jest rownoleglobokiem.

Okazuje sie, ze mozna owa nieréwno$é, tudziez charakteryzacje réwnolegtoboku,
przeniesé do przestrzeni i rzec rzecz nastepujaca:

Twierdzenie 2. Dany jest kuboid. Wowczas suma kwadratow diugosci je-
go przekgtnych jest co majmniej taka jak suma kwadratow dlugosci jego kra-
wedzi, przy czym rownoSé zachodzi wtedy, gdy kuboid jest rownolegloscia-
nem.

Kuboid jest to wieloécian o szeéciu $cianach, osmiu wierzchotkach, ktérego kazda
Sciana jest czworokatem i w ktorego kazdym wierzcholtku spotykaja sie trzy Sciany
(patrz rysunek).

Rozpocznijmy od dowodu twierdzenia 1., gdyz przyda si¢ ono przy wykazaniu
twierdzenia 2.:

Dowdd. (twierdzenie 1.) Dowdd przeprowadzimy korzystajac z wlasnosci ilo-
czynu skalarnego. Oznaczmy wierzchotki czworokata kolejno jako A, B, C' i D
oraz niech d, I_;, c i Joznaczaj@ odpowiednio A_B, B_C', CD i DA. Wiadomo, ze
a+b+c+d=0. Mnozac skalarnie obie strony réwnosci przez a otrzymujemy, ze
@+ad-b+a-cé+a-d=0. Ponadto:

AB? + BC? + CD*+ DA =@+ 0P+ @+ =@+ 0P+ E +d*+2-0=
=3+ +E+d*+2a-b+2i-c+2i-d=(G+b)*+(d+ad)?+ @+ =
= AC? + BD? + (@ +¢)* > AC? + BD?

Faktycznie widzimy, ze réwnos¢ w nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

a = —¢, czyli kiedy czworokat ABCD jest rownoleglobokiem, czego nalezato do-
wiescé.

Dowdd. (twierdzenie 2.) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: niech wierz-
chotki dolnej podstawy kuboidu to A, B, C'i D, za$ gérnej to Ay, By, Cy, D;. Za-
stosujemy twierdzenie 1. dla czworokatéow ABCD i A1 B1C1D; oraz dla BBy D1 D i
AA,C1C. Dla wygody przyjmijmy oznaczenie S(XY ZT) = suma kwadratéw diu-
gosci bokéw czworokata XY ZT oraz niech S i T oznaczaja odpowiednio sume
kwadratéw dlugosci krawedzi i sume kwadratéow dlugosci przekatnych kuboidu.
Wowczas:

S = S(ABCD) + S(A1B1C1Dy) + AA} + BB} + CC} + DD7 >
> AC? + BD? + A\C} + B1D} + AA? + BB} + CC? + DD} =
= S(AA,C,C) + S(BBD1D) > AC? + A,C* + BD? + BiD* =T

Réwnosé w powyzszej nieréwnoéci zajdzie wtedy, gdy wyzej wymienione czworokaty
stang sie réwnoleglobokami, a wtedy kuboid bedzie rownolegloscianem.



Jednak te zalezno$¢ mozna jeszcze uogdlnic.

Twierdzenie 3. Dany jest n—kuboid. Wowczas suma kwadratow diugosci jego krawedzi jest co najmniej taka
jak suma kwadratow diugosci jego glownych przekgtnych, przy czym réwnos$é zachodzi wtedy, gdy n—kuboid jest
n—rownolegloscianem.

Warto teraz wspomnieé, czym sa wspomniane n—kuboidy i n—réwnoleglosciany.

n— Réwnolegloscian (czy tez réwnolegloScian n—wymiarowy) to bryla, ktéra powstaje poprzez transla-
cje réwnolegloécianu n — 1— wymiarowego o wektor nienalezacy do tej samej n — 1— wymiarowej plaszczy-
zny, co powyzszy n — 1— réwnolegltoécian i potaczenie krawedziami odpowiadajacych sobie wierzchotkéw w
n — l—roéwnolegloscianach. 2—réwnolegtodcian jest rownoleglobokiem, zas 3—réwnolegloscian jest zwyklym réw-
nolegtoscianem.

n— Kuboid z kolei jest bryla niekoniecznie n—wymiarowa, lecz co najmniej n—wymiarowa. Wybierzmy bo-
wiem w przestrzeni 2" punktéw Aj, As, ..., Aon i polaczmy krawedziami te punkty, ktérych indeksy réznig sie w
zapisie binarnym na doktadnie jednym miejscu. Niech ponadto wierzchotki tej bryly, ktére maja takie same jedno
miejsce w zapisie binarnym (na przyklad Ay As ... Ayn—1 - wszystkie maja 0 na n—tym miejscu) wraz z krawedzi
je taczacymi byly n — 1—kuboidami (to znaczy, niech réwniez tworzg bryle co najmniej n — 1—wymiarowa). Tak
powstatla bryta to n—kuboid, 2—kuboidem jest dowolny czworokat - niekoniecznie ptaski.

Ponadto gtéwne przekatne n—kuboidu to odcinki pomiedzy tymi jego wierzchotkami, ktérych suma indekséw
wynosi 2" + 1.

Skoro wiec 2—kuboid jest dowolnym czworokatem (niekoniecznie plaskim), to twierdzenie 3. dla przypadkéw
n = 2,3 to nic innego, jak twierdzenia 1. i 2.

Dowdd. (twierdzenie 3.) Bedziemy rozumowaé indukcyjnie, podobnie jak w przypadku n = 3.

Krok indukcyjny. Przyjrzyjmy sie czworokatom A; Agn-14;Agny1_jAsn—1,9_;. Przekatne tych czworokatéw
to gléwne przekatne n—kuboidu, zas krawedzie to gléwne przekatne n — 1—kuboidéw Ay, Ag, ..., Agn—1 i
Agn-141,Agn-149,...,Aon (0znaczmy je przez X i Y) oraz krawedzie pomiedzy odpowiadajacymi wierzchotka-
mi w n — 1— kuboidach X i Y. Niech Sx, Sy oraz Tx,Ty oznaczaja sumy kwadratow dlugosci krawedzi oraz
sumy kwadratéow dtugosci gléwnych przekatnych w odpowiadajacych n — 1—kuboidach X i Y. Przyjmujac wiec
oznaczenia z dowodu twierdzenia 2. oraz stosujac twierdzenie 1., jak réwniez zalozenie indukcyjne (Sx > Tx i
Sy > Ty) otrzymujemy:
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Zatem, rzeczywiscie suma kwadratéw krawedzi w n—kuboidzie (S) jest nie mniejsza od sumy kwadratéw
dlugosci gtéwnych przekatnych (T'), przy czym réwnosé zachodzi, gdy we wszystkich powyzszych nieréwnosciach
zachodza réwnosci. Dzieje sie to wtedy, gdy n — 1—kuboidy X 1Y sa n — 1—réwnolegloécianami (bowiem wtedy
Sx =Tx 1 Sy = Ty) oraz kazdy z czworokatéw A;Agn-1,;Agny1_;Agn-1,1_; jest réwnolegtobokiem. Drugi z
tych faktéw implikuje, iz wszystkie odcinki A; Agn-14; sa réwnolegle i réwne. Wobec tego, wyjéciowy n—kuboid
powstaje poprzez translacje n — 1—réwnolegloscianu X o wektor A; Agn-1,4.

Zatem rzeczywiscie jest on n—réwnolegltoécianem.
Lecz to nie koniec ciekawych wlasnosci n—réwnoleglosciandw:

Twierdzenie 4. Dowolny k—kuboid, ktorego wierzchotki i krawedzie sq wierzcholkami i krawedziami n—réowno-
legloscianu (k < n) jest k—réwnolegloscianem.



Skoro w dowolnym n—kuboidzie krawedzie wystepuja jedynie miedzy tymi parami jego wierzchotkdéw, ktoérych
indeksy réznia sie w zapisie binarnym na doktadnie jednym miejscu, to nazwijmy krawedz takiego n—kuboidu
l—ta, jedli réznica ta wystepuje na [—tym miejscu. Dwie krawedzie nazwiemy pseudoréwnoleglymi, jesli dla
obu ta liczba jest taka sama. Krawedziami jednego kierunku [ nazwiemy zbiér wszystkich krawedzi n—kuboidu
pomiedzy wierzchotkami, ktorych indeksy réznia si¢ na [—tym miejscu.

Zbiér pseudordéwnolegltych krawedzi B pewnego n—kuboidu nazwiemy osiggalnym z pewnego zbioru pseudo-
réwnoleglych krawedzi A tego n—kuboidu, jezeli:

a) dla kazdej krawedzi w B, ktéra nie jest w A istnieje krawedZ w A taka, ze wszystkie krawedzie czworokata
wyznaczonego przez te dwie krawedzie sg krawedziami n—kuboidu lub

b) jest osiagalny ze zbioru A’ tego n—kuboidu, ktéry jest z kolei osiagalny ze zbioru A.

Ponadto zbiér A osigga sam siebie.

Lemat. Zbior wszystkich krawedzi jednego kierunku pewnego n—kuboidu jest osiggalny z jednej krawedzi tego
kierunku.

Dowéd (lemat.) Stwérzmy graf z wierzchotkami ponumerowanymi od 1 do 2"~ 1, gdzie krawedzie beda wyste-
powad jedynie miedzy takimi dwoma wierzchotkami, ktérych indeksy w zapisie binarnym réznia si¢ na dokltadnie
jednym miejscu.

Z jednej strony graf ten zywo przypomina nam n — 1— kuboid, mozna wigc bez watpienia stwierdzié, iz jest
on grafem spojnym. Z drugiej za$ strony, skoro pseudoréwnolegte krawedzie to krawedzie miedzy wierzcholka-
mi, ktérych indeksy réznia sie na tym samym miejscu w zapisie binarnym, to kazdej z nich mozna przypisaé
wierzchotek w tym grafie.

Co wiecej, krawedz miedzy dwoma wierzchotkami A i B w tym grafie oznacza, ze odpowiadajace im kra-
wedzie sa przez siebie osiagane w sposéb a). Skoro wiec ten graf jest spdjny, to caly ten zbidr jest osiagalny z
jednego jego wierzchotka.

Dowdd (twierdzenie 4.) Zauwazmy, ze usuwajac wszystkie krawedzie jednego kierunku dzielimy ten n—kuboid
na dwa n — 1— kuboidy. Skoro wigc w n— réwnolegtoboku zachodzi réwnosé S = T, to niezaleznie, ktérego kie-
runku krawedzie usuniemy, zawsze uzyskamy dwa n — 1—réwnolegloéciany (bowiem tylko wtedy zajda réwnosci
Sx = Tx i Sy = Ty). Ponadto okazuje sie, ze wszystkie krawedzie jednego kierunku sa réwnolegle i réwne
(wynika to z réwnosci przy drugiej nieréwnosci), wiec w n—réwnolegloboku kazdy czworokat, ktérego krawedzie
sa krawedziami tego n—réwnoleglodcianu jest réwnoleglobokiem (wynika to réwniez z indukeyjnej konstrukeji
n—réwnolegloscianu).

Wezmy zatem éw k—kuboid, ktérego krawedzie sg krawedziami n—roéwnolegloboku. Wszystkie jego krawe-
dzie jednego kierunku (patrzac z perspektywy k—kuboidu) sa na mocy lematu osiagalne z jednej krawedzi tego
kierunku. Ale skoro wszystkie czworokaty n—réwnolegloscianu, w ktérym zawarty jest ten k—kuboid sa réwno-
legtobokami, to osiagalnos¢ ta oznacza, ze wszystkie krawedzie jednego kierunku sg réwnolegle i réwne. Wobec
tego, rzeczywiscie ten k—kuboid jest k—rdéwnoleglo$cianem.

Lecz to nie koniec wlasnosci n—réwnolegloscianéw. Okazuje sie bowiem, ze prawdziwe jest nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 5. Dowolny k—réwnoleglobok, ktorego krawedzie sq krawedziami n-réwnoleglos$cianu mozna ”do-
konstruowacé” do tego n—réownolegtoscian.

Innymi stowy, dla tego n—rdéwnoleglo$cianu istnieje zawarty wen n—1—réwnolegloscian, dla niego za$ istnieje
zawarty wen n — 2—roéwnolegtoscian, ..., dla niego za$ istnieje zawarty wen k + 1—réwnolegloécian, taki ze jest
w nim zawarty 6w k—rownolegtoscian.

Dowdd (twierdzenie 5.) Policzmy na poczatku liczbe k— réwnolegloscianéw, ktére mozna ” dokonstruowaé”
do wyjsciowego n—rownolegltoscianu. Mozna o tym réwniez mysleé¢, jak o redukowaniu n—réwnolegloscianu do
k—rownolegloscianu. W kazdym ruchu mozemy wybraé sobie kierunek i usunaé¢ wszystkie krawedzie tego kierun-
ku, a nastepnie wybraé jeden z dwdch tak powstalych o 1 mniejszych réwnolegloécianéw. Zauwazmy jednak, ze
kolejnoéé¢ wyboru kierunkéw w przeciwienstwie do wyboru kierunkéw, ktére wystapia oraz do wyboru jednego
z dwbéch o jeden mniejszych réwnolegloscianéw, wcale nie wptywa na to, jaki k—réwnolegtoscian uzyskamy na



koncu redukcji.

Wobec tego, liczba k—réwnolegloscianow, do ktérych mozna doj$é z n—réwnolegloscianu wskutek redukeji
wynosi (nr_L k) 2"~k bowiem za kazdym usunieciem kierunku (ktérych jest n — k) dokonujemy wyboru pomiedzy
dwoma o 1 mniejszymi réwnolegloécianami (stad 2"~*). Ponadto, na (nf k) sposobow wybieramy, ktore kierunki
usuwamy.

7 drugiej za$ strony, kazdy k—réwnolegtoscian w n—réwnolegloécianie oparty jest na k kierunkach n—réwnole-
glodcianu. Wynika z tego, ze dla kazdego wierzchotka k—réwnoleglo$cianu n — k miejsc w zapisie binarnym jego
wierzchotkéw jest takich samych. Ponadto, wybranie n — k miejsc w zapisie binarnym spo$réd n i wybranie dlan
wartosci w pelni determinuje k—rownolegloscian. Wobec tego, k—réwnolegloscianéw w n—rdéwnolegloscianie jest
(,".)2" %, gdyzna (,",) sposobéw mozna wybra¢ miejsca w zapisie binarnym, zas na 2"~* sposobéw wartosci
dla nich.

Wobec tego, skoro jest tyle samo k—réwnolegtoscianéw w n—réwnolegltosécianie, co k—réwnolegtoscianéw, do
ktorych mozna zredukowaé n—réwnoleglodcian, to rzeczywiscie twierdzenie 5. jest prawdziwe.



