(=3
=
=
=
S~
=
B
—
g
5
=
=
=

L0000glel0LLyé

Naktad: 3500 egz.




SPIS TRESCI
NUMERU 1 (548)

Maly Gauss

Mariusz Skatba

Raz, dwa, trzy, wychodz ty!
Piotr Zarzycki

& Zadania

Nieskonczono$é: 8. Nieskoniczonosé
nieskoriczonodci
Michat Korch

Ztozonosé algorytméw teorioliczbowych
() Co wiesz o grypie?
Magdalena Fikus
Libella na krzywej podtodze
Jerzy Tyszkiewicz
Informatyczny kacik olimpijski (134):
Beautiful Password
Polscy nominaci do Nagrody Nobla
z fizjologii i medycyny do 1953 roku
Andrzej Hennel

Czworokaty blizniacze
Stanistaw Hauke

Co ma 7 do pierwiastkow z dwbch
i trzech?
Piotr Chrzgstowski- Wachtel

Planety pozastoneczne — w poszukiwaniu
drugiej Ziemi

Milena Ratajczak

Klub 44

Prosto z nieba: Jak trudno jest zagiac
czasoprzestrzen?

Niebo w styczniu

Aktualnosci
Trojwymiarowa mapa Drogi Mlecznej

o Szty raz droga trzy szeSciany
Barttomiej Bzdega

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.
str.

str.

str.

str.

str.

10

11

14

17

18
20
22

22
24

25

W nastepnym
numerze
dowiemy sie,
czy dwa
zaprzegi

po 8 koni
wystarcza
do rozerwania
dwéch pétkul,
z ktorych
wnetrza

powietrze.

Miesiecznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia,
informatyka jest wydawany przez Uniwersytet Warszawski przy
wspolpracy towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego Towarzystwa
Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej,

dr Piotr Chrzastowski-Wachtel, dr Krzysztof Ciesielski,
prof. dr hab. Bozena Czerny, dr Andrzej Dabrowski,
dr Tomasz Greczylo, dr Adam Gregosiewicz,

dr Andrzej Grzesik, dr hab. Agnieszka Janiuk,

dr hab. Artur Jez, dr hab. Bartosz Klin,

prof. dr hab. Andrzej Majhofer, dr Adam Michalec,
prof. dr hab. Damian Niwinski,

prof. dr hab. Krzysztof Oleszkiewicz,

dr hab. Krzysztof Pawlowski, dr Milena Ratajczak,

dr hab. Radostaw Smolec, prof. dr hab. Pawet Strzelecki,
prof. dr hab. Andrzej Wysmotek.

Redaguje kolegium w skladzie: Wiktor Bartol,
Michal Bejger, Szymon Charzynski — red. nacz.,
Wojciech Czerwinski, Anna Durkalec, Tomasz Kazana,
Kamila Lyczek — z-ca red. nacz., Katarzyna Malek,
FTukasz Rajkowski, Anna Rudnik, Krzysztof Rudnik,
Marzanna Wawro — sekr. red.

Adres do korespondencji:

Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokéj 4020, 02-097 Warszawa
e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Oktadki i ilustracje:

Anna Ludwicka Graphic Design & Serigrafia.

Sklad systemem TEX wykonala Redakcja.

Druk: Drukarnia Greg www.greg-drukarnia.pl

Prenumerata:

Garmond Press: www.garmondpress.pl

Kolporter: www.kolporter.com.pl (tylko instytucje)
RUCH S.A.: www.prenumerata.ruch.com.pl

Numery archiwalne (od 1987 r.) mozna nabyé w Redakcji
osobiscie lub zamoéwi¢ przez e-mail.

Cena 1 egzemplarza: z ostatnich 12 miesiecy 5,50 zl;
wczesniejsze egzemplarze 3 zt

[=]yF3 (=]
Y

E Mozna nas tez znalezé na
facebook.com/Delta.czasopismo

Strona internetowa (w tym
artykuly archiwalne, linki itd.):
deltami.edu.pl

Wydawca: Uniwersytet Warszawski

wypompowano



Matly Gauss
*Wydzial Matematyki, Informatyki MaT’ZUSZ SKA LBA *

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Juz rok po $mierci Gaussa (w 1856 r.) ukazala si¢ ksigzka wspomnieniowa
jego wieloletniego przyjaciela Wolfganga Sartoriusa von Waltershausena
Zum Gauss Geddchtniss. Trzeba o niej wiedzie¢ co najmniej z dwéch
powodéw. Stad pochodzi najstynniejszy aforyzm z matematyksa w roli
gtéwnej. Jako teoretyk liczb przytocze go z przyjemnoscia w pelnej
postaci:

Matematyka jest krolowg nauk, a arytmetyka krélowg matematyks.

Drugi powdd to tytutowy kleiner Gauss — tak w obszarze niemieckojezycznym
nazywa sie czasem pochodzacy z glebokiej starozytnosci wzor na sume
pierwszych n liczb naturalnych. Nazwa nawiazuje bezposrednio do
najpopularniejszej anegdoty, w ktérej wystepuje matematyk, podanej

wlasnie w tej ksigzce. Nie wypada tej anegdoty tu przypominaé, gdyz

kazdy Czytelnik Delty na pewno ja zna. Zastanowmy sie tylko, co bardziej

1Co prawda Mozart, przez wielu uwazany ~ kierowato Biittnerem, nauczycielem mlodziutkiego Gaussal — cheé
za wigkszego geniusza niz Gauss, mial
jeszcze trudniejsze zadanie: pamigtacie
zapewne, co wyprawial w Sykstynie jako
14-latek!

poskromienia urwiséw, czy tez nadzieja wytowienia perty?

To, ze ten dylemat kazdego ambitnego nauczyciela jest ponadczasowy,
ilustruje ponizsza wspdtczesna historia.

Matematyczka, przezywana przez uczniéow Fibonaccia (czytaj: Fibonacia)
2Chociaz trzeba oddaé jej sprawiedliwosé, 7 czestotliwoécig demaskujaca jej wredny charakter? zadaje swoim uczniom
ze nie opowiada historyjek o krélikach. . . .

w klasie nastepujace zadanie rachunkowe:

Wybierz wedtug uznania dwie liczby naturalne a oraz b, przy czym niech
a€{25,...,99}, b € {101,...,199}. Nastepnie oblicz i starannie zapisz
w zeszycie prerwsze 20 wyrazow ciggu danego rekurencyjnie

Ty =a, To =0, Tpyo =Ty + Ty dlan > 1.

Po zebraniu zeszytéw ocenia rozwigzania wedlug schematu: odczytuje
Z11, %15, 17 1 sprawdza, czy

r11 — 8215 + 3x17 = 0.

Jedli tak, to zalicza rozwigzanie, a jesli nie, to nie zalicza. Tak sobie zycie

upraszcza, ze nie sprawdza w ogdle innych wyrazéw ciaggu x1, Ta, ..., Tap.
Czy godzi sie tak postepowal? Z tym pytaniem zwracam sie do tych
30dpowied? na str. wszystkich, ktérzy nie mieli przyjemnoéci byé¢ uczniami Fibonacci:)?

Jest tez Fibonaccia 11, bardziej znana jako czolowa aktywistka ruchu
*Fibonaccia Pozwala Na Wszystko. FPNW*, ktéra daje zniewalanym przez siebie uczniom jeszcze wieksza
swobode wyboru parametréw ciggu x,. Prawi im tak:

Wybierz dowolne liczby naturalne a,b, c,d i wypisz wyrazy x1, 2, X3, T4, Ts
ciggu okreslonego rekurencyjnie:

1 =a, To =b, xpio=dr, +crpy1 dlan > 1.

Czytelniku, jezeli uwazasz, ze znasz si¢ na ciggach, to jestes

wystarczajgco postepowy, aby poméc F II: podsun jej wielomian

Fy(z1, 9, 3, x4, x5) weryfikujacy poprawno$é rachunku w tym sensie, ze
30dpowieds na str. [16] jesli Fy(z1, 9, 73,74, 75) # 0, to na pewno uczen coé pomylit!®
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*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Gdanski

Historia powstanicéw otoczonych w jaskini
zostala opisana w dziele Wojna zZydowska
przez historyka rzymsko-zydowskiego
Jézefa Flawiusza (37-947).

Raz, dwa, trzy, wychodz ty!
Piotr ZARZYCKI*

Dawno temu... w czasach bez Internetu, bez gier komputerowych i smartfonéw
dzieci bawity si¢ w chowanego. Na poczatku zabawy trzeba bylo oczywiscie
wyznaczy¢ osobe, ktora bedzie szukaé. Uczestnicy ustawiali sie w koto i ktos
odliczal: Raz, dwa, trzy, wychod? ty, i wéwczas szésta osoba (odliczanka ma

6 sylab) wychodzila z kétka. Procedure te powtarzano az do momentu, gdy

w kotku pozostata jedna osoba — to byl pierwszy szukajacy. Istnieje wiele
wierszykow—odliczanek. Moja ulubiong jest odliczanka 15-sylabowa: Mama daje
jesé, tata daje pié, a ty sobie idZ.

Bardzo dawno temu... dokladniej prawie 2 tysiace lat temu, Flawiusz wraz

z grupa powstancéw zostal otoczony w jaskini. Powstancy zdecydowali, ze

nie poddadza sie i nie dadza sie pojmaé zywcem. Postanowili wiec losowaé:

,w jakiej kolejnoéci mamy jeden drugiego zabijaé. Pierwszy, na ktérego

padnie, niech zginie z reki nastepujacego po nim” (cytat z dzieta Flawiusza).
W opisie nie bylo szczegdléw na temat losowania i watpie, czy historyk myslal
o jakimkolwiek matematycznym aspekcie tego zagadnienia. Jako pierwszy
matematyczna posta¢ temu zdarzeniu nadal francuski matematyk Claude
Gaspar Bachet de Méziriac (1581-1638). Wedlug niego powstaricy po ustawieniu
si¢ w okrag mieli eliminowaé co trzeciego sposréd siebie. Nie wiadomo, ilu byto
powstancéw, niektére zrédla podaja, ze czterdziestu (wraz z Flawiuszem), inne,
ze czterdziestu jeden. Mozna tez spotkac wersje z co siédmym eliminowanym
uczestnikiem ,,Smiertelnej odliczanki”.

Zalézmy, ze liczby od 1 do n ustawiono na okregu (patrz rys. 1). Posuwajac

sie zgodnie z ruchem wskazowek zegara, skreslamy co k-ta liczbe. Oczywiscie

w kolejnym okrazeniu nie uwzgledniamy w odliczance skreélonych wczesniej liczb.
Zajmiemy sie problemem szukania ostatniej nieskreslonej liczby sposrod n, gdy
wykre$lamy co k-ta. Oznaczmy ja przez J(n, k) i nazwijmy liczba szczesliwa.
Zagadnienie to nosi nazwe problemu Flawiusza (Josephus Problem). Spdjrzmy na
kolejne skreslenia dla n = 7 oraz k = 3:

1 1 1 1 1 1 1
7 2 7 2 7 2 7 2 7 2 7 2 7 2
6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3
5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4

ol

Wynika stad, ze J(7,3) = 4.

Jak obliczaé J(n, k)? Oczywiscie wartosci mozna wyznaczaé ,recznie”,

ale dla wiekszych n jest to niewygodne. Napiszmy program do obliczania

liczb szczesliwych. Ponizej prezentujemy procedure napisang w programie
MATHEMATICA (ilustrujemy ja przykladem dla n =7 oraz k = 3).

Krok 1. Przenie$é k — 1 poczatkowych wyrazéw listy {1,2,3,...,n} na jej koniec.
Czyli z listy {1,2,3,4,5,6,7} otrzymujemy {3,4,5,6,7,1,2}.

f[lista_,k_] := Flatten [Append [Take [1ista,{k,Length[listal}],

Take[lista,{1,k - 1}]]}
Krok 2. Wykresli¢ pierwszy element listy, tj. z {3,4,5,6,7,1,2} otrzymujemy
{4,5,6,7,1,2}.
gllista_,k_] := Dropl[f[lista,k],1]
Krok 3. Powtérzy¢ k — 1 razy kroki 11 2. Z listy {4,5,6,7,1,2} dostajemy {4}.
flawiusz[n_,k_] := Module [{lista=Range [n]3},

Do[lista=g[lista,k], {i,n - 1}]; Return[lista]]

Wartoéci J(n, 2). Spéjrzmy na tabelke, w ktérej zamieszczono liczby szczesliwe
dla n w zakresie od 1 do 20, gdy skreslamy co druga liczbe:

n [1]|2(3[4|5(6|7[8|9(10(11 12|13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20

Jmn,2) |11 |3[1|3|5|7|1(3|5 |79 (1113|151 |3 |5 | 719
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W dowodzie wzoru (*) korzysta sie
z dwéch zaleznoéci rekurencyjnych:

J(2n,2) =2J(n,2) — 1,
J(2n+1,2) = 2J(n,2) + 1.

80
60
40

20

20 40 60 80 100

Funkcje [-], [-], nazywane odpowiednio
podloga i sufit, zaokraglaja liczby
rzeczywiste do liczb catkowitych
odpowiednio w dét i w gére.

dhugoéé roztacznych
" cykli w P(n, 2)
3 2,1
11 7,4
23 14,9
83 47,36
131 72,59

Prawidlowo$¢ jest ewidentna. Mozna nawet pokusi¢ si¢ o odgadniecie wzoru
jawnego:

(%) J(n,2) =2(n —2s2m)) 41,

Okazuje sig, ze jawny wzér na J(n, k) jest znany jedynie dla k = 2.

J(n,k) dla k > 2 — problem otwarty. Spdjrzmy na ponizsza tabelke:

n |1]2(3|4(5|6|7|8|9|1011 |12 13|14 (15|16 |17 |18 |19 20
Jn,3) |1 |2|2|1|4|1|4|7|1|4 |7 [10|13]| 2|5 |8 |11]|14]| 17|20

Wartosci J(n, 3) sa przedstawione obok dla n =1,2,...,100. Mozna dostrzec
nastepujaca prawidlowo$é: od n = 4 wystepuja ,,bloki” coraz dtuzszych ciagdw
arytmetycznych o przyroscie 3.

PojdZzmy jeszcze tropem wyznaczonym przez Andrew M. Odlyzko oraz
Herberta S. Wilfa, ktérzy w pracy [1] z 1991 roku zaproponowali nastepujacy

wzér:
3 [1083% 51
s =1 e (2) )
gdzie K(3) jest stalg (obliczona za pomoca do$¢ skomplikowanej procedury),

ktérej wartos¢ do 9-go miejsca po przecinku wynosi 1,622705028.

Jawny wzoér, nieodwolujacy sie do zadnych innych procedur, dla J(n, k), gdy k& > 2
nie jest znany.

Inny trop, permutacje — i zaskakujgca puenta. Pewne zastosowanie
problemu Flawiusza mozna znalezé w ksiazce Israela N. Hersteina i Irvinga
Kaplansky’ego Matters Mathematical [2]. Autorzy uzywaja tak zwanych
permutacji Josephusa. Wyjasnimy to na przykladzie J(8,2): w recznym
wykreslaniu eliminowane sa kolejno 2,4,6,8,3,7,5. Na konicu ciagu dopiszmy
nieskreslone 1. Kolejnos¢ skreslania mozna zapisa¢ w postaci permutacji
12345678

P@®.2) = (24683751)'
Kazda permutacje mozemy przedstawié¢ w postaci roztacznych cykli, w naszym
przypadku: P(8,2) = (1248)(3675). Analogicznie mozna postapi¢ dla dowolnego n.
Herstein i Kaplansky odkryli, ze jesli n oraz 2n + 1 sa liczbami pierwszymi oraz
n jest postaci 4k + 3, to permutacja P(n,2) jest iloczynem dwéch roztacznych
cykli. Dlugosci tych cykli dla wybranych n umieszczono w tabelce na marginesie.

Zanim opiszemy kolejne odkrycie Hersteina i Kaplansky’ego, przedstawimy
kilka informacji dotyczacych cial liczbowych. Czytelnicy doskonale znaja

liczby wymierne oraz ich bogata strukture algebraiczng — z dodawaniem

i odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem zbiér Q tworzy cialo. A co sie

stanie, gdy rozszerzymy zbiér Q o jakis$ element niebedacy liczba wymierna?
PowinniSmy przy tym zadbaé, aby algebraicznie nowy zbiér nic nie ,stracit”, to
znaczy pozostal cialem. Przyktad takiego rozszerzenia podal Gauss, jest to cialo
Gaussa: Q(i) = {a+ib: a,b € Q}. Z kolei o pierscieniu Gaussa Z(i) = {a + ib:
a,b € Z} mozna powiedzieé, ze jest tym dla ciala Q(7), czym dla Q sa liczby
calkowite Z. Kluczowa wlasnos¢ zbioru liczb calkowitych to rozkladalnosé na
czynniki pierwsze i jednoznaczno$éé tego rozktadu. Okazuje sig, ze w pierécieniu
Gaussa liczby takze sa jednoznacznie rozkladalne na czynniki pierwsze.

Pojeciem ogdlniejszym od ciala Gaussa sa ciala liczbowe postaci Q(6), gdzie

0 jest liczba algebraiczna (czyli pierwiastkiem wielomianu o wspétezynnikach
calkowitych). Cialo Gaussa jest cialem liczbowym, i = v/—1 jest pierwiastkiem
wielomianu z2 + 1. Dla cial liczbowych rozpatruje sie pierécienie ,liczb
catkowitych” tych cial i bada wlasnosé jednoznacznoéci rozktadu tych pierscieni.
Ta wlasno$¢ ma fundamentalne znaczenie przy rozwiazywaniu réwnan
diofantycznych, na przyklad réwnania Fermata z" 4+ y" = z". Batalia o dowdd,
ze réwnanie Fermata nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych

dla kazdego n > 3, zakonczyla si¢ dla wielu wybitnych matematykow kleska.
Przyjmowali oni bowiem btedne zalozenie, ze pewne pierscienie maja wtasnosé
jednoznacznosci rozkladu.
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Liczba bezkwadratowa to taka liczba
caltkowita, ktora nie jest podzielna przez
zaden kwadrat liczby catkowitej

z wyjatkiem 1. Na przyktad 10 jest liczba
bezkwadratowsa, ale 18 nie jest, bo 18 jest
podzielne przez 9 = 32.

Liczba klas dla cial postaci Q(+/d) to
pojecie zwigzane z funkcjami postaci
f(z,y) = ax? + bay + cy?, gdzie

a,b, c € Z. Bierzemy zbiér wszystkich
takich funkcji (czgsto uzywa si¢ nazwy
forma kwadratowa dwéch zmiennych)

o ustalonym wyrézniku b2 — 4ac

i wprowadzamy pewna relacje
réwnowaznos$ci w tym zbiorze. Relacja ta
dzieli rozpatrywany zbiér na rozlaczne
klasy abstrakcji. Klas tych jest zawsze
skoniczenie wiele, a ich liczb¢ nazywamy
liczbg klas ciata liczbowego.

Autorowi tekstu nie udalo si¢ niestety
znalezé informacji, czy odkrycie Hersteina
i Kaplansky’ego zostalo w pelnej
ogdlnosci udowodnione i opublikowane.

[1] A.M. Odlyzko, H.S. Wilf Functional
iteration and the Josephus problem,
Glasgow Mathematical Journal, v. 33
(1991), 235-240.

[2] I.N. Herstein, I. Kaplansky Matters
Mathematical, American
Mathematical Society (1978).

[3] L.R. Graham, D. Knuth,

O. Patashnik Matematyka konkretna,
PWN (2019).

i Z.adania

Jedli 0 jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego o wspotczynnikach
catkowitych, to mozemy zakladaé, ze 0 = V/d, gdzie d jest bezkwadratowg liczba
catkowita. Wéwezas pierécieri liczb catkowitych ciata Q(v/d) to po prostu Z(v/d),
wtedy gdy d jest postaci 4k 4+ 2 lub 4k + 3. Natomiast dla liczb postaci 4k + 1 ten
pierdcieni to Z(3 + 1v/d).

Przykladem pierscienia, w ktérym nie ma jednoznacznosci rozktadu, jest
Z(y/=5). W pierécieniu tym mamy na przyklad 6 =2 -3 = (1 + v/=5)(1 — v/=5).
Aby badaé problem jednoznaczno$ci rozkladu w pierscieniach typu Z(\/&)

lub Z(% + %\/3), wprowadzono pojecie liczby klas. Liczba klas ciata stuzy do
rozpoznawania, czy wspomniane pierscienie maja wtasnosé¢ jednoznacznosci
rozktadu, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczba klas jest réwna 1.
Udowodniono, ze istnieje dokladnie dziewie¢ pierscieni cial liczbowych Q(\/E),
gdzie d jest bezkwadratowa ujemng liczba catkowita, majacych wlasnos$é
jednoznacznosci rozktadu. Te liczby to: —1,—-2, -3, -7, —11,—-19, —43, —67, —163.

Powr6émy teraz do permutacji Josephusa. Przypomnijmy, ze rozwazamy takie n,
ze n oraz 2n + 1 sg liczbami pierwszymi oraz n jest postaci 4k + 3. Okazalo

sie, ze dlugosci cykli mozna wykorzystaé¢ do obliczania liczby klas niektérych
cial liczbowych postaci (@( —(2n + 1)) W kazdym takim ciele pierscien liczb
catkowitych to Z(3 + 31/—(2n +1)). I tutaj niespodzianka: liczbe klas ciala
Q( —(2n + 1)) mozna wyznaczy¢, korzystajac z dtugosci cykli zamieszczonych
w tabeli 1. Liczba klas ciala Q(y/=7) (czyli n = 3) wynosi 2 — 1 = 1, liczba klas
ciala Q(v/—23) (n = 11) wynosi 7 — 4 = 3. Dla ciala Q(v/—47) (n = 23) mamy
liczbe klas 14 — 9 = 5 i tak dalej.

PrzedstawiliSmy zadanie, problem Flawiusza, ktére ma juz ponad 400 lat

(de Méziriac opublikowal je w ksiazce wydanej w 1612 roku), ale wciaz wzbudza
spore zainteresowanie. Mnéstwo informacji na ten temat mozna znalezé

w Matematyce konkretnej [3]. Zachecamy do zapoznania sie z ta piekna ksiazka,
zawierajaca mnéstwo interesujacych faktow dotyczacych rozpatrywanych tu
zagadnien.

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1624. Znalezé najwieksza warto$é sumy >
dlai=1,2,...,n.

Rozwigzanie na str.

i<j<n [Ti — 24, gdzie x; € [0,1]

M 1625. Znalez¢ najwigksza liczbe parami réznych punktéw kratowych (z;,y;),
xi, ¥ € {1,2,...,n}, sposréd ktérych nie mozna wybraé czterech wierzchotkéw
réwnolegtoboku.

Rozwiazanie na str.

M 1626. Znalezé najwicksze pole tréjkata o bokach PA, PB, PC, gdzie P jest
punktem wewnatrz trojkata réwnobocznego ABC o boku 1.
Rozwigzanie na str. 0]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 991. Podczas skurczu serce dorostego cztowieka wyrzuca V = 70ml krwi
pod ciénieniem p = 1,6 - 10* Pa (120 mmHg). Skurcz serca nastepuje ze érednia
czestoscia n = 70/min. (Wszystkie dane dla czlowieka spoczywajacego). Oszacuj
$rednig moc serca L.

Rozwiazanie na str. [7]

F 992. Kiedy juz podréze kosmiczne stang sie powszechne, policja na

pewno bedzie chciata fotografowaé¢ kosmonautéw tamiacych ,przepisy ruchu
kosmicznego”. Oszacuj, z jakiej odlegloéci L policjant bedzie jeszcze mogt
odczytaé¢ numer rejestracyjny pojazdu, jesli wykona zdjecie w $wietle widzialnym
za pomoca teleskopu Hubble’a o $rednicy zwierciadta D = 2,4 m, a tablice
rejestracyjne beda mialy taka forme jak dzisiaj.

Rozwigzanie na str. [0]
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Nieskonczonosé: 8. Nieskonczonosé nieskonczonosci
Michat KORCH

W poprzednim odcinku zastanawialiSmy sie, czy istnieje ,nieskoniczonosé”
pomiedzy licznoscia zbioru liczb naturalnych i licznoscia zbioru liczb
rzeczywistych. Pora na ostatni etap naszej podrézy. Bedzie to etap jeszcze dalej
prowadzacy w nieskoniczonos¢ — bedziemy rozwazac i konstruowac coraz wigksze
»hieskonczonoéci”. Okaze sig, ze jest ich bardzo nieskonczenie wiele. Moze az za
bardzo.

Piszemy tutaj ,,nieskonczonosci”, majac oczywiscie na mysli mozliwe liczno$ci,
czyli moce, nieskoniczonych zbioréw. Matematycy nazywaja je tez liczbami
kardynalnymi. Bedziemy méwié, ze jedna ,nieskoriczono$é¢” (liczno$é lub

moc zbioru A) jest mniejsza od drugiej ,nieskoriczonosci” (licznoéei lub mocy
zbioru B), jesli wszystkich elementéw zbioru A nie da sie ustawi¢ w pary

ze wszystkimi elementami zbioru B, ale mozna je ustawi¢ z pewna czescia
zbioru B.

W poprzednich odcinkach rozmawialiSmy o twierdzeniu Cantora. Méwi ono, ze
kazdy zbiér A ma te ceche, ze zbioér P(A) wszystkich podzbioréw zbioru A nie
jest rownoliczny ze zbiorem A. Skoro jednak dla kazdego elementu a zbioru A
do zbioru P(A) nalezy {a}, czyli jednoelementowy podzbidr z tym elementem,
to czesé zbioru P(A) zlozona z jednoelementowych zbioréw jest réwnoliczna
ze zbiorem A. Mozemy zatem powiedzieé, ze moc zbioru P(A) jest wigksza od
mocy zbioru A, co oznaczamy |P(A)| > |A].

Znajac to twierdzenie, bez trudu mozemy tworzy¢ coraz wicksze nieskonczonosci.
Rzeczywiscie, niech Ag = N to zbidr liczb naturalnych. Wtedy niech

A1 =P(Ap). Oczywiscie, |Ag| < |A1]. Niech zatem As = P(A;1) i w takim razie
|Ap| < |A1] < |Az|. T tak dalej, niech A;41 = P(4;). Otrzymujemy w ten sposéb

|[Ao] < |A1] <Azl < ... <|Ai| < ...

nieskoniczony ciag coraz wiekszych nieskoniczonosci!

Ale i ten nieskoniczony ciag nieskoniczonosci to jeszcze nie koniec. Niech bowiem
X=AUA UAU...

bedzie suma wszystkich tych nieskonczenie wielu zbioréw. Zauwazmy, ze X jest
jeszcze wiekszy niz ktorykolwiek z nich. Rzeczywiscie, dla dowolnego ¢+ mamy
|A;| < |X], bowiem zbiér X zawiera zbiér A;,1, a przeciez |A4;11] > |A;|.

I to takze oczywiscie nie koniec, bo przeciez mozemy wzia¢ zbiér wszystkich
podzbioréw tak zdefiniowanego zbioru X, aby otrzymaé zbidr o jeszcze wiekszej
licznosci. I tak dalej. W pewnym sensie w nieskonczonosé i za nieskonczonoscia
w nieskorniczonoscé.

Ale i na tym nie konczy sie nasza przygoda. Przyjrzyjmy sie temu procesowi
tworzenia coraz wiekszych ,,nieskonczonosci” bardziej metodycznie. Metode
tworzenia z licznosci |A| wiekszej licznosci |P(A)| bedziemy tu nazywaé metoda
podzbioréw. Metoda sumy bedziemy nazywaé stworzenie z nieskonczonej rodziny
zbiorow, w ktérej dla kazdego zbioru A z tej rodziny jest w tej rodzinie zbiér B
taki, ze |A| < |B|, zbioru jeszcze wiekszego od dowolnego jej elementu, mianowicie
jej sumy.

Zauwazmy jednak, ze metoda podzbiorow niekoniecznie z danej licznosci
otrzymamy najmniejsza licznosé wigksza od niej. By¢ moze istnieja liczby
kardynalne pomiedzy |A| oraz |P(A)|. Zreszta wladnie hipoteza continuum
odnosi sie do tego typu rozwazan.

Okazuje sig, na szczescie (choé¢ aby podaé dowdd tego faktu, potrzebne sa
definicje, ktére wykraczaja poza te serie artykuléw), ze dla kazdej rodziny
»hieskonczonoéci” istnieje w niej ,,nieskonczonos¢” najmniejsza. W szczegdlnosci,
wynika z tego, ze dla danego zbioru A mozna znalezé pewien zbiér B, o licznosci
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Rozwigzanie zadania M 1626.

B

Przez punkt P poprowadZmy proste
réwnolegle do bokéw tréjkata ABC,
przecinajace te boki w punktach

A;, B;,C; (i = 1,2), jak na rysunku.
Wéwezas PA = ByCs, podobnie

z dlugosciami PB i PC, stad nalezy
zmaksymalizowaé pole trojkata Az B2Cs.
Oznaczajac przez [F] pole figury F,
dostajemy

()

[A2B2Cs] = = ([AC: PBal+

|

[BA; PCo] + [CBy PAy)) =

-+

= 5([ABC] — [PA1 Az]—

— [PB1 B3] — [PC1C2]).

Tréjkaty PA1 Az, PB1Bs i PC1C5 sa
podobne do ABC w skalach odpowiednio
A1As, B1By i C1C2. W zwigzku z tym
(**) [PAlAQ] + [PBI BQ} + [PCICZ} =
[ABC)(A1AS + B1Bj + C1C3) <
1 .
SIABCI(A1As + BiBy + C1Cy)° =

Nl

1
S1ABC)

Laczac i , dostajemy
[A2B2Cs] < +[ABC] = ¥2. Réwnosé
otrzymamy, bioragc za punkt P $rodek
cigzkosci tréjkata ABC, co konczy
rozwigzanie.

@@

Rozwigzanie zadania F 992.
Zgodnie z kryterium Rayleigha granica
rozdzielczoéci obrazu uzyskanego za
pomocyg przyrzadu o $rednicy D i fali
o dtugosci A wynosi v = 1,22\/D = \/D,
gdzie o oznacza najmniejszy kat tworzony
przez kierunki, pod jakimi widzimy dwa
punkty jako rozdzielone. Bedzie to wiec
kat, pod jakim widzimy najmniejsze
rozréznialne szczegdly o wielkosci d
z odleglosci L. Swiatto widzialne
odpowiada dlugosciom fal $wietlnych
z przedziatu od 380 do 770 nm. Do
oszacowania przyjmijmy A = 500 nm. Jak
si¢ wydaje, do odczytania tablicy
rejestracyjnej wystarczy rozréznianie
szczegbdlow o wielkoéci d = 5 mm. Mamy
wiec:

ax~\/D=d/L,

a stad L = dD/X = 24 km.

najmniejszej z tych, ktére sa wieksze od licznoéci zbioru A. To przejécie
bedziemy nazywaé¢ metoda nastepnikowa.

Z reguly kolejne mozliwe nieskoriczone liczby kardynalne oznacza si¢ za pomocy
pierwszej litery z jezyka hebrajskiego N (alef) z odpowiednim indeksem.

Tak wiec Ny to licznosé zbioru liczb naturalnych, a R; to najmniejsza liczba
kardynalna wieksza od N, zas Ny to najmniejsza liczba kardynalna wieksza

od N;. Hipoteze continuum mozemy wiec sformutowaé jako stwierdzenie, ze
PO =Ry,

Warto w tym momencie odnotowaé wprost dwa mniej lub bardziej zaskakujace
wnioski. Po pierwsze, nie istnieje najwigksza ,nieskonczono$¢”. Rzeczywiscie, dla
kazdego zbioru A istnieje zbiér o wiekszej mocy, mianowicie zbiér P(A).

Drugi wniosek jest nastepujacy: nie istnieje zbiér wszystkich , nieskonczonosci”.
Znéw, zalézmy przeciwnie, ze taki zbidr istnieje. Ale zgodnie z poprzednim
wnioskiem, skoro nie ma najwigkszej liczby kardynalnej, to dla kazdej liczby
kardynalnej w tym zbiorze jest w nim tez wigksza liczba kardynalna. Ale

w takim razie mozemy metoda sumowania (biorac sume wszystkich elementéw
tego zbioru) wyprodukowaé jeszcze wieksza liczbe kardynalna, ktéra jest wieksza
od kazdej z tego zbioru, wiec nie jest elementem tego zbioru. Ale zbiér mial
zawieraC wszystkie liczby kardynalne, co stanowi sprzeczno$é.

Niemniej znalezlidémy trzy metody konstruowania coraz wiekszych liczb
kardynalnych: metode nastepnikowa, metode podzbioréw i metode sumowania.
Nasuwa sie od razu nurtujace pytanie. Czy poczynajac od licznosci zbioru liczb
naturalnych, mozna ,,doj$¢” do dowolnej ,nieskoriczonosci” (liczby kardynalnej),
stosujac te trzy metody?

Potrzebne beda nam jeszcze dwie definicje. Powiemy, ze pewna liczba
kardynalna jest graniczna, jesli wéréd mniejszych od niej nie ma najwickszej.
Zauwazmy, ze N jest graniczng liczba kardynalna, bowiem kazdy zbiér

o licznosci mniejszej niz jego moc to zbidr skoniczony. A zatem licznosci mniejsze
od Ny to po prostu skonczone liczby i nie ma wsrdd nich najwicksze;j.

Druga definicja to regularnosé ,nieskonczonosci”. Powiemy, ze pewna liczba
kardynalna jest regularna, jesli nie da si¢ jej otrzymacé¢ metoda sumy ze zbioru
licznoéci mniejszych od niej, ktéry sam ma od niej mniejsza licznosé. Ponownie
zauwazmy, ze Ng jest liczbg regularng, bowiem skonczona suma skonczonych
zbioréw jest tylko skonczona. Niemniej nie kazda ,nieskonczono$é” jest
regularna. Na przyklad zastosujmy metode sumy do zbioru liczb kardynalnych
N, Ny, Ny, ... Skoro elementy tego zbioru w oczywisty sposéb sa ponumerowane
liczbami naturalnymi, to jest ich tyle samo co liczb naturalnych, czyli Xy. Jednak
liczba, ktéra dostaniemy, jest wieksza od kazdej z nich, i w szczegdlnosci od Ng.
Nie jest wiec regularna.

Inaczej méwiac, liczb kardynalnych granicznych nie mozna skonstruowaé metoda
nastepnikowa z mniejszych licznosci. Za to liczb kardynalnych regularnych nie
da sie skonstruowa¢ metoda sumowania, uzywajac tylko zbiorow o mniejszej
mocy. Matematycy nazywaja liczbe kardynalna wigksza od licznosci zbioru liczb
naturalnych stabo nieosiagalna, jesli taczy w sobie te dwie cechy, czyli jesli jest
regularna i graniczna. Takiej liczby nie da si¢ wigc skonstruowaé z mniejszych
ynieskonczonosci”, stosujac tylko metody nastepnikows i sumy!

No dobrze, w takim razie zastanéwmy sie nad ,nieskonczonosciami”, ktérych nie
da sig¢ skonstruowaé¢ z mniejszych liczb kardynalnych, uzywajac dowolnych z tych
trzech metod. Takie hipotetyczne liczby kardynalne (wigksze od licznoéci zbioru
liczb naturalnych), ktérych nie mozna osiagnaé z mniejszych liczb, uzywajac
metod nastepnikowej, podzbioréw i sumy, nazywamy silnie nieosiggalnymi.

Czy jednak takie liczby istnieja? Odpowiedz na to pytanie jest podobna,
ale moze jeszcze bardziej subtelna niz w przypadku hipotezy continuum.
Zakladajac nawet, ze taka liczba istnieje, mozemy rozpatrzeé¢ najmniejsza
z nich — i zauwazmy, ze z powodzeniem mozemy uprawiaé teori¢ zbioréw
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Rozwigzanie zadania F 991.

Jako model serca mozemy rozwazyc¢
cylinder z tlokiem. Moc takiego
urzadzenia otrzymamy, mnozac sile,

z jaka dziatamy na tlok przez jego
predkosé. Sita jest réwna iloczynowi
ci$nienia p i powierzchni tloka, a iloczyn
powierzchni ttoka przez jego predkosé jest
réwny objetosci krwi pompowanej

w jednostce czasu. Otrzymujemy wiec:

L=nVp~x13W.

—_—

i matematyke tylko w ramach zbioréw mniej licznych niz ona. Nigdy wtedy
jej nie napotkamy! To, czy ona istnieje, nie bedzie miato dla nas wtedy
zadnego znaczenia. Doprecyzowanie tego rozumowania prowadzi do dowodu,
ze 7z aksjomatoéw nie da sie wykazaéd, ze taka liczba istnieje.

W drugg strone jest jeszcze trudniej. Da sie bowiem udowodnié, ze

w ramach aksjomatéw nie da sie udowodnié, ze nie da sie udowodnié, ze

taka ,nieskoriczonosé” nie istnieje! Gdyby bowiem byto to mozliwe, dawatoby
to dowdd niesprzecznoéci aksjomatéw, co przeczyloby twierdzeniu Godla

o niezupelnosci (patrz odcinek ,Rozmys$lania o myslakach”). Istnienie takich
»hieskorniczonosci” jest wiec jeszcze bardziej ulotne niz istnienie nieskonczonosci
pomiedzy liczno$cia liczb naturalnych a licznoécia liczb rzeczywistych.

W takim razie wszechswiat zbioréw wyglada nastepujaco: najmniejszym
zbiorem jest zbidr pusty, potem sg coraz wieksze zbiory skonczone, az w koncu
najmniejsza nieskoniczona liczba kardynalna Ng, czyli liczno$é zbioru liczb
naturalnych. Potem spotkamy zbiory, ktérych licznosci to coraz wieksze
whieskonczonoéci”, ktére mozemy skonstruowaé, poczynajac od Wg i korzystajac
z metod nastepnikowej, podzbioréw i sumy. I dalej jest horyzont, za ktérym byé
moze nic nie ma, a by¢ moze jest pierwsza silnie nieosiagalna liczba kardynalna.
7 tej ,nieskonczonoéci” znéw mogliby$émy konstruowaé coraz wieksze liczby
kardynalne, ale mniejsze niz kolejny hipotetyczny horyzont, ktérego przekroczyé
nie mozemy, a ktory stanowi kolejna silnie nieosiagalna liczba kardynalna. I tak
dalej. To jest podréz w nieskonczono$cé i za nieskoriczonosc.

Przygode te wypada zakonczyé, cytujac jednego z bohateréw, od ktérych

zaczeliémy nasze rozwazania, czyli Davida Hilberta. ,,Nieskonczonoéé! Zadne
inne pytanie nie poruszyto tak gteboko duszy czlowieka”.

Ztozonos¢ algorytmow teorioliczbowych

Rozwazmy nastepujacy algorytm:

function czynnik(int n)

{
int i = 2;
while (i < n)

{
if (n % i) == 0 return i;
i=1i+1;

}

return 0;

Czy oznacza to, ze wlaénie pokazaliémy wielomianowy
algorytm na szukanie nietrywialnych czynnikéw?
Rozklad nawet duzych liczb na czynniki pierwsze juz
nie jest dla nas klopotem?

Oczywiscie, nic z tych rzeczy.

Nieporozumienie bierze sie z problemu z ustaleniem, co
jest parametrem, wzgledem ktérego liczymy zlozonosé
programéw komputerowych. Otéz parametrem jest

dla nas zawsze rozmiar danych, ale rozumiany jako
dtugosé napisu reprezentujacego wejscie. Konkretniej:

¥ 1000000 000 ma dla nas rozmiar ,dziesie¢”, a nie
Jak tatwo sprawdzi¢, podany kod zwraca najmniejszy ymiliard”...

nietfywialny czyl?nik podan.ej na wejsciu liczby g Wracajac do naszego algorytmu: jesli rozmiar danych
badz 0 — gdy takiego czynnika nie ma (bo np. n jest to k, to wowczas liczba n, ktéra reprezentuja te dane

liczba pierwsza).

jest rzedu 10¥. Skoro wiec oszacowali$my czas dzialania

Zastanéwmy sie, jaka jest zlozono$é podanego programu. algorytmu przez O(n?), to w jezyku rozmiaru danych
Petla while wykona co najwyzej O(n) obrotéw. przeklada sig to na O((10%)%) = O(100"), czyli jest jednak
W pojedynczym jej wykonaniu niemal wszystkie operacje Wwykladniczy od k.

maja koszt staly, poza operacja % (reszta z dzielenia),
ktorej koszt mozemy bardzo zgrubnie oszacowaé z gory
przez O(n) (w rzeczywistosci mozna latwo osiagnaé
O(log(n))). Oznacza to, ze caly algorytm dziala w czasie

nie wigkszym niz O(n?).

Potencjalny algorytm wielomianowy na rozktad na
czynniki musialby wiec byé pewnie nieco bardziej
wyrafinowany...

Tomasz KAZANA
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,Grypa. Sto lat walki”, Jeremy Brown,
ttum. Joanna Gilewicz, Wydawnictwo
Uniwersytetu Jagielloriskiego (2019)

Co wiesz o grypie?

Sezon grypowy trwa. Nie wiemy jeszcze, jak bedzie dlugi i grozny w tym
roku. Myslac o grypie, podlegamy skrajnym odczuciom: to raczej zwyczajna
choroba zakazna, w ktérej po 7 dniach mozna iS¢ do pracy... Ale wiemy
tez o komplikacjach pogrypowych, braku skutecznych lekéw, zawodnych
szczepionkach, a nawet przypadkach $miertelnych.

O grypie wiemy takze, ze w latach 1918-1919 odnotowano $wiatowa epidemie
(pandemie), w wyniku ktérej zmarto wiecej ludzi (50-100 mln), niz zgineto

w I wojnie Swiatowej — oba te zdarzenia mialy miejsce w podobnym czasie. Co
bylo przyczyna tak bardzo zlosliwego i tragicznego przebiegu grypy nazwanej
hiszpanka (z Hiszpanii rozprzestrzenila sie na Europe)? Nawet dzi§ sugeruje
sie wiele przyczyn, zadna nie jest decydujaca. Zadaje sie réwniez pytanie —
czy TAKA grypa moze sie powtorzy¢? Mnie zainteresowalo tlo genetyczne

tej pandemii.

Czynnikiem zakaZznym w grypie sg wirusy, zobaczono je przez mikroskop
elektronowy w 1939 roku. Ich material genetyczny to 8 réznych czasteczek
RNA, a najwazniejszymi kodowanymi biatkami sa hemaglutynina (H)

i neuramidaza (N). Pierwsze uczestniczy we wniknieciu wirusa do zakazanej
komorki nabtonka uktadu oddechowego, drugie — w uwalnianiu pokolenia
namnozonych wiruséw z takich komérek do otaczajacego $rodowiska.
Rozpoznano liczne warianty biatek H i N i oznaczono je literami z numerami.
Hiszpanka byta typem HIN1. Od tamtych czaséw infekcja typu HIN1 zdarzala
sie nie raz (np. tzw. $winska grypa, 1976 i 2009 r.) — nigdy jednak nie byla tak
powazna i niebezpieczna.

Na poczatku lat 90. XX wieku opracowano metody odzyskiwania DNA

z preparatéw konserwowanych i przechowywanych w parafinowych bloczkach,
bez zamrazania. Jeffery Taubenberger postanowit poszukaé¢ wirusa z 1918 roku
w zachowywanych przez 100 lat skrawkach tkanek pacjentow. Wydaje sie to
zadaniem beznadziejnym, a jednak w wycinku ptuc zmartego w 1918 roku
szeregowego Roscoe Vaughana znalazl §lady genomu wirusa hiszpanki. Udato
si¢ namnozy¢ te geny, ktore koduja biatko H. O postepach technik biologii
molekularnej swiadczy fakt, ze w owych czasach odtworzenie takiego genu zajeto
5 lat, dzi§ wymagaltoby dwdéch tygodni!

Jednak preparatu ze skrawkdéw bylo zbyt mato do dalszych badan. Dlatego
wdrozono jeszcze jeden pomyst ,detektywistyczny”. Wirusa zaczeto poszukiwaé
w cialach zmartych na grype w 1918 roku na dalekiej péinocy, pochowanych

w wiecznej zmarzlinie. Po jednej z ekshumacji (dokonywanych z zachowaniem
szacunku dla zwlok i z pozwoleniem wladz koscielnych i lokalnych) wydobyto
iloé¢ tkanki umozliwiajaca rekonstrukcje calego genomu wirusa.

Na wie$¢ o pierwszym ,,wskrzeszeniu” wirusa podobne badania podjeli liczni
badacze w wielu krajach i laboratoriach. Tam, gdzie udalo sie znalezé wirusa
grypy z 1919 roku, nawet w réznych, bardzo odleglych lokalizacjach $wiata,

za kazdym razem byl to taki sam jego wariant — N1H1. Musial rozchodzié sie
skutecznie na odleglodé tysiecy kilometréw. W roku 2005 dokonano rekonstrukeji
zywego wirusa w dwéch amerykarniskich laboratoriach (przy starannych
zabezpieczeniach epidemiologicznych). Stworzono kilka zakaZnych klonéw

i stwierdzono szczegdlng role w wysokiej zjadliwosci genu (i biatka) H. Dane
genetyczne sugeruja takze, ze byl to wirus ptasi, ktory ulegt kolejnym mutacjom,
przystosowujacym go najpierw do niektérych ssakéw, a potem do czlowieka jako
gospodarza.

Jestem pewna, ze te informacje wzbudzity wskazéwka dla terrorystow... Takie i wiele innych

w Czytelnikach watpliwosci i obawy. W jakich pytan wielokrotnie rozwazano na forach naukowych
warunkach — i w ogdle ,.czy” — mozna wskrzeszaé i politycznych. O szczegdtach dowiedzie¢ sie mozna
organizmy zakazne o stwierdzonej wysokiej zjadliwosci.  z ksiazki Jeremy’ego Browna ,,Grypa. Sto lat walki”,
Co dalej robi¢ z takim organizmem? Jakie powinny z ktérej korzystalam, przygotowujac ten tekst.

by¢ ustalenia $wiatowe i lokalne — wszak ktos te

badania popiera i finansuje, a moga one by¢ takze Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

W teorii bez trudu mozna skonstruowac
tak , poszarpang podloge”, zeby

w zadnym miejscu libella nie pokazata
dokladnie zerowego wychylenia, ale

w praktyce budowlanej takich podiég
raczej si¢ nie spotyka, o ile pomieszczenie
w ogéble nadaje si¢ do remontu. Zresztg
majster zawsze moze polozy¢ libelle na
przyniesionej desce, cegle albo
czymkolwiek innym.

poziom

poziom

Libella na krzywej podlodze
Jerzy TYSZKIEWICZ*

Dawne rzeczy maja w sobie jakas magie. Nie inaczej jest ze stara libella, ktéra,
odziedziczylem po moim zmartym wuju. Po tym przyrzadzie zna¢, jak bardzo byl
wartosciowy w swoich czasach: oprawka wygietej rurki z ptynem i pecherzykiem gazu
jest wykonana z mosigdzu, ma Sruby umozliwiajace regulacje, a do kompletu nalezy
futeral z migkka wysciétka zamykany na mate haczyki.

Wspoélczesne libelle, nazywane raczej poziomicami, robi si¢ z taniego surowca, zwykle
nie maja tez zadnej regulacji. Jak co$ si¢ przesunie albo wykrzywi, kupuje si¢ za
grosze nowa i tyle. Regulacja miata oczywiscie swoje zalety: mozna bylo ustawié
niewielkie odchylenie od poziomu — co byto pomocne na przyktad przy uktadaniu
rynny albo rury kanalizacyjnej, ktérymi woda miata ptynaé nie za szybko i nie

za wolno, tylko dokladnie zgodnie z projektem. I tu rodzi sie ciekawe pytanie:

gdy rynna byta juz gotowa, w jaki sposéb majster ustawial libelle ponownie na
wskazywanie poziomu?

Wyobrazmy sobie taka sytuacje: majster wchodzi do remontowanego mieszkania,
Sciany sa troche krzywe, podlogi tez, ma ze soba libelle i niezbedny do regulacji
srubokret. Co ma teraz zrobié, zeby ja ustawié na zero?

Pierwsze rozwigzanie opiera sie na dodatkowym, dotychczas przemilczanym,
elemencie libelli wujka: ma ona podzialtke na rurce z ptynem.

Rozwiazanie jest proste: wybieramy sobie niezbyt krzywy fragment podtogi,
ktadziemy libelle, a wzdluz niej uktadamy réwnolegle srubokret, tak zeby jego
czubek wskazywal srodek podziatki. To pozwala nam zarejestrowac jej kierunek

i polozenie. Zapamietujemy, o ile kresek i w ktéra strone pecherzyk odbiega od
srodka skali, po czym obracamy libelle w druga strone, tj. o 180° — srubokret
pozwala nam na dokladne dokonanie tego obrotu. Widzimy nowe wskazanie,
zapewne rézne od poprzedniego. Bierzemy teraz do reki srubokret i srubka
regulacyjna zmieniamy polozenie rurki w dobrym kierunku. Odktadamy $rubokret
wzdtuz libelli, powtarzamy pomiar w dwéch polozeniach rézniacych sie o 180°,
znowu regulujemy, itd. Po kilku krokach uzyskamy w miare dobrze wypoziomowang,
libelle. Czyli na krzywej podtodze pecherzyk powietrza bedzie odbiega¢ od srodka
o tyle samo, co gdy obrécimy libelle o 180° — tyle ze w druga strone.

A co powinien zrobi¢ majster, gdy skali na rurce nie ma i w zasadzie tylko na oko
mozna ocenié, jak bardzo odchyla sie pecherzyk? Oczywiscie srodek rurki z plynem
jest zawsze zaznaczony — bez tego uzytek z libelli bylby marny.

I na to jest sposéb, choé¢ wymaga ciut bardziej zaawansowanej matematyki.
Zacznijmy od wykonania poprzedniej procedury, doprowadzajac do sytuacji, w ktorej
po obréceniu libelli o 180° pecherzyk wychyla sie raz w jedna, raz w druga strone,

z grubsza o podobng wartosé. Brak skali nie jest w tym przeszkods.

Polézmy teraz srubokret w sprawdzonej pozycji — wzdtuz libelli, tak zeby jego
czubek wskazywal jej érodek — i zacznijmy ja powoli obracaé wokél tego srodka.
Pecherzyk w trakcie tego obrotu musi przewedrowaé na druga strone, wiec

w ktéryms$ momencie, jeszcze przed osiagnieciem obrotu o 180°, bedzie doktadnie

w $rodku skali (to jest wlasnie ta dodatkowa matematyka: taki kat istnieje).
Zatrzymajmy sie i zastanéwmy. To oczywiscie nie jest jeszcze to, o co nam chodzilo,
ale zblizyliSmy sie do celu. Libella pokazuje poziom, cho¢ na poziomej podtodze
raczej nie lezy — powiedzmy, ze kat nachylenia podlogi wynosi a. Zaznaczmy nowe
potozenie libelli srubokretem i zrébmy to, co juz potrafimy: wyregulujmy ja w kilku
krokach tak, by po obréceniu libelli o 180° pecherzyk wychylat sie od centrum

raz w jedna strone, a raz w druga, z grubsza podobnie. W efekcie dostajemy nowe
ustawienie libelli. Gdyby$my mieli idealne oko (réwnie dobre jak podziatka), to
zadanie byloby juz rozwiazane. Jednak nawet jesli robimy spory blad i wiemy tylko,
ze jeden z katow, o jakie libella odchyla sie od poziomu, jest najwyzej dwa razy
wigkszy od tego, gdy lezy odwrotnie, to i tak jest dobrze. Mozna sprawdzié (obrazek
obok), ze jesli robiliSmy to w miejscu o nachyleniu podlogi a, to po regulacji kat
odchylenia libelli do poziomu wynosi nie wiecej niz a/3.

Powtarzamy calo$¢ od poczatku i za chwile dostajemy kat nie wiekszy niz a/9,
potem /27, /91 itd. Oczywiscie to jest tylko teoria, bo zapewne bardzo szybko
nie da sie juz dalej nic poprawi¢. Po prostu kat odchylenia libelli od poziomu stanie
sie ludzkim okiem nieodréznialny od 0. I o to chodzito!
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Informatyczny kacik olimpijski (134): Beautiful Password

Tym razem oméwimy zadanie ,Beautiful Password”, ktore pojawilo sie na
konkursie Cuprum 2018 organizowanym przez firme Codility.

Zadanie: Dane jest stowo S = s183...5, 0 dlugosci n, zawierajgce male litery alfabetu angielskiego. Ustal diugosé
najdiuiszego podstowa, zawierajgcego wylgceznie wystgpienia dwoch roznych liter w tych samych krotno$ciach.

Przyktadowo dla S = "bbbcaccaacdd” odpowiedzig jest 6.

Rozwigzanie O(n?)

Pierwsze rozwiazanie, ktére przychodzi do glowy, polega
na niezaleznym sprawdzeniu kazdego z O(n?) podstéw
— czy ma ono dokladnie dwie rézne litery wystepujace

w tych samych krotnosciach. Aby to zrobi¢, wystarczy
przejéé po sprawdzanym podstowie i zliczy¢ wystapienia
kazdej litery. Czas potrzebny na sprawdzenie jednego
podstowa jest proporcjonalny do jego dlugosci. Zatem
cale rozwigzanie dziala w czasie O(n?). Alfabet ma staty
rozmiar (26 liter), wiec zostal pominiety w obliczeniu
ztozonoéci czasowej.

Rozwiazanie O(n?)

Szybsze rozwiazanie polega na tym, aby kazda litere
stowa S rozwazy¢ jako pierwsza litere poszukiwanego
podstowa. Majac ustalona pozycje poczatkowa,
przegladamy kolejne litery, zliczajac liczbe wystapien
kazdej litery od a do z. Jesli w ktérym$ momencie
doktadnie dwie litery beda mialy taka sama dodatnia
liczbe wystapien oraz zadna inna litera sie nie pojawita,
to znalezliémy podstowo o poszukiwanych wtasnosciach.
Sposréd znalezionych stéw wybieramy najdiuzsze i jego
dlugo$é wypisujemy. Pozycji poczatkowych jest n, dla
kazdej z nich przegladamy wszystkie litery na prawo,
co daje zlozono$é czasowa O(n?).

Warunek: doktadnie dwie litery

W procesie rozwiazywania zadania dobrze jest pomysle¢
o réznych wariantach zadania macierzystego. W tym
zadaniu mozemy ostabié¢ jeden z warunkéw. Otdz
znajdzmy najdtuzsze podstowo, ktore ma doktadnie
dwie rézne litery (pomijamy warunek o tej samej
krotnosci wystapien). Takie zadanie mozna rozwiazaé
za, pomoca metody gasienicy. Na poczatku ustawiamy
prawy i lewy koniec gasienicy na pierwszej literze.
Nastepnie rozszerzamy gasienice w prawo, dopdki
pokrywa ona wystapienia co najwyzej dwoch réznych
liter. W przeciwnym przypadku skracamy gasienice,
przesuwajac lewy koniec w prawo. Pozostalo nam
jeszcze opisac, w jaki sposéb zapisywaé w pamieci liczbe
réznych liter, ktore pokrywa gasienica. W tym celu dla
kazdej litery od a do z zapamietajmy, ile razy ta litera
wystepuje. Gdy przesuwamy prawy koniec gasienicy,
to zwiekszamy liczbe wystapien litery, ktéra wlasnie
dodalismy do gasienicy. Kiedy za$ skracamy gasienice,
to zmniejszamy liczbe wystapien litery, ktéra zostala
usuniegta z gasienicy.

Prawy i lewy koniec gasienicy wykonaja po n — 1 ruchéw.

Aktualizacji przechowywanych wartosci dokonujemy
w czasie stalym. Zatem otrzymaliémy rozwiazanie, ktére
dziala w czasie O(n).
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Warunek: ta sama liczba wystapien

Wezmy na warsztat wersje zadania, w ktorym zalozymy,
ze S zawiera wystapienia co najwyzej dwoch réznych
liter. Bez straty ogdélnosci mozemy zalozy¢, ze te litery
to a i b. Chcemy znalez¢é najdluzsze podstowo, ktére
ma tyle samo wystapien a co b. W tym celu literze a
przypiszmy warto$é 1, zas b warto$¢ —1. Intuicyjnie
chcemy, zeby suma warto$ci dwoch réznych liter
sumowala sie do 0. Niech zatem a = (a1, az,...,a,)
oznacza wartosci przypisane kolejnym literom.

Wowcezas szukamy najdiuzszego fragmentu w a

o sumie 0. Niech teraz p = (po,p1, p2; . -.,Pn) Oznacza
sumy prefiksowe a, gdzie p; = 7', a;. Podstowo

Gz, 0z41,---,0y ma sume 0, jesli p, —py—1 =0, czyli
DPz—1 = Py- Zatem w ciggu sum prefiksowych szukamy
dwoéch takich samych wartodci, pomiedzy ktérymi
odleglo$é jest najmniejsza. Aby to zrobié¢, wystarczy
dla kazdej wartosci znalez¢ jej pierwsze i ostatnie
wystapienie (mozna to zrobi¢ za pomoca metody
zliczania) i wziaé réznice tych indekséw. Sposréd
wynikéw dla poszczegdlnych wartoéci wybieramy ten
najwiekszy.

Wartoéci, ktére pojawia sie w ciagu sum prefiksowych,
sa z przedzialu [—n;n], zatem jest ich O(n). Wszystkie
pozostale kroki rozwiazania réwniez wykonuja O(n)
operacji, a wiec cale rozwiazanie dziala w czasie O(n).

Rozwiazanie O(n)

Wr6émy do oryginalnej wersji zadania. Powyzsze
rozwazania zastosujemy w rozwiazaniu wzorcowym.
Otéz podzielmy stowo na bloki ztozone z tych samych
liter. Np. S = "bbbcaccaacdd” ma nastepujacy podzial
bbb|c|a|cclaalc|dd. Nastepnie zastosujmy metode
gasienicy (podobnie jak w podzadaniu ,Warunek:
dokladnie dwie litery”) na wyznaczonych blokach.
Przesuwamy prawy koniec gasienicy dopodki wystepuja
co najwyzej dwie rozne litery. W przeciwnym
przypadku przesuwamy lewy koniec az do uzyskania
wystapien dokladnie jednej litery. Na rysunku zostaly
przedstawione fragmenty slowa pokrywane przez
gasienice po kolejnych fazach rozszerzania, a przed

skracaniem:
bbb|c|alc|aalcc|dd

Na otrzymanych fragmentach uruchamiamy algorytm
opisany w sekcji ,,Warunek: ta sama liczba wystapien”.
Zauwazmy, ze kazdy blok liter nalezy do co najwyzej
dwdch takich fragmentéw. Stad ztozonosé czasowa
rozwiazania wynosi O(n).

Bartosz LtUKASIEWICZ



Napoleon Cybulski (1854-1919). Urodzit
si¢ w Krzywonosach w obwodzie
witebskim. Studiowal medycyne

w Akademii Wojskowo-Medycznej

w Petersburgu. Tam tez doktoryzowal sie.
Od 1885 roku do konca zycia pracowal na
Uniwersytecie Jagielloniskim, gdzie
kierowal Katedra Fizjologii, byt
dziekanem Wydziatu Lekarskiego,
prorektorem i rektorem. Jest uwazany za
tworce krakowskiej szkoly fizjologicznej.
Jedna z krakowskich ulic nosi jego imie.

Jézef Babinski (1857-1932). Urodzit sig
w Paryzu w rodzinie polskich emigrantéw
politycznych. Skonczy! polska szkole
$rednig i studia medyczne na
Uniwersytecie Paryskim (Sorbonie).
Doktoryzowat si¢ tez w Paryzu, ale nie
podjal kariery akademickiej. Byl przez
ponad 30 lat ordynatorem jednego

z paryskich szpitali. W pracy naukowej
byl ,wolnym strzelcem”, wygtaszal
referaty na konferencjach i publiczne
wyktlady. Pozostawil 288 publikacji
naukowych. Byt cztonkiem polskich
towarzystw lekarskich i honorowym
profesorem Uniwersytetu Wilenskiego.
Nie przyjal proponowanej mu katedry

neurologii na Uniwersytecie Warszawskim.

Jest uwazany za jednego z ojcéw
neurochirurgii. W Krakowie i w Lodzi
znajduja si¢ szpitale psychiatryczne jego
imienia.

Na tylnej oktadce numeru
szczegolowo przedstawiamy
nominujacych profesoréw lub
uczelnie.

Polscy nominaci do Nagrody Nobla
z fizjologii i medycyny do 1953 roku
Andrzej HENNEL

Archiwum noblowskie ujawnia informacje o osobach nominowanych

i nominujacych po 50 latach. Niestety nagroda z fizjologii i medycyny jest
gorzej potraktowana, gdyz o ile wszystkie pozostale nominacje sa ujawnione
do 1966 roku, to w tym przypadku jest to rok 1953. To bardzo odlegty czas —
nie ma na przyktad zadnej ujawnionej nominacji zwiazanej ze szczepionka

na chorobe Heinego—Medina, a istniejg relacje, ze takie nominacje byty
sktadane. Wéréd nominowanych byl miedzy innymi wybitny polski wirusolog,
profesor Hilary Koprowski. Zapytalem archiwum, kiedy beda ujawnione
wszystkie nominacje do 1969 roku. Odpowiedziano mi, ze chwilowo nie jest
to planowane.

Nominujgcy dzielg sie na stalych i zaproszonych okazjonalnie. Stalymi

sg m.in. dotychczasowi laureaci oraz cztonkowie Krélewskiej Szwedzkiej
Akademii Nauk. Okazjonalnymi sa przedstawiciele wybranych w danym roku
uczelni.

O nominacjach w dziedzinie fizyki i chemii pisatem w A2,. Tym razem
przedstawiam szczegoly dotyczace polskich nominatéw z fizjologii i medycyny
od poczatku istnienia nagrody do 1953 roku. Przez ,polskich nominatéw”
rozumiem osoby urodzone na ziemiach polskich lub w taki czy inny sposéb
zwiazane z Polska.

Pierwszym polskim nominatem byl w latach 1911-1918 profesor medycyny
na Uniwersytecie Jagielloniskim — Napoleon Cybulski. Zajmowal sie fizjologia
czlowieka, jego najwieksze osiggniecia to badania EEG mézgu oraz odkrycie
wraz z doktorantem Wiadystawem Szymonowiczem hormonalnej aktywnosci
nadnerczy i wyizolowanie adrenaliny, ktéra nazwali ,nadnerczyna”.

Pierwsze zgtoszenie Cybulskiego do nagrody pochodzi z 1911 roku — od
siedmiu profesoréw Uniwersytetu Jana Kazimierza we Lwowie. Ich krétkie
uzasadnienie zawiera osiggniecia nad rejestracja badan przeptywu krwi,
dziataniem nadnerczy i elektrycznosci mieéni.

Ponowne zgloszenie, réwniez z Uniwersytetu Lwowskiego, nastapito

w 1914 roku. Tym razem z identycznym uzasadnieniem jak poprzednio
wystapilo szesciu profesoréw. Trzecie zgloszenie z 1918 roku nadeszto od
czworki profesoréw z Uniwersytetu Jagiellonskiego. W uzasadnieniu wymienili
oni prace z dziedziny elektrobiologii, hemotachometrii (przeptywu krwi),
wydzielania hormonalnego i mikrokalorymetrii.

Niestety I wojna $wiatowa wywotala ogromny ,zator” w przyznawaniu
Nagréd Nobla. W latach 1915-1918 naptynelo okoto 300 nominacji z fizjologii
i medycyny, a nagréd nie przyznano, po ztych doswiadczeniach roku 1914.
Na przyktad laureat Nagrody Nobla z fizjologii i medycyny z 1914 roku,
Wegier Robert Barany, dowiedzial sie o swoim sukcesie w rosyjskim obozie
jenieckim, skad Szwedzi wykupili go za posrednictwem Czerwonego Krzyza.
Napoleon Cybulski zmart w kwietniu 1919 roku i nie byt juz rozpatrywany
przy pierwszych nagrodach przyznanych po wojnie, w 1919 roku.

Nastepnym polskim nominatem byt francuski neurolog Jozef Babinski,
znany w historii medycyny z tzw. odruchu Babinskiego. Zaliczam go

do polskich nominatéw, gdyz konczyl polska szkole srednia w Paryzu,
utrzymywal kontakt z krajem i byt honorowym profesorem Uniwersytetu
Wilenskiego. Babinski byt wybitnym neurologiem klinicysta, ktory swoje
liczne odkrycia zawdzigczal wnikliwym obserwacjom i badaniom oraz
logicznemu rozumowaniu.
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Rudolf Weigl (1883-1957). Urodzit si¢ na
Morawach, ukoriczyl studia przyrodnicze
na Uniwersytecie Lwowskim im. Jana
Kazimierza w 1907 roku, tamze si¢
doktoryzowal i w 1913 roku habilitowal.
W trakcie I wojny $wiatowej zajmowat si¢
w wojsku przygotowaniem szczepionki
przeciwko durowi plamistemu.

Po I wojnie zostal we Lwowie profesorem
i szefem Instytutu Badani nad Tyfusem
Plamistym i Wirusami, ktérym kierowat
przez prawie ¢wieré wieku. Po II wojnie
Swiatowej pracowal na Uniwersytecie
Jagiellonskim oraz Uniwersytecie
Medycznym w Poznaniu. W pieciu
miastach polskich (m.in. Wroctawiu

i Poznaniu) znajduja si¢ ulice, ktére
nosza jego imie.

Tadeusz Reichstein (1897-1996). Urodzit
sig¢ we Wloctawku. Od ésmego roku zycia
mieszkal w Szwajcarii. Studiowal chemie,
doktoryzowal si¢ i habilitowal na
Federalnej Politechnice w Zurychu.

W 1933 roku zsyntetyzowal witamine C.
Od 1938 roku byt profesorem
Uniwersytetu w Bazylei. Byl autorem
ponad 700 prac naukowych i promotorem
150 doktoratéw, cztonkiem zagranicznym
Polskiej Akademii Nauk. Méwitl o sobie,
ze jest polskim Zydem.

W 1914 roku jego kandydature za osiagniecia z neurologii zglosili dwaj
profesorowie Uniwersytetu Lwowskiego. W 1924 roku o nominacje wspolnie
wystapito szeSciu profesoréw Uniwersytetu Warszawskiego — z nastepujacym
uzasadnieniem: ,Prace nad odruchami, diagnoza réznicowa miedzy chorobami
organicznymi a histerig oraz symptomatologia choréb mézdzku i rdzenia
przedtuzonego”.

Kolejne nominacje dla Babinskiego pojawily sie w 1928 roku. Pieciu
profesoréw Uniwersytetu Jagiellonskiego przystalo wspélna nominacje
z uzasadnieniem ,Diagnostyka i symptomatologia zaburzen uktadu
nerwowego, zwlaszcza mézdzku i rdzenia kregowego”.

Nadeszly tez dwie nominacje z zagranicy. Pierwsza pochodzita od profesora
psychiatrii i neurologii E. Fostera z Uniwersytetu w Greifswaldzie (Niemcy).
Nominowal on wraz z Babinskim malzenstwo francusko-niemieckie Cécile
Vogt-Mugnier i Oskara Vogta, pracujace w Berlinie w utworzonym przez
siebie Instytucie Badan Moézgu. Uzasadnienie nominacji byto nastepujace
»Vogtowie: Prace nad architektura kory moézgowej. J. Babinski: Praca nad
odruchami, zwlaszcza odruchem Babiriskiego, diagnoza réznicowa pomiedzy
chorobami organicznymi a histeria oraz symptomatologia choréb mézdzku

i rdzenia przedtuzonego”.

Druga nominacja zagraniczna nadeszta od profesora medycyny J. Dereux

z Uniwersytetu w Lille (Francja) z uzasadnieniem ,,Prace nad patologia
uktadu nerwowego, zwtaszcza odruchem Babinskiego”. Zaskakujacy jest
calkowity brak nominacji z Paryza, gdzie przeciez Babinski cale zycie
pracowal. Wydaje sie, ze pomimo blisko 300 publikacji naukowych Babinski
byt dla akademickiego Paryza ,,cialem obcym”, i to moglo by¢ przyczyna
nieotrzymania przez niego Nagrody Nobla.

Kolejnym polskim nominatem byl Rudolf Weigl. Byt to rzadki przypadek
Polaka z wyboru. Urodzit si¢ jako Niemiec, lecz wychowywany byt we Lwowie
przez ojczyma Polaka. Weigl od czasow I wojny Swiatowej do korica zycia
zajmowal sie szczepionka przeciwko durowi plamistemu. Byta wytwarzana
bardzo skomplikowana metoda hodowli i obrébki wszy. Metoda wymagalta
ludzi — karmicieli wszy oraz laborantéw prowadzacych mikropreparatyke

tych owadéw. Na jedna osobe potrzebny byl materiat z okoto 90 wszy.
Instytut Weigla we Lwowie ocalil tysiace istnien ludzkich i ani sowieccy, ani
hitlerowscy okupanci Lwowa nie o$mielili si¢ go ruszy¢.

Weigla zgtaszano do Nagrody Nobla ponad 70 razy, w latach 1930-1939.
Najpotezniejszy szturm przypuszczono w 1930 roku, gdy otrzymat

28 nominacji, oczywiscie za prace nad durem plamistym. Nominowala

go duza grupa siedemnastu profesoréw z Uniwersytetu Warszawskiego.
Jedenastu z nich pracowalo jednocze$nie na Uniwersytecie w Berlinie, skad
rowniez nadestali nominacje. W 1931 roku nominacje nadestato osmiu
profesoréw z Uniwersytetu Jana Kazimierza we Lwowie. W 1932 roku
jedyna nominacja nadeszta z Uniwersytetu w Poznaniu, a w 1933 tez
jedna z Uniwersytetu w Wilnie. W 1934 nadeszta nominacja od profesora
bakteriologii Richarda Bruynoghe z belgijskiego Katolickiego Uniwersytetu
w Leuven, a ponadto szesnascie nominacji z Uniwersytetu Warszawskiego.
W 1936 roku siedem nominacji nadestal Uniwersytet Jagiellonski.

W 1937 roku znéw siedem nominacji przystal Lwéw. W 1938 roku jedna
zglosil Uniwersytet w Wilnie i w 1939 roku trzy nadeszty z Poznania.
Niestety wszystkie byly bezskuteczne.

W polskim Internecie mozna znalez¢ informacje, ze Weigl byt nominowany
w 1942 roku, ale kandydature utracili Niemcy. Mial tez dosta¢ nagrode

w 1946 (lub 1948) roku, ale polski rzad wycofal (?7) jego kandydature.
Obydwie te informacje sa bardzo watpliwe. Po pierwsze, na liScie nominacji

12



Ludwik Hirszfeld (1884-1954). Urodzit sig¢
w Warszawie. Studiowal medycyne

i doktoryzowal si¢ w Niemczech.
Habilitowal si¢ w Zurychu, a potem drugi
raz na Uniwersytecie Warszawskim.

‘W 1931 roku zostal profesorem
Uniwersytetu Warszawskiego. Zmuszony
do zamieszkania w warszawskim getcie
uciekt z niego w 1942 roku. Od 1945 roku
byt profesorem Uniwersytetu
Wroctawskiego. Byl tam pierwszym
dziekanem Wydzialu Lekarskiego. Jest
twérca polskiej szkoly immunologicznej.
W kilku miastach (m.in. w Warszawie

i we Wroclawiu) sa ulice jego imienia.

Rozwigzanie zadania M 1625.

Niech K bedzie zbiorem punktéw

o wspolrzednych nalezacych do zbioru
{1,2,...,n}. Niech S bedzie zbiorem
punktéw nalezacych do K, ktoérych co
najmniej jedna wspoirzedna jest rowna 1.
Wéwczas w S nie ma 4 punktéw bedacych
wierzcholkami réwnolegloboku, zatem
szukana liczba nie przekracza licznosci S,
czyli 2n — 1.

Rozwazmy dowolny podzbiér R zbioru K,
|R| > 2n. Przypus$émy, ze w R nie ma

4 wierzchotkéw réwnolegtoboku. Dla

i < n niech R; bedzie zbiorem punktéw
nalezacych do R, ktérych pierwsza
wspélrzedna wynosi i. Niech D; bedzie
zbiorem odlegtosci ,,najnizszego” punktu
zbioru R; od pozostalych punktéw tego
zbioru. Wéwczas |D;| = |R;| — 1.
Ponadto, ze wzgledu na przypuszczenie

o braku réwnolegloboku, zbiory D; musza
by¢ parami roztaczne, a zatem

\L’LJDI} :i\m :iufm -1 =

i=1 i=1 i=1

n
= E |[Ri| —n=|R|—n >n.
i=1

Jest to sprzecznosé, gdyz kazdy ze
zbioréw D; jest podzbiorem
{1,2,...,n — 1}, wiec lewa strona
powyzszej nieréwnosci nie moze
przekracza¢ n — 1. Wobec
przedstawionych rozwazan odpowiedzia
na pytanie z zadania jest 2n — 1.

1942 roku Weigla nie ma, ponadto w tym roku ze wzgledu na II wojne
Swiatowa nagréd w ogole nie przyznano. Po wtére, na listach nominacji

z 1946 i 1948 roku réwniez Weigla nie ma, a na dodatek nie ma takiej
mozliwosci, by rzad mégt wycofaé¢ kandydature, ktorej przeciez nie zglosit.
System zglaszania kandydatur naukowcow jest precyzyjnie opracowany. Nie
byloby na przyktad nagréd dla Lecha Walesy czy Aleksandra Solzenicyna,
gdyby Komitet Noblowski kierowal sie opinia rzaddéw. Moze kiedys po
bezposrednim zbadaniu archiwéw noblowskich dowiemy si¢ prawdy.

Wydaje mi sie, ze jedng z przyczyn braku nagrody dla Weigla moze by¢
sukces DDT, ktéry to $rodek ustrzegt armie alianckie na zachodzie przed
epidemiami duru plamistego. Nie zdawano sobie sprawy z zagrozenia
istniejacego w Europie Wschodniej i z tego, ze zostalo ono dzicki Weiglowi
zazegnane. Nota bene szwajcarski chemik Paul Miiller otrzymat w 1948 roku
Nagrode Nobla z fizjologii i medycyny ,,za odkrycie wysokiej skutecznosci
DDT w zwalczaniu niektérych stawonogdw?”.

Nastepna osoba, ktérg cheiatbym zaliczy¢ do polskich nominatéw, aczkolwiek
jestem $wiadomy, ze niektorzy beda protestowaé, jest laureat Nagrody

Nobla Tadeusz Reichstein. Urodzil sie on w polsko-zydowskiej rodzinie

we Wtloctawku pod zaborem rosyjskim. Gdy mial 8 lat, jego rodzice
zadecydowali o emigracji do Szwajcarii. W konsekwencji do jego sukcesow
przyznaje sie zarowno Szwajcaria, jak i Izrael oraz Polska. Reichstein

byl profesorem chemii organicznej Uniwersytetu w Bazylei. Zajmowal sie
kortyzonem i innymi hormonami nadnerczy.

Przez kilka lat (od 1943 do 1950, kazdego roku z wylaczeniem 1946 r.)
nominowano go 14 razy do Nagrody Nobla z chemii.

Wydaje sie, ze sprawe przesadzily nominacje zbiorowe z 1950 roku

do nagrody z fizjologii i medycyny. Pierwsza nadeszta z Anglii,

profesor Uniwersytetu w Bristolu J.M. Yoffey zgtosil Reichsteina wraz

z Amerykaninem Edwardem C. Kendallem. Natomiast profesor Erik Jorpes
ze Sztokholmu zglosil Reichsteina, Kendalla i jeszcze jednego Amerykanina
Oskara Wintersteinera. Do tego trzeba dodaé, ze Edward C. Kendall byt juz
28 razy nominowany, poczawszy od 1922 roku. Ponadto z tej samej dziedziny
byl w 1950 roku 13 razy nominowany kolejny Amerykanin Philip S. Hench.

Decyzja Komitetu Noblowskiego nagrode z fizjologii i medycyny za 1950 rok
otrzymali wspélnie Hench, Kendall i Reichstein ,za ich odkrycia dotyczace
hormonéw kory nadnerczy, ich struktury i efektéw biologicznych”. Dziesie¢
lat po $mierci Noblisty, w 2005 roku, we Wloctawku ufundowano tablice jego
pamieci.

Ostatnim, jak dotad, znanym polskim nominatem jest Ludwik Hirszfeld. Byt
uciekinierem z warszawskiego getta, profesorem Uniwersytetu Wroctawskiego.
Ludwikowi Hirszfeldowi zawdzieczamy odkrycie i nazwanie grup krwi 0,

A, B i AB. Niestety jego wazne prace nie przebily sie na poziom Nagrdd
Nobla. Miat tylko jedna nominacje w 1950 roku, za badania grup krwi.
Nominujacym byl uciekinier z Niemiec, profesor Uniwersytetu w Buffalo
Ernst Witebsky. W uzasadnieniu napisal — za prace nad grupami krwi

(ich dziedziczeniem, znaczeniem antropologicznym i ,heterospecyficznymi
ciazami”).

W Polsce nie ma, niestety, pomnika Ludwika Hirszfelda, natomiast o dziwo
taki pomnik stoi od niedawna w Belgradzie. Jako lekarz ochotnik podczas
I wojny $wiatowej Hirszfeld walczy! z tyfusem plamistym w serbskiej armii.

We Wroctawiu jest natomiast nalezacy do Polskiej Akademii Nauk Instytut
Immunologii i Terapii Doswiadczalnej im. Ludwika Hirszfelda, przed ktérym
dawni pracownicy Instytutu Weigla ustawili tablice pamieci Rudolfa Weigla.
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zdobyweca ztotego medalu
w XL Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki im. Pawla Domanskiego

Rys. 2

Antyinwersja Alg to zlozenie inwersji I;‘E
z symetrig srodkowg wzgledem punktu E.

Czworokaty blizniacze
Stanistaw HAUKE*

Przypus$émy, ze dane mamy dwa czworokaty wypukte ABCD i A*B*C*D*
takie, ze kazdemu bokowi jednego odpowiada pewien réownolegly don bok
drugiego, a kazdej przekatnej — réwnolegla przekatna. Na pierwszy rzut oka
wydawacé by sie mogto, ze takie czworokaty musza by¢ podobne, jest jednak
druga mozliwos¢ — wéwczas czworokaty te sa blizniacze. Dokladna definicja tego
okredlenia jest nastepujaca: czworokaty wypukte ABCD i A* B*C* D* nazwiemy
bliZzniaczymi, jesli spelnione sa dwa warunki:

XA+ xA* = xB+ xB* = xC + xC* = ¥xD + ¥D* = 180°

oraz
X A*E*B* = xAEB,
gdzie punkty F i E* sg odpowiednio przecigciami prostych AC' i BD oraz
A*C* i B*D* (rys. 1). Wéwczas bedziemy pisaé ABCD ~ A*B*C*D*. Taka
definicja par czworokatéw blizniaczych jest ,porzadna”; to znaczy: dla
kazdego czworokata wypuktego W istnieje doktadnie jeden, z doktadnoscia
do podobienstwa, czworokat do niego blizniaczy W*. Dodatkowo czworokat
bliZzniaczy do czworokata W* to po prostu czworokat W.

Spoéjrzmy na dwie konstrukcje czworokata blizniaczego dla danego czworokata
ABCD.

Konstrukcja 1. Niech B* bedzie punktem przeciecia prostej AB i prostej
rownolegtej do prostej AC, przechodzacej przez punkt D, zas C* niech
bedzie punktem przeciecia prostej C'D i prostej rownoleglej do prostej BD,
przechodzacej przez punkt A (rys. 2). Wéwcezas AB*C*D ~ ABCD.

Konstrukcja 2. Rozwazmy inwersje o Srodku w punkcie przeciecia przekatnych
AC' i BD. Niech obrazami punktéow A, B,C, D w tej inwersji beda odpowiednio
punkty A* B* C*, D* (rys. 3). Wowczas A*B*C*D* ~ ABCD.

Sprawdzenie, wprost z definicji, ze powyzsze pary czworokatéow sa istotnie
blizniacze, pozostawiamy Czytelnikowi.

W geometrii rozwazane sa przerézne uktady wspoéirzednych. Uktad
wspolrzednych kartezjanskich, przypisanie punktom plaszczyzny liczb
zespolonych, ale tez uklady odniesienia wzgledem tréjkata: wspotrzedne
barycentryczne czy trzyliniowe (wyrazajace stosunki odleglosci punktu od bokdéw
ustalonego tréojkata). My bedziemy rozwazaé jeszcze inny ukltad wspélrzednych,
w odniesieniu do czworokata. Niech dany bedzie czworokat ABCD oraz

punkt P, wtedy wspétrzednymi kgtowymi punktu P wzgledem czworokgta ABCD
nazwiemy czwoérke:

wk(P,ABCD) = (xAPB,xBPC,xCPD,xDPA).

Okazuje sie, ze tak zdefiniowane wspélrzedne katowe maja wiele wspdlnego
z czworokatami bliZniaczymi. Dokladniej méowi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Je$li ABCD ~ A*B*C*D*, to dla kazdego
punktu P istnieje taki punkt P°, ze wk(P, ABCD) =
= wk(P°®,C*D*A*B*).

Dowdéd. Rozwazmy antyinwersje Al%,, gdzie t = AE - CE.

Latwo zauwazy¢, ze Al (C) = A oraz Alt,(A) = C. Oznaczmy

Al (B) = B*, AI%,(D) = D* oraz AI%(P) = P* (rys. 4). Na mocy
prawdziwosci Konstrukeji 2 czworokaty ABCD i CB*AD* sa
bliZzniacze. Niech w; i we beda odpowiednio okregami opisanymi
na tréjkatach AACP i ABDP, niech punkt @) bedzie drugim
przecieciem okregow wi i wy. Wykaze, ze szukanym punktem P°

jest punkt AIL(Q) = Q*.
Wystarczy uzasadnié, ze
(1) XxDPA = ¥xB*Q*A,



By unikngé¢ rozwazania niepotrzebnych
przypadkéw, postugujemy sie katami
skierowanymi. Katem skierowanym
miedzy prosty k i [ nazywamy taka
liczbe a z przedzialu [0°,180°), ze po
obréceniu prostej k przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara o kat a proste k' il
beda réwnolegte. Dla katéw skierowanych
zachodzi nastepujaca wlasnosé: kqt
skierowany miedzy prostq k il jest
réwny katow: skierowanemu miedzy
prostg k' i1’ i réiny od 0° wtedy i tylko

wtedy, gdy punkty

kENLE N,k Nnk',1 Nl lezg na jednym
okregu. Bede ja nazywal Wlasnoscig 1.

gdyz pozostate do sprawdzenia réwnosci sa analogiczne. Poniewaz
PE-EP*=QF - -FEQ* = AE - EC, wigc punkty P* i Q* leza na okregu wy.

Na mocy Wlasnosci 1 (patrz margines) wystarczy zatem wykazaé, ze proste
Q*B* i PD przecinaja si¢ na okregu wy. To zas, ponownie na mocy Wtasnosci 1,
jest rownowazne réwnosci

(2) XP*PD = ¥P*Q*B".

Niech P’ bedzie drugim przecieciem prostej P*P z okregiem w3 = Al (ws).
Poniewaz okrag w3 przechodzi na okrag ws w pewnej jednokltadnosci o $rodku
w E (co wynika z definicji inwersji), wiec proste DP i B* P’ sa réwnolegle, stad
(3) ¥P*PD = xP*P'B*.

Poniewaz punkty P*, P',Q* i B* leza na jednym okregu, to na mocy Wlasnosci 1
zachodzi

(4) ¥ P*P'B* = xP*Q*B".

Roéwnosci i implikuja , wiec réwniez (1)), co koniczy dowdd. O

W dowodzeniu kolejnych twierdzen przyda nam sie nastepujace stwierdzenie,
ktoére jest w pewnym sensie odwréceniem Twierdzenia 1. Jego dowdd
pozostawiamy Czytelnikowi.

Stwierdzenie. Jedli katy w odpowiadajacych wierzchotkach czworokatow
ABCD i A*B*C*D* sumuja sie do 180 stopni oraz istnieja takie punkty P i P°,
ze wk(P, ABCD) = wk(P°,C*D*A*B*), to czworokaty te sa blizniacze.

Wyposazeni w przedstawione narzedzia mozemy udowodnié ponizsze
Twierdzenia 2 i 3. Czytelnika Dociekliwego zachecamy do samodzielnego
zmierzenia sie z tymi twierdzeniami przed przeczytaniem zamieszczonych
dowodow. Mozna sprébowaé uzasadnic je bez powolywania sie na Twierdzenie 1
(takie dowody sa przedstawione w pelnej wersji mojej pracy Czworokgty
blizniacze dostepnej na stronie deltami.edu.pl).

Twierdzenie 2. Jesli ABCD ~ A*B*C*D* oraz w czworokat ABCD da si¢
wpisaé okrag, to w czworokat A* B*C*D* tez da sie wpisaé okrag.

Dowdéd. Na pélprostych B*C* i A*D* wybierzmy punkty C} i D7 tak, ze
odcinki C*D* i C} D7 sa réwnolegle oraz w czworokat A*B*C} D} mozna wpisaé
okrag. Wystarczy udowodnié, ze Cj = C* i D} = D*.

Niech I i I* beda $rodkami okregdéw wpisanych w ABCD i A*B*C{Dy.

Zauwazmy, ze

A B

AIB=180° — = — =

* 2 2
oraz C* D* C* D* C D
C*I*D*:18Oo_ 1 1:1800_ _ _ = ndl
B 2 2 2 2 5 T

zatem poniewaz A+ B+ C + D = 360°, to xAIB = xC{I*D7. W tej sytuacji
punkty I i I* maja takie same pierwsze wspotrzedne katowe odpowiednio
wzgledem czworokatéw ABCD i CyD;A*B*. Analogicznie mozemy dowies¢,

ze pozostale trzy wspélrzedne tez sa takie same, zatem wk(I, ABCD) =

= wk(I*,C; D} A* B*), skad na mocy Stwierdzenia wnioskujemy, ze

ABCD =~ A*B*Cf{Dj. Zgodnie z zatozeniami mamy ABCD ~ A*B*C*D*, zatem
czworokaty A*B*C*D* i A*B*C} D7 sa podobne, skad tatwo wywnioskowaé, ze
Cy =C* i Dy = D*, a to konczy dowdd. O

Twierdzenie 3. Jesli ABC'D ~ A*B*C*D* oraz proste AC*, CA* i BD* sa
wspoélpekowe, to przez ich punkt przecigcia przechodzi prosta DB*.

Dowdéd. Niech punkt P bedzie przecigciem wyzej wymienionych trzech prostych.
Zalézmy ponadto, ze P nie lezy na okregu opisanym na tréjkacie A*C* D*
(dowdd w przeciwnym przypadku jest raczej techniczny i mniej ciekawy).

Rozwazmy taki punkt P°, by
(5) wk(P, ABCD) = wk(P°®,C*D*A*B*)

(istnienie takiego punktu gwarantuje nam Twierdzenie 1). Poniewaz proste
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AC*,CA* 1 BD* sg wspdlpekowe, to zachodza réwnosci katéw
XC*P°D* = xAPB = £C*PD* oraz XxA*P°C* = xCPA= xA*PC*,
one za$ implikuja, ze czworokaty PD*C* P® i PC* A* P° sa wpisane w okregi.
Poniewaz czworokat PD*C*A* nie jest wpisany w okrag, wiec P° = P lub
P? = C*. W analogiczny spos6b mozemy jednak udowodnié, ze P°® = P lub
P° = A* (role punktéw A* i C* sa symetryczne), zatem musi by¢ P® = P.
Z wynika zatem, ze <X A*PB* = xCPD, z tego zas mamy, ze punkty D, P
i B* sa wspotliniowe, wigc teza zachodzi. O

Na zakoniczenie pozostawiamy dla Czytelnika dwa zadania, ktore da sie
rozwiazaé, wykorzystujac czworokaty blizniacze — rozwigzania te mozna

znalezé w pelnej wersji mojej pracy zgltoszonej na Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki im. Pawla Domanskiego. Pierwsze z nich zostalo przedstawione na
stronie www.gogeometry.com jako problem 1351, bez znanego geometrycznego
Rys. 5 dowodu; to wladnie ono bylo dla mnie motywacja do napisania pracy. Drugie
zadanie jest zadaniem autorskim, powstalym w trakcie badania czworokatéw
blizniaczych.

Zadanie 1. W czworokat wypukly ABCD mozna wpisaé¢ okrag. Przez $rodek
kazdego z odcinkéw AB, BC,CD, DA poprowadzono proste prostopadie do
przeciwleglych bokow czworokata ABCD. Proste te ograniczaja obszar bedacy
czworokatem wypuklym. Wykazaé, ze w ten czworokat réwniez mozna wpisaé
okrag (rys. 5).

Zadanie 2. Na czworokacie ABC D mozna opisaé¢ okrag. Niech E bedzie
punktem przeciecia przekatnych czworokata. Zalézmy, ze dwusieczna kata
AFEB przecina prosta AB w punkcie P, za$ prosta DC w punkcie R; niech
ponadto dwusieczna kata BEC przecina prosta BC' w punkcie @), za$ prosta
Rys. 6 AD w punkcie S. Udowodni¢, ze okregi opisane na tréjkatach APBQ, AQCR,
ARDS, ASAP maja punkt wspdlny (rys. 6).

Uwaga koricowa. Jak juz nadmienilem we wstepie, czworokaty blizniacze

na plaszczyznie da sie narysowaé¢ w taki sposéb, by ich odpowiadajace

boki i przekatne byly réwnolegte. Mozna sie zastanowié, czy istnieja inne

pary n-katow o tej wlasnosci, ze da sie je narysowaé¢ w taki sposéb, by ich
odpowiadajace sobie boki i przekatne byly do siebie réwnolegle oraz by n-katy
te nie byly do siebie podobne. Dla n = 3 oczywiscie taka para nie istnieje, z kolei
przyklad dla n = 5 przedstawiony jest na marginesie. Potrafie udowodnié, ze
takich par jest stosunkowo malto, w szczegdlnosci nie dla kazdego n-kata istnieje
tak zdefiniowany n-kat blizniaczy. Zachecam Czytelnika do proby znalezienia
odpowiedzi na to pytanie!

Odpowiedzi do artykulu FII. Jesli Lolek prawidlowo wykonal swoje rachunki,
Matly Gauss to zachodza:
(1) {m20+m1d:x3
FI. Zalézmy, ze w sprawdzanej T3Cc+ Tod = x4
pracy Bolka mamy x11 = g, 12 = h. oraz
Jesli dalej obliczal prawidtowo (2) zac+ x3d = T,

(przynajmniej do miejsca x17), to

uzyskal nastepujace wartosci: Rozwiazujac (dowolna metoda) uktad réwnan

z niewiadomymi ¢, d, otrzyma
xr13 =49 + h7

Loy — X1y ToTy — T3
A S T
15 = 29 + 3h, co po podstawieniu do wzoru (2)) daje nastepujaca
16 = 39 + 5h, ytozsamosé weryfikujaca”:
x17 = 5g + 8h. ToX3 — T1Xy4 ToT4 — T3
. . . Ts =T4 —5 T T3 5.
Fibonaccia oblicza: r5— 123 x5 — 123
211 — 8215 + 3x17 = Jako wielomian weryfikujacy F» mozna wiec przyjac
=g —8(29 + 3h) + 3(5g + 8h) = Fy(x1, 72, 23,14, 25) =
=0. = x% + xlxi + x5m§ — 2X9X3%4 — T1X3T5.
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Co ma 7 do pierwiastkéw
z dwobch i trzech?

* Wydzial Matematyki, Informatyki PZO t?” CHRZASTO WSK]‘ WA CHTEL *

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
Na poczatek krétka zagadka: co jest wieksze, 7 + 7° czy €%? Drogi
Czytelniku! Nie wysilaj sie. Nie masz szans raczej tego poprawnie ocenié.
Wez kalkulator i sprawdz: 7* ~ 97,409091034, 7° ~ 306,019684785, zas
8 ~ 403,428793493. Suma tych pierwszych dwéch to 403, 428775819, wiec jest
nieco mniejsza niz e®. Réznica niewielka: ok. 0,000017673, mozna powiedzie¢,
ze niezauwazalna. Blad wzgledny mniejszy od 0,00000005, czyli od jednej
dwudziestomilionowej. Gdyby$my z taka precyzja chcieli podaé¢ wysokosé
Patacu Kultury, to trzeba by go zmierzy¢ z doktadnoscig do okolo jednej
setnej milimetra. Nie jest znane zadne wyja$nienie, dlaczego te dwie liczby sg
tak bliskie. Wyglada to na czysty przypadek. Ile jeszcze takich zagadkowych
zbiegow okolicznosci mamy w matematyce?

Krazy zlodliwa anegdotka o tym, jak w amerykanskich szkotach pokazuje
sie niewymierno$é liczby 7. Poniewaz /2 = 1,41, za$ /3 = 1,73, wiec

V2 + /3 = 3,14, a to — jak wszyscy wiedzg — jest réwne wiaénie 7. Rowniez
powszechnie wiadomo, ze v/2 i v/3, to liczby niewymierne, a ze suma dwéch
liczb niewymiernych jest niewymierna, wiec i liczba 7 jest niewymierna.

W tym ,,dowodzie” prawie kazde stwierdzenie jest falszywe. Czasami zadaje
uczniom w szkole, aby wyszukali wszystkie bledy w tym sformutowaniu,
prowadzacym do poprawnego skadinad wniosku. Ciekawe natomiast jest to,
ze faktycznie 7 jest bardzo bliskie sumie tych dwéch jakze podstawowych
pierwiastkéw. Znoéw przypadek?

Nie do konca. Spdjrzmy na rysunek. W czerwony sze$ciokat foremny wpisane
jest biate kolo, a w to kolo szary o$miokat foremny. Przyjmijmy, ze promien
kota wynosi 1. Pole kota jest nieco mniejsze niz pole szeSciokata, ale nieco
wieksze niz pole osmiokata. Przy czym ,na oko” réznice te sa podobne: laczne
pole wystajacych szesciu czerwonych prawie trojkatéw i taczne pole o$miu

\ biatych prawie tréjkatow wygladaja dos¢ podobnie. Innymi stowy pole kota
jest mniej wigcej srednig arytmetyczna pol tych wielokatow.

Pozostaje zatem obliczy¢ pole szesciokgta foremnego opisanego na kole
jednostkowym i pole oSmiokata foremnego wpisanego w to koto i przekonaé
sie, ze pierwsze z nich to 2v/3, a drugie to 2v/2. Ich $rednia arytmetyczna
to po prostu v/3 + /2, a ze pole kota to 7, wiec mozemy zrozumieé, ze

w bliskosci tych dwdch liczb nie ma wigkszej tajemnicy.

ﬂ Czasem wiec tego typu zagadkowa koincydencja ma racjonalne wyttumaczenie,
Rozwigzanie zadania M 1624. tak jak to sie stato na przyklad w przypadku statej Ramanujana

Ustalmy k < n oraz dowolne wartosci /163

zmiennych z; € [0, 1] dla ¢ # k. Wéwczas e ~ 262537412640 768 743,999 999999 999 25,

wyrazenie Z’v<'v<” |y — 17_7'\ mozemy ; . . . . . .

traktowaé jako funkcje zmiennej zp. Jest ~ KtOra jest tak bliska liczbie catkowitej, ze Martin Gardner w numerze

to funkcja scisle wypukla, jako suma primaaprilisowym Scientific American z roku 1975 obwiescil po prostu,

$cisle wypuklych funkcji |z, — ;| dla I ) . ) 3 . A A .

i # k oraz stalych |z; — a;| dla i, # k. ze to jest, zgodnie z przewidywaniami Ramanujana, liczba catkowita.

W tej sytuacji najwigksza wartosé tej Istniejace wtedy kalkulatory nie radzily sobie z taka dokladnoscig i tatwo
funkcji jest przyjmowana na krancach L, ., . 5 L. K L
dziedziny, tj. dla zy = 0 lub 2, = 1. bylo czytelnikéw wkrecié¢ w zart. Ramanujanowi sie udato, bo jego imieniem

Z dowolnosel wyboru & wnioskujemy, 2y a7 wwano staly, ktéra zostala duzo przed nim odkryta przez Charlesa
najwieksza wartosé¢ badanego wyrazenia )

jest przyjmowana dla pewnej konfiguracii ~ Hermite’a (w 1859 r.), a on sam z nig akurat nie mial nic wspdlnego. Ale
z; € {0,1}, ¢ < n. Jesli k sposréd . , . . . .
zart Gardnera byl na tyle nosny, ze nazwisko stynnego Hindusa przylepito

zmiennych x; jest réwne 1, to rozwazana

suma ma wartosé sie do tej stalej mocniej niz nazwisko prawdziwego odkrywcy. Okazuje sie,

k(n — k) = (;)2 - (% - kf)2 ze bliskos¢ tego wyrazenia do liczby catkowitej bynajmniej przypadkowa nie
i przyjmuje najwieksza wartosé dla jest, lecz wynika z algebraicznej teorii pierscieni i zwigzanych z nimi liczb
k= L?J rowna L?J ' (ﬂ = L;J Heegnera.
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Planety pozastoneczne — w poszukiwaniu drugiej Ziemi

* Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Warszawskiego

[

Milena RATAJCZAK*

Czlowiek spogladal w nocne niebo od zarania dziejéw, od réwnie dawna
podejmowat tez proby znalezienia odpowiedzi na pytanie: czy jesteSmy sami we
Wszechswiecie? Dzis, w dobie zaawansowanych sond kosmicznych i ekstremalnie
duzych teleskopéw, pytanie to jest nadzwyczaj aktualne.

Temat odleglych Swiatéw rozbudza wyobraznie nie tylko uczonych, ale tez
szerokiego grona fascynatow nocnego nieba. Interpretowany na rézne sposoby
stal sie pozywka dla my$li wybitnych tworcow fantastyki naukowej. Trzydziesci
lat temu planety pozastoneczne, czyli takie, ktore znajduja sie poza Ukladem
Stonecznym, wyszly ze sfery science fiction, by na stale zapisac si¢ na kartach
historii odkry¢ astronomicznych. Dzi$ odkryé¢ kolejnych nowych $wiatow
dokonuje si¢ niemal co tydzien, a ich taczna liczba przekracza 4 tysiace.

Pierwsze kroki

Fale odkry¢ planet pozaslonecznych, zwanych tez egzoplanetami, zapoczatkowat
polski astronom Aleksander Wolszczan, ktory w 1992 roku, wspélnie

z kanadyjskim uczonym Dale Frailem, dokonal odkrycia planet wokét
nietypowego obiektu — pulsara PSR 1257+12. Pulsar jest szczegdlnym rodzajem
yumarlej” gwiazdy powstalej w wybuchu supernowej — gwiazdy neutronowej.
Zakladano, ze eksplozja supernowej powinna zniszczy¢ potencjalne planety

w takim uktadzie, stad odkrycie Wolszczana byto nie lada zaskoczeniem dla
astrofizykéw.

Astronomowie dazyli jednak do znalezienia planet krazacych wokot gwiazd
podobnych do Stonica. Dokonal tego 3 lata pézZniej duet szwajcarskich
astrofizykéw — Michel Mayor i Didier Queloz. Astronomowie przy uzyciu
techniki spektroskopowej wykryli zaburzenia w ruchu gwiazdy spowodowane
istnieniem krazacej wokét niej planety, nazwanej 51 Pegasi b. Opracowana przez
Szwajcaréw metoda wykrywania planet, badajaca okresowe zmiany w ruchu
gwiazdy przy wykorzystaniu spektroskopii, dala podwaliny pod nowa, preznie
rozwijajaca sie galaz astronomii. Za swoje odkrycie Mayor i Queloz zostali
uhonorowani Nagroda Nobla z fizyki w 2019 roku.

Techniki odkrywania egzoplanet

Odkrywanie odleglych $wiatéow nie jest trywialne, planety bowiem gina

w $wietle gwiazd, wokot ktérych kraza. Z grona ponad 4 tysiecy egzoplanet
zaledwie kilkanascie zostalo zaobserwowanych w sposéb bezposredni, poprzez
sfotografowanie przy przystonieciu $wiatta pochodzacego od gwiazdy. Do
wykrycia pozostalych planet wykorzystano metody posrednie, polegajace na
obserwacjach gwiazd i poszukiwaniu nieregularnoéci w ich jasnosci, ruchu lub
polozeniu.

Wspomniana wczedniej metoda spektroskopowa pory przy uzyciu metody predkosci radialnych udato
uzyta przez Szwajcaréw, zwana metoda predkosci sie odkry¢ okolo 860 egzoplanet.

radialnych, wykorzystuje widma gwiazd uzyskane
po przepuszczeniu $wiatta od nich pochodzacego
przez pryzmat lub siatke dyfrakcyjna. W widmach
dostrzegamy linie absorpcyjne i emisyjne, ktérych

Najskuteczniejsza ze znanych technik odkrywania
odlegtych globéw, dzigki ktérej wykryto juz niemal
3 tysiace planet, jest tzw. metoda tranzytow. U jej
podstaw lezy monitorowanie jasnosci gwiazd, wokot

odpowiednie zestawy przypisane sa pierwiastkom ktérych moga krazy¢ planety. Jesli linia Ziemia
wystegpujagym w atmo'sfe.rach ba<‘1a.1‘1ych. ngan (obserwator) — gwiazda zostanie przecigta przez
(zobacz Afg). Przesunigcie tych linii zwiazane jest poruszajaca sie planete, dysk gwiazdy zostanie czedciowo

z efektem Dopplera i $wiadczy o ruchu analizowanej
gwiazdy, a ten z kolei moze by¢ spowodowany istnieniem
drugiego ciata (np. planety) w obserwowanym ukladzie.
Predko$é¢ gwiazdy w ruchu wokoét srodka masy takiego
ukladu (wywolanym obecnoscia egzoplanety) jest
wzglednie niewielka, wspélczesne spektrografy uzyskuja
jednak dokladno$é pomiaru lepsza niz 1 m/s, co pozwala

Krzywa zmian blasku

Jasnosé

Czas

Metoda tranzytu: planeta przechodzgca na tle gwiazdy powoduje

na precyzyjne badanie wybranych obiektéow. Do tej spadek jej jasnosci, ktéry obserwujemy w tzw. krzywej zmian blasku
precyzy) y Y ) p jej i y jemy ywej
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przystoniety, a jej chwilowa jasno$¢ obserwowana
spadnie. Zjawisko przejécia ciala niebieskiego przed
tarcza innego ciala nazywamy tranzytem (stad nazwa
metody) i mozemy go doswiadczaé takze w naszym
Ukladzie Stonecznym (np. z Ziemi mozemy obserwowaé
tranzyt Wenus i Merkurego na tle dysku Slotica, AlJ).
Przebieg wspomnianych okresowych zmian jasnosci
gwiazdy jest zalezny od wielkosci planety, wigc metoda
ta pozwala na wyznaczenie wzglednego promienia
odlegtego globu.

Odkrywcami pierwszej planety, ktérej istnienie wykryto
przy uzyciu metody tranzytéw w 2002 roku, byli
astronomowie z warszawskiego projektu OGLE,
kierowanego przez Andrzeja Udalskiego. Najwieksza
liczbe odkry¢, jak i prawdziwy przelom w dziedzinie
badan egzoplanet, przyniost jednak Kosmiczny Teleskop
Keplera, ktéry od 2009 roku, poruszajac sie po orbicie
okotostonecznej przez kilka lat nieprzerwanie badat
jasnoéc¢ kilkuset tysiecy gwiazd.

Kosmiczny Teleskop Keplera w liczbach:
Monitorowane gwiazdy: 530 506
Odkryte egzoplanety: 2662

Tlo$¢ zebranych danych: 678 GB
Publikacje naukowe: 2946

Dlugo$é trwania misji: 9,5 roku
Koszt: 591 mln USD

Kolejna metoda wykrywania planet pozastonecznych
jest astrometria, czyli badanie polozenia gwiazd na
niebie. Precyzyjne pomiary wspélrzednych gwiazdy
moga wykazaé jej ruch, co z kolei moze Swiadczyé

0 obecnosci planety krazacej wokot niej, a doktadniej:
wspélnego srodka masy uktadu, wokoét ktérego krazy
tez badana gwiazda. Obserwacje astrometryczne
pomagaja w wykryciu planet krazacych daleko od
gwiazd i wymagaja dlugiego czasu, dlatego przy uzyciu
tej metody wykryto zaledwie 10 planet.

N I I

Ostatnia omawiana tu technika wykrywania planet
wykorzystuje zjawisko mikrosoczewkowania
grawitacyjnego, polegajace na wykorzystaniu
grawitacji gwiazdy, ktérej nie widzimy przy obserwacjach
innej, odlegtej gwiazdy. Jedli ciala te i Ziemia znajda

sie na jednej linii, wéwczas gwiazda znajdujaca sie
pomiedzy obserwatorem a odlegla gwiazda dziala jak
soczewka i powoduje pojasnienie badanego obiektu. Te
zmiany jasnosci odleglej gwiazdy moga by¢ zaburzone
przez istnienie planety wokél gwiazdy soczewkujacej,

co wykorzystuje sie przy poszukiwaniu odlegltych
Swiatéw. Pionierami uzycia metody soczewkowania
grawitacyjnego do znajdowania egzoplanet byli naukowcy
ze wspomnianego wczesniej projektu OGLE. Do dzis
dzigki tej metodzie wykryto nieco ponad 100 planet.

Zadziwiajaco rézne Swiaty

Planety pozastoneczne zaskoczyly nas swoja
réznorodnodcia. Zdecydowana wiekszos¢é odkrytych
egzoplanet nalezy do klasy tzw. goracych jowiszéw,
czyli planet o stosunkowo duzych rozmiarach i niskiej
gestosci (jak znany z naszego Ukladu Slonecznego
gazowy olbrzym — Jowisz). Planety te kraza bardzo
blisko gwiazd, na orbitach czesto ciasniejszych niz
orbita Merkurego, a okres ich obiegu wynosi nie —
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jak w przypadku Jowisza — 12 lat, tylko zaledwie
kilkadziesiat godzin. Fakt obserwacji tak wielu gazowych
olbrzymoéw w niewielkiej odlegtosci od gwiazd jest takze
zwiazany z selekcja obserwacyjna — latwiej jest nam
wykry¢ wieksze planety znajdujace sie blisko gwiazd

niz te mniejsze i bardziej odlegle. Niemniej jednak ich
powszechne wystepowanie rzuca Swiatlo na zagadnienie
migracji planet, takze w naszym Uktadzie Stonecznym.
Dzi$ przypuszczamy, ze gorace jowisze powstaly znacznie
dalej od swych macierzystych gwiazd i na skutek
migracji przywedrowaly w ich poblize.
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Zalezno$é okresu orbitalnego od masy odkrytych planet
pozastonecznych. Latwiej jest nam odkrywaé planety bardziej masywne
znajdujace si¢ blisko gwiazd
Kolejna klasa powszechnie wystepujacych planet,
ktérych nie znamy z Ukladu Stonecznego, sa
tzw. super-ziemie. Sg to planety skaliste o masach
kilkakrotnie wiekszych niz masa Ziemi i promieniach
trzykrotnie przewyzszajacych ziemski promien. Jednak
najwiekszym zaskoczeniem dla lowcow planet bylo
odkrycie planet swobodnych, czyli takich, ktére nie
okrazaja gwiazd, a samotnie przemierzaja przestrzen
kosmiczna. Przypuszcza sie, ze takie egzoplanety
powstaly w uktadach planetarnych, ale zostaly z nich
wyrzucone.

Na naszych oczach dzieje si¢ rewolucja technologiczna,
pozwalajaca nie tylko na odkrywanie coraz wigkszej
liczby odleglych Swiatéw, ale tez na badanie ich
wladciwosci. Dzié nie tylko potrafimy odkry¢ planete,
ktérej nie widzimy, krazaca wokét dalekiej gwiazdy, ale
i zbada¢ sktad atmosfery takiej egzoplanety. Dzieki
temu wiemy, jakie pierwiastki na niej wystepuja,

a stad juz niedaleko do zagadnienia poszukiwania
zycia we Wszech$wiecie. Sladéw zycia poza naszym
Uktadem Stonecznym do tej pory nie odnalezlismy,

ale planowane planetarne misje kosmiczne, jak
Characteristic Exoplanets Satellite (Cheops), Planetary
Transit and Oscillations of Stars (PLATO) czy James
Webb Telescope (JWST), a takze budowany w Chile
Ekstremalnie Duzy Teleskop (ELT) na pewno nas do tego
przybliza. Mnogosé i réznorodnosé odleglych swiatéw
zaskakuje nas do tego stopnia, ze Smiemy przypuszczad,
ze znalezienie drugiej Ziemi i zycia na niej jest tylko
kwestia czasu. Pozostaje pytanie, jakie to zycie bedzie
i czy na pewno chcemy dostrzec bliZniaczke Ziemi, na
ktorej takie zycie wystepuje.
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Zadania z fizyki nr 690, 691
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

690. Jak zalezy amplituda napiecia miedzy punktami A i B, w obwodzie
przedstawionym na rysunku 1, od oporu R 7

691. Elastyczna rurka o dlugosci I taczy w przestrzeni punkty A i B. Réznica
wysokosci miedzy tymi punktami wynosi h (rys. 2). Wewnatrz rurki wzdiuz
calej jej dtugodci lezy sznurek, ktéry przytrzymywany jest w punkcie A. Z jakim
przyspieszeniem zacznie poruszaé si¢ sznurek w pierwszej chwili po jego
oswobodzeniu? Tarcie miedzy sznurkiem a Sciankami rurki zaniedbujemy.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2019

Przypominamy tresé zadan:

682. Na nieruchomym, poziomym walcu o promieniu R lezy walec o promieniu r, réwniez poziomo
(rys. 3). Osie walcéw sg wzajemnie prostopadle. Przy jakim stosunku promieni réwnowaga gérnego
walca bedzie trwala? O jaki maksymalny kat mozna przy tym odchyli¢ od poziomu goérny walec?
Wspélczynnik tarcia miedzy walcami jest réwny pu.

683. W obwodzie przedstawionym na rysunku 4 opdér zewnetrzny R jest duzo wigkszy niz opor
wewnetrzny ogniwa: r < R. Podlaczenie woltomierza o oporze Ry powoduje zmiane napiecia miedzy
punktami A i B. Jaka powinna by¢ relacja miedzy oporami R i Ry, aby to zaburzenie bylo jak
najmniejsze?

682. W polozeniu réwnowagi srodki mas obu walcow leza na wspodlnej prostej
pionowej. Odchylmy gérny walec z polozenia réwnowagi o pewien kat ¢ (rys. 5).
Zal6zmy na poczatku, ze tarcie statyczne jest na tyle duze, ze nie ma poslizgu
miedzy walcami. Punkt stycznosci walcéw przemieszcza sie z punktu A do
punktu C', punkt gérnego walca, ktory stykal sie z walcem, przemieszcza

si¢ do punktu B. Poniewaz nie ma poslizgu, dtugo$é¢ tuku AC réwna jest
dlugosci odcinka BC: Ry = |BC|. Jezeli prosta pionowa przechodzaca przez
srodek masy Os odchylonego walca znajduje si¢ z lewej strony nowego punktu
stycznosci C, sila ciezkosci bedzie powodowaé¢ powr6t gornego walca do
polozenia réwnowagi. Spelniony musi byé¢ warunek: rsing < |BC|cosp = Ry cosp.
Stad /R = ¢/ tg¢. Poniewaz 0 < ¢ < 7/2, wiec tg ¢ > ». Rownowaga gérnego
walca bedzie trwala, gdy r/R < 1.

Szukany stosunek promieni mozemy tez znalezé z zadania, ze energia
potencjalna odchylonego walca musi by¢ wigksza niz energia poczatkowa.
Rozwazmy przyczyny ograniczajace wartos¢ dopuszczalnego kata odchylenia. Po
pierwsze, dla duzych katéow odchylenia linia pionowa przechodzaca przez srodek
ciezkos$ci gérnego walca moze znalezé sie po prawej stronie punktu stycznosci C.
Przy ustalonym stosunku promieni v = R/r > 1 maksymalny kat odchylenia
dany jest rownaniem tg @1 = yp;. Rozwiazanie tego rownania mozna znalezé
metoda graficzna (rys. 6). Po drugie, walec nie powinien sie zedlizgiwaé, zatem
kat odchylenia ograniczony jest warunkiem tg s = p. Z rysunku 6 widadé, ze
maksymalny kat odchylenia jest réwny mniejszej z dwoch wartosci ;1 1 s.
Poniewaz wspoélczynnik tarcia p jest zwykle mniejszy od jedynki, dopuszczalny
kat odchylenia na ogdét okreslony jest przez warunek poslizgu, czyli przez kat ,.

683. Przed podlaczeniem woltomierza napiecie miedzy punktami A i B wynosi
U =¢eR/(r + R). Po podlaczeniu Uy = eR,/(r + R,), gdzie R, = RRy /(R + Ry ).
Podlaczenie woltomierza powoduje wzrost natezenia pradu plynacego przez
zrodlo, co pociaga za soba wzrost napiecia na oporze wewnetrznym zrodla
i obnizenie napiecia miedzy punktami A i B. Zachodzi relacja U; < U. Wzgledne
zaburzenie napiecia miedzy punktami A i B wynosi
AU/U = (U -U1)/U =rR/(RRy +r(r + Ry)),

co mozna oszacowac

r/(Ry +2r)~r/Ry, gdyr < R~ Ry,

AU/U =< r/(Ry +r)~r/Ry, gdyr< Ry <R,

r/Ry, gdy r < R < Ry.
Wzgledne zaburzenie pomiaru jest tym mniejsze, im wigkszy jest stosunek
oporu woltomierza do oporu wewnetrznego ogniwa, niezaleznie od relacji

miedzy R i Ry.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 I1I 2020

AD

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
783 (WT = 3,76) i 784 (WT = 1,18)
z numeru 6/2019

Janusz Olszewski Warszawa 45,91
Pawel Kubit Krakéw 44,25

Zadania z matematyki nr 793, 794
Redaguje Marcin E. KUCZMA

793. Okregi i w przecinaja sie w punktach A i B. Srodek S okregu w lezy

na okregu € i jest koncem jego érednicy NS. Cieciwa CS okregu €2, niebedaca
$rednica, przecina okrag w oraz odcinek AB odpowiednio w punktach I oraz J.
Prosta przechodzaca przez I, rownolegla do NS, przecina odcinek NC

w punkcie K. Dowie$¢, ze prosta I N przechodzi przez srodek odcinka JK.

794. Dla liczb rzeczywistych z,y, z > 0 przyjmijmy: R(z,y, z) = Va® + y? + 22,
Q(z,y,2) = Vay + xz + yz. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa warto$é wyrazenia
1 1 1
R(a,0,0Qb.c.d) |~ Rb,e,d)Qac.d) | R(a, e, d)Q(a,b.0)

dla liczb a, b, ¢, d > 0 spelniajacych warunek 2a 4+ 2b + 3¢ + 2d < 6 oraz
wyznaczy¢ wszystkie czwérki (a, b, ¢, d), dla ktérych to minimum jest osiagane.

Zadanie 794 zaproponowal pan Mikolaj Pater.
Rozwigzania zadan z numeru 9/2019

Przypominamy tres¢ zadan:

785. Picciokat ABCDE jest wpisany w okrag o srodku O; przy tym |BC| = |CD|. Przekatne AD
i CE s prostopadtle, za$ przekatne AD i BE przecinajg si¢ w takim punkcie P, ze |AP| = |AO|.
Wykazaé, ze tréjkat BC'P jest réwnoboczny.

786. Dowiesé, ze istnieje nieskoniczenie wiele czwérek réznych liczb naturalnych (a, b, ¢, d) o tej
wlasnodci, ze kazdy z iloczynéw ab, be, ac, bd, cd jest o 1 wigkszy od kwadratu pewnej liczby
naturalnej.

785. Skoro |BC| = |CD|, punkt C' jest érodkiem tuku BDj; zatem prosta EC
jest dwusieczna kata wpisanego BED. Przy tym jest prostopadla do prostej AD;
jest wiec symetralng odcinka PD. Stad wynika, ze

|EP|=|ED| oraz |CP|=|CD|=|CB|.
Cieciwy AD i BE, przecinajace si¢ w punkcie P, wyznaczaja trojkaty podobne:
APAB ~ APED:; a poniewaz |ED| = |EP|, zatem |AB| = |AP| = |AO|
(ostatnia réwno$é jest dana w zalozeniach). To pokazuje, ze tréjkat OAB jest
réwnoboczny, wobec czego |XAOB| = 60°. W takim razie |5 ACB| = 30°.
Czworokat ABCP to deltoid (|[AB| = |AP|, |CB| = |CPJ); stad
|xBCP|=2-|xACB| = 60°. Wobec wczedniejszego spostrzezenia, ze
|CP| = |CB|, dostajemy teze zadania: trojkat BC'P jest réwnoboczny.
786. Przyklad Autora zadania (W. Bednarek): gdy («, 5,7, d) jest dowolna
czwoérka kolejnych liczb naturalnych nieparzystych, wéwczas czwérka
(a,b,c,d) = (Fa, Fp, Fy, Fs) jest dobra; jak zwykle, F,, oznacza n-ta liczbe
Fibonacciego (Fi = Fy =1, F, =F,_1+ F,_2 dlan > 2).
Uzasadnienie: Dopelniamy taka czworke trzema kolejnymi liczbami parzystymi

k,l,m do pelnego bloku siedmiu kolejnych liczb naturalnych («, k, 8,1,7, m, d)
i korzystamy ze znanych tozsamosci

F,_1F,4+1 dlan parzystych,

Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 42,48 2
Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28 Fn +1= .
Michal Kozlik Gliwice 35,73 Fn2F,12 dla n nieparzystych.
Janusz Fiett Warszawa 33,09 .
Mikolaj Pater Opole 3150  Otrzymujemy:
ab=F,F3=F;+1, bc=FsF,=F+1,
Dwaj uczestnicy przekraczajg prég 44p., 2 2
i to dalece nie pierwszy raz — tu chodza cd = F,YF(; = Fm +1, ac = FaF'y = FB +1,
duze liczby: pan Kubit — po raz siédmy! 9
pan Olszewski — po raz dwudziesty! bd = FBF(; = F’Y + 1.
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Jak trudno jest zagiaé czasoprzestrzen?

Od ponad 100 lat, czyli od momentu opublikowania
szczegblnej, a podzniej ogdlnej teorii wzglednosci
(odpowiednio, w 1905 i 1915 roku), czas i przestrzei
splecione sa w opisie fizycznym w jeden byt zwany
czasoprzestrzenig. Realne istnienie czasoprzestrzeni
udowadnia sie w eksperymentach i obserwacjach
badajacych nature grawitacji, m.in. bezposrednich
obserwacjach astrofizycznych fal grawitacyjnych,
dokonywanych regularnie (obecnie $rednio raz

na tydzien!) przez detektory Advanced LIGO

i Advanced Virgo. Stowami Johna Wheelera — ktéry
jest odpowiedzialny takze za epitet ,,czarna dziura” —
w opisie ogdlnej teorii wzglednodci ,,czasoprzestrzen
dyktuje masie, jak sie poruszaé, a masa dyktuje
czasoprzestrzeni, jak sie zakrzywiac¢”. Te wspolzalezno$é
ilustruje réwnanie Einsteina:

1 8tG
RHV — iRgHV = 764 THV .
—— ——
geometria masa-energia

Ogoblna teoria wzglednosci pozwala nam tez oszacowac,
jak wiele energii ,,wtlaczanej” jest w czasoprzestrzen
w formie fal grawitacyjnych podczas ewolucji pary
gwiazd neutronowych lub czarnych dziur, kosztem
energii orbitalnej ich uktadu podwéjnego: wynik to
okolo 5% catkowitej poczatkowej masy-energii ukladu,
co w przypadku masywnych gwiazdowych czarnych
dziur typu GW150914 daje niebagatelne kilka Mg .

Odksztatcona przez masywne obiekty czasoprzestrzen
drga i przewodzi (transmituje) zmieniajaca sie w czasie
deformacje swojej wlasnej krzywizny. Deformacja

(fala grawitacyjna) rozprzestrzenia sie z predkoscia
Swiatla, jak pokazala obserwacja zlania si¢ gwiazd
neutronowych GW170817 wykonana prawie jednoczesnie
przez detektory fal grawitacyjnych LIGO i Virgo oraz
detektor promieniowania gamma (elektromagnetycznego)
Fermi.

Jak poréwnaé odksztalcanie czasoprzestrzeni

z odksztalceniem zwyktych ziemskich materialéw?

7 bezposrednich detekcji wiemy, ze zauwazalne efekty
(amplituda h = AL/L ~ 10721, co odpowiada zmianie
dtugosci ramion AL interferometréow LIGO i Virgo

o mniej niz 107! m) wywotuja zderzajace sie czarne
dziury lub gwiazdy neutronowe odlegte o wiele setek lub
nawet tysiecy megaparsekéw (najblizszy zarejestrowany
przypadek to wspomniany wcze$niej GW170817

w galaktyce NGC 4993 odleglej od Drogi Mlecznej
zaledwie o 40 Mpc). Modul Younga E sprezystego
materialu poddawanego sile F' jest definiowany jako

_F L

AAL
gdzie A to pole przekroju prostopadlego do przylozonej
sily; E ma wymiar ci$nienia (mierzonego w ukladzie SI

w paskalach [Pa = N m~2]), czyli [kg m~! s72.

Grawitacyjny analog modutu Younga sporzadzimy przy uzyciu

analizy wymiarowej, biorac dostepne w teorii stale — stata grawitacji

G = 6,67408(31) - 1071 [m?® kg~! s72] oraz predkosé $wiatla ¢ = 299792458 [m s—1].
Analiza wymiarowa daje

2
B o %ﬁ = 4,5-10%7 2 Pa,

z wielkoscia f o wymiarze [s~1], ktéra dobrze pasuje do czestotliwosci fal
grawitacyjnych. Detektory typu LIGO i Virgo sa czule w szerokim zakresie
czestotliwosci, od okoto 10 Hz do paru tysiecy Hz, z maksimum czutosci

w okolicy 100 Hz, dla ktérych modut Younga E = 4,5 - 10?2 GPa. Dla poréwnania,

Inspirowane odpowiedziag Rainera Weissa
po wykladzie Hamilton Lecture Kipa
Thorne’a pt. ,Exploring the Universe
with Gravitational Waves: From the Big
Bang to Black Holes and Colliding Stars”.

Niebo w styczniu

Rok 2020 to ostatni rok drugiej dekady XXI wieku.
Mozna go nazwaé rokiem planet Ukladu Slonecznego.
Na Merkurego zawsze mozna liczy¢ na przelomie zimy

i wiosny (wieczorem) oraz na przelomie lata i jesieni
(rano). Niestety w tym roku poétkula péinocna ma pecha
i podczas okreséw dobrej widocznosci Merkury oddala
sie od Stonica na jakie$ 19°. Na pétkuli potudniowej jest
to nawet 9° wiecej w zwiazku z czym planeta wznosi

sie wyzej i mozna ja obserwowaé¢ dluzej niz na poétkuli
péinocnej. Planeta Wenus, w przeciwienstwie do roku
2019, gdy byla nieobserwowalna przez ponad 9 miesiecy,
juz od grudnia zeszlego roku jest widoczna na niebie
wieczornym, z maksymalna elongacja pod koniec marca.
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modut Younga gumy to 0,1 GPa, nylonu od 2 do 4 GPa, drewna 10 GPa, brazu,
mosiadzu, miedzi lub tytanu okoto 100 GPa, stali 200 GPa, a diamentu ponad
1000 GPa. Czasoprzestrzen jest zatem 10'° razy sztywniejsza (mniej podatna na
odksztaltcenie) od diamentu!

Michat BEJGER

Wenus przejdzie przez Plejady 4 kwietnia i podazy ku
spotkaniu ze Storicem na poczatku czerwca. Potem
przeniesie si¢ na niebo poranne, by juz od lipca si¢ na
nim rozgosci¢. Wenus pozostanie widoczna przed $witem
do korica roku. Dzienne zakrycie Wenus przez Ksiezyc
bedzie widoczne z obszaru Polski 19 czerwca, natomiast
3 pazdziernika planeta ta zblizy sie na zaledwie 5’

do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Planeta

Mars pod koniec pazdziernika znajdzie sie w opozycji
wzgledem Stonca i cho¢ nie osiagnie takiej wielko$ci

i jasnosci jak w roku 2018, to jej parametry zmniejsza sie
tylko odrobing. Za to wysoko$c¢ jej gorowania zwiekszy
sie o ponad 30°, co oznacza znacznie lepsze warunki



obserwacyjne i bez poréwnania wyrazniejsze obrazy

w teleskopach. Jowisz pokona kolejny gwiazdozbior

w swojej wedréwcee po niebie i przeniesie sie do Strzelca,
zajmujac mniej wiecej te sama pozycje co Saturn

w zeszlym roku. Natomiast sam Saturn przesunie

sie jakies 10° na wschod i obie planety prawie caly
sezon spedza przedzielone dystansem od 5 do 8°. Pod
koniec roku, 21 grudnia, Jowisz przejdzie zaledwie 6’ na
potudnie od Saturna.

W ciagu roku zdarza sie cztery zaémienia Ksiezyca,
niestety wszystkie pélcieniowe, i to czedciowe. Tylko
pierwsze z nich, juz w styczniu, da si¢ obserwowaé

z Polski w calosci. Dojdzie rowniez do dwéch za¢mien
Stonca: 21 czerwca obraczkowe, widoczne z poludniowej
i zachodniej Azji, pélnocno-wschodniej Afryki

i potudniowo-wschodniej Europy. Pélnocna granica
za¢mienia czesciowego zahaczy o poludniowo-wschodni
koniuszek Polski. Z samego konca rogu Bieszczad, na
poludniowy wschéd od linii Wetlina—Czarna Géra tuz po
$wicie przez teleskopy z odpowiednim filtrem by¢ moze
uda sie dostrzec delikatne wyszczerbienie potudniowego
brzegu jego tarczy o fazie mniejszej od 1%. Drugie
za¢mienie, tym razem calkowite, zobacza mieszkancy
Argentyny i Chile 14 grudnia.

Jak zawsze na poczatku stycznia, Ziemia przechodzi
przez peryhelium swojej orbity, a maksimum swojej
aktywnosci osiagaja meteory z roju Kwadrantydow. Jest
to obfity, lecz krotko promieniujacy réj. Maksimum
jego aktywnosci spodziewane jest 4 stycznia po

godzinie 9 naszego czasu, a wiec juz w dzien. Ale

w poprzedzajacej je nocy mozna spodziewaé sie
kilkudziesieciu meteorow na godzine, a Ksiezyc

w okolicach I kwadry nie przeszkodzi w obserwacjach. Na
koniec nocy astronomicznej, okoto godziny 5:45, radiant
roju wznosi sie na wysokosci ponad 60° nad wschodnim
widnokregiem, czyli warunki obserwacyjne roju sa w tym
roku znakomite.

Ozdoba wieczornego styczniowego nieba jest planeta
Wenus, ktéra w trakcie miesiaca przejdzie od $rodka
gwiazdozbioru Koziorozca do pogranicza gwiazdozbioréow
Wodnika i Ryb, powoli wznoszac si¢ coraz wyzej. Na
poczatku miesigca godzine po zmierzchu planeta zajmuje
pozycje na wysokosci mniej wiecej 13° nad zachodnim
widnokregiem, by pod koniec miesiaca o tej samej porze
wznosi¢ sie¢ 10° wyzej. W tym czasie Srednica tarczy
planety zwigkszy sie tylko z 13 do 15", blask z —4

do —4,1™, za$ faza spadnie z 82 do 73%. Pod koniec
miesiaca, 28 stycznia, 5° na potudnie od Wenus przejdzie
Ksiezyc w fazie 13%.

Roéwniez pod koniec stycznia do Wenus dolaczy

planeta Merkury, dazaca do maksymalnej elongacji
wschodniej 10 lutego. Planeta zacznie pojawiaé sie

w ostatnich dniach stycznia bardzo nisko nad zachodnim
widnokregiem, $wiecac z jasnoscia —1" ponad 25°

na prawo i w dét od Wenus, ktéra moze stuzy¢ za
wskazéwke do odnalezienia planety. Na lepsze warunki
do dostrzezenia Merkurego trzeba poczeka¢ do lutego.
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Na ciemnym niebie dobrze widoczne sg planety Neptun
i Uran. Pierwsza z planet caty miesiac spedzi na
zachéd od gwiazdy 4. wielko$ci A Aqr, zblizajac sie don
na 20’. Pod koniec miesiaca, 27 stycznia, zaledwie 7’ od
Neptuna przejdzie planeta Wenus, znacznie ulatwiajac
jego identyfikacje, a 10° pod para planet znajdzie si¢
sierp Ksiezyca w fazie 7%. Kilka godzin pdzniej Wenus
przejdzie mniej niz 1’ od A Aqr, niestety w Polsce
zblizenie zastoni widnokrag. Mozliwos¢ jego obserwacji
beda mieli mieszkaricy basenu Oceanu Spokojnego.

W styczniu Neptun $wieci blaskiem +7,9™. Planeta
Uran 11 stycznia zmieni kierunek ruchu na prosty,
konczac tym samym okres swojej najlepszej widocznosci
w tym sezonie obserwacyjnym. Planeta wedruje jakie$
10° na potudnie od najjasniejszych gwiazd Barana.
Siedem dni wczedniej 5° pod planeta przejdzie Ksiezyc,
juz w fazie 64% (I kwadra przypada 3 stycznia przed

6 rano). Jasno$é Urana wynosi +5,7™, stad planeta jest
tatwo widoczna w lornetach i matych teleskopach.

Tarcza ztotego Globu przetnie 7 stycznia gromade
gwiazd Hiday, mijajac Aldebarana, najjasniejsza gwiazde
Byka, réwnoczesnie zwigkszajac faze do 90%. Trzy

dni pézniej Ksiezyc przejdzie przez pelnig, wedrujac
niecaly 1° od gwiazdy Wasat (§ Gem). Tej nocy Ksiezyc
na cztery godziny wejdzie w pdlcien Ziemi, co u nas
zaowocuje jego pélcieniowym zacmieniem. Zjawisko
zacznie sie o godzinie 18:07, z maksimum po godzinie 20,
osiagajac faze 90%. Niestety efekt raczej nie bedzie
bardzo widoczny, gdyz w ciaggu trwania za¢mienia czesS¢
ksiezycowej tarczy pozostanie oSwietlona przez cala
tarcze Stonca. W trakcie zjawiska warto robi¢ zdjecia

z takim samym czasem nadwietlania i czuloscia, by
potem je poréwnaé. To chyba najlepszy sposéb na
ukazanie efektu takiego za¢mienia.

Pod koniec zesztego roku maksimum aktywnosci
osiagnela miryda R Leo. W styczniu raczej nie da
si¢ jej dostrzec goltym okiem, ale powinna pozostaé
widoczna przez lornetki i male teleskopy. R Leo géruje
w drugiej polowie nocy i jest widoczna bardzo dobrze,
jakie$ 5° na zachod od Regulusa. Za to 20 stycznia
prognozuje sie maksimum innej stynnej mirydy, x Cygni,
znajdujacej sie w szyi Labedzia. x Cyg moze znacznie
przekroczy¢ 4™, stajac sie tatwo widoczna gotym
okiem. Natomiast w minimum blasku jej jasnos¢
moze spa$¢ ponizej 13. wielkoSci gwiazdowej i wtedy
do jej dostrzezenia potrzebny jest caltkiem spory
teleskop. Niestety styczen jest najmniej korzystnym
okresem do jej obserwacji. Wieczorem, na poczatku
nocy astronomicznej, po godzinie 18 gwiazda wznosi
sie na wysokosci 2° i zachodzi po 21, by pojawié
sie ponownie okolo 1:30, a po 4 godzinach dobi¢ do
wysokosci prawie 30° po péinocno-wschodniej stronie
nieba. Jesli y Cyg zblizy sie do jasnosci +3™, wyraznie
zmieni sie ksztalt szyi Labedzia. Gwiazda znajduje sie
niecate 7° na péinoc od stynnej gwiazdy podwdjnej
Albireo, stanowiacej dziob ptaka w gwiazdozbiorze
FLabedzia.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Tréjwymiarowa mapa Drogi Mlecznej

Gdybys$my chcieli sfotografowa¢ Droge Mleczng,

z zewnatrz, tak jak fotografujemy inne galaktyki,

to musieliby$Smy wystaé statek kosmiczny na odlegtosé
co najmniej dziesiatek tysiecy lat $wietlnych, poniewaz
Droga Mleczna ma ponad 100 000 lat Swietlnych
$rednicy. Jednakze po pierwsze nie dysponujemy
odpowiednig technologia, a po drugie zdjecie wystane
z takiej odlegloéci dotartoby do nas dziesiatki tysiecy lat
pdzniej, a podroéz statku do miejsca wykonania zdjecia
trwalaby znacznie dtuzej. Astronomowie badajacy
ksztalt i strukture Drogi Mlecznej sa wiec skazani na
obserwacje prowadzone jedynie z jej wnetrza.

Pomimo tych trudnosci wiele wiemy o Galaktyce,

w ktorej mieszkamy. Astronomowie sa raczej zgodni, ze
Droga Mleczna jest tzw. galaktyka spiralng z poprzeczkq,
ale jezeli chodzi o liczbe ramion spiralnych, to juz takiej
powszechnej zgody nie ma — sg rézne hipotezy na ten
temat. W kwestii struktury naszej Galaktyki jest zatem
jeszcze wiele do zbadania.

Galaktyki spiralne maja ksztalt ptaskich dyskow

ze zgrubieniem w centrum, tak tez wyobrazano
sobie ksztalt Drogi Mlecznej do tej pory. W sierpniu
minionego roku pracownicy Obserwatorium
Astronomicznego Uniwersytetu Warszawskiego
opublikowali wyniki siedmioletnich obserwacji,
wykonanych w ramach projektu OGLE, rzucajace
zupelnie nowe $wiatto na kwestie ksztaltu naszej
Galaktyki. Wyznaczenie doktadnego potozenia okoto
2400 gwiazd pozwolilo wykonaé tréjwymiarowa mape
dysku galaktycznego. Przekréj tej mapy przedstawia
ponizszy rysunek.

Z obserwacji wynika, ze galaktyczny dysk nie jest ptaski.

Po przeciwnych stronach Galaktyki dysk zawija sie
w przeciwnych kierunkach, jak kapelusz zawiniety
z jednej strony do gory, a z drugiej do dotu.

Jak wyznaczono dokladne polozenie tych 2400 gwiazd?
Przede wszystkim nie sg to zwykle gwiazdy, ale

tzw. cefeidy, czyli gwiazdy zmienne pewnego
szczegblnego rodzaju. Cefeidy sg bardzo jasnymi
olbrzymami. Swiecg nawet 1000 razy jasniej od Slonica.
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Najwazniejsza ich cecha jest to, ze regularnie zmieniaja,
jasno$é na skutek pulsacji, ktérym podlegaja. Pulsacje
sg okresowymi zmianami wielkosci gwiazdy oraz
temperatury powierzchni. To, co wyrdznia cefeidy
sposréd innych gwiazd zmiennych, to istnienie
okreslonej zaleznosci pomiedzy okresem pulsacji

a jasnoscia absolutna, odkrytej przez Henriette

Leavitt w 1912 roku. Zaleznos¢ ta pozwala na
wyznaczenie odleglosci do gwiazdy. Poréwnujac jasno$é
obserwowana, ktoéra mierzy sie bezposrednio, z jasnoscia
absolutna, ktéra mozna wyliczy¢ na podstawie
obserwacji okresu pulsacji cefeidy, mozemy wyznaczy¢
odleglos¢, poniewaz wiemy, ze jasno$¢ obserwowana
maleje proporcjonalnie do odwrotnosci kwadratu
odlegtosci.

Zmniejszenie jasnosci obserwowanej gwiazdy moze

by¢ réowniez skutkiem przestoniecia gwiazdy obltokami
pyhu rozpraszajacymi swiatto gwiazdy, znajdujacymi

sie pomiedzy gwiazda a obserwatorem. Ten efekt
réwniez zostal uwzgledniony przez autoréow odkrycia.
Do oszacowania wplywu rozpraszania Swiatta po drodze
wykorzystano istniejace mapy rozktadu pytu w Drodze
Mlecznej.

Podejrzenia, ze nasz galaktyczny dysk jest zakrzywiony,
pojawialy sie juz wiele lat temu, ale pierwsza pozytywna
weryfikacja tych podejrzen stala sie mozliwa dzieki
obserwacjom przeprowadzonym przez astronomow

z OA UW, dziatajacych w ramach projektu OGLE,
ktory jest jednym z najwigkszych na $wiecie przegladow
fotometrycznych nieba. W ramach projektu, dzialajacego
od 1992 roku pod kierownictwem prof. Andrzeja
Udalskiego z OA UW, obserwuje sie regularnie ponad
dwa miliardy gwiazd.

Praca astronoméw z UW [1] zostala opublikowana
w prestizowym czasopismie Science, a ich odkrycie byto
szeroko komentowane na calym Swiecie.

Szymon CHARZYNSKI

[1] Dorota M. Skowron i inni: A three-dimensional map of the Milky
Way using classical Cepheid variable stars, Science (2019), 365
(6452), 478-482.
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Szly raz drogg trzy szeSciany
Barttomiej BZDEGA

Gléwnymi bohaterkami styczniowego kacika sa nastepujace réwnosci:

(1) A4+ +E=(+b+c)® —=30b+c)ct+a)a+b),
(2) a® + b+ =(a+b+c)a® +b*+c —be— ca— ab) + 3abe,
(b—c)?+ (c—a)? + (a—b)?

Kazda z nich jest latwa do udowodnienia przez wymnozenie i redukcje wyrazéw
podobnych po prawej stronie. Nie bedziemy tu tego robié.

A+ +E=(@a+b+te)- + 3abe.

7 tozsamosci natychmiast wnioskujemy nastepujacy
Lemat. Jedli a +b+c =0, to a® + b + ¢ = 3abe.

Mozna go rowniez sformutowaé w postaci réwnosci

(4) (b—cP+(c—a)®+(a—b)>=3(b—c)(c—a)(a—Db).

Zadania
1. Udowodnié, ze a® 4+ b + ¢ = 3abc wtedy i tylko wtedy, gdy a + b+ ¢ = 0 lub
a=b=c

2. Liczby rzeczywiste a, b spetniaja réwnosé a® + b + 1 = 3ab. Wyznaczyé
wszystkie mozliwe wartoéci wyrazenia a + b.
3. Liczby z, y, z sa rzeczywiste. Udowodnié, ze jesli

Sy—z+Vz—ao+ Jr—y=0,

to pewne dwie z liczb z, y, z sa rowne.
4. Udowodnié¢ nieréwnos¢ pomiedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna:

YTz < w

5. Wykazaé, ze liczba n% 4 4n® — 1 jest zlozona dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n.

6. Wyznaczyé wszystkie trdjki liczb rzeczywistych (z,y, z), ktére spelniaja
rownosci

dla z,y,z > 0.

rry+z =2 +P 2% =i = L

7. Liczby catkowite a, b, ¢ spelniajg réwnosé
(a—b)2%+(b—c)®+(c—a)?* = abe.

Dowiesé, ze a +b+c+6 | a® + b3 + 3.

8. Liczby a, b, ¢ sa catkowite. Wykazaé, ze jedli liczba a® + b + ¢ — 3abc dzieli
sie przez 3, to dzieli sie ona réwniez przez 9.

9. Udowodnié, ze 3273 4 2983 < 3953. Uczynié to bez pomocy kalkulatora,
wykonujac przy tym mozliwie najmniej rachunkéw.

10. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, ze
a+b+c=p+1 oraz pla®+b>+c*—1.
Dowies¢, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 1.
11. Rézne liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja réwnosé
(x—V1—-224+(y—2)V1—22+(z—2)y/1—3y2=0.
Dowiesé, ze (1 — 22)(1 —y3)(1 — 2%) = (1 — xyz)>.
12. Liczby caltkowite a, b, ¢ spelniaja rownosé

a+bv2+cV4=0.

Udowodnié, ze a =b=c=0.
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Polscy nominaci do Nagrody Nobla
z fizjologii i medycyny do 1953 roku (str. 11)

LUDWIK

HIRSZFELD

J.M. Yoffey,
Erik Jopers

—— 1948, 1949 }——

P. Plattner, V. Prelog,
L. Ruzicka, H. Goldstein

1947

B. A. Houssay

1945
R. Flatt, H. Goldstein

—{ o |

H. Fierz-David

1943

H. Erlenmeyer, F. Fichter

RUDOLF

WEIGL

{1928 }

J. Piltz, W. Szumowski, S. Ciechanowski,

S. Magziarski, L. Wacholz,
E. Foster, J. Dereux

BETCYER
1924 |

L. Krynski, S. Dzierzgowski, A. Gluzinski,

J. Mazurkiewicz, F. Krzysztatowicz,
N. H. Nilsson-Ehle

1914

L. Popielski, J. Prus

NAPOLEON

CYBULSKI

15

17

B. E. Witebsky

TADEUSZ
REICHSTEIN

——— 1938-1939 |———
Uniwersytet w Wilnie (1),
Uniwersytet w Poznaniu (3)

—————1 1936-1937 |———

Uniwerystet Jagiellonski (7),
Uniwersytet we Lwowie (7)

T 1024 |
1934 |
Katolicki Uniwersytet w Leuven (1),

Uniwersytet Warszawski (16)

—1 1932-1933 |——

Uniwersytet w Poznaniu (1),
Uniwersytet w Wilnie (1)

[ 1921 |
1931 |

Un'wersytet Jana
Kazimierza we Lwowie (8)

[ 1920 |
11930 |

Uniwersytet Warszawski (17),
Uniwersytet w Berlinie (11)

JOZEF
BABINSKI

1918 |

| A o |
W. Jaworski, K. Klecki, A. Rosner, J. Piltz

H. Halban, A. de Mars
]I 1911 II

A. Beck, W. Szymonowicz,
A. W. Gluzinski, W. J. Sieradzki,

L. Popielski, H. Kadyi, S. Badzynski
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