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A jakie to ma zastosowanie?

»No dobrze, ale jakie to ma zastosowanie?” — to pytanie styszalem wiele razy
podczas rozméw ze znajomymi, ktérym probowalem wytltumaczyé, czym sie
zajmuje. I z pewnoscia podobne pytania stysza setki tysiecy naukowcdéw na
calym $wiecie. Nie lubimy tych pytan, bo — powiedzmy to sobie szczerze — sami
czasem nie umiemy powiedzieé, czy nasza praca w ogdle ma sens. Mozna zapytaé
szerzej — czy w ogble nauki teoretyczne maja sens? Czy nie mozna byloby
wykorzysta¢ mozliwosci setek tysiecy wyksztatconych i inteligentnych oséb
duzo lepiej niz do dtubania przez cate zycie w jakichs egzotycznych pytaniach —
wydumanych i niespecjalnie zwiazanych z funkcjonowaniem innych ludzi?

Niniejszy numer Delty stanowi probe odpowiedzi, cho¢by czesciowej, na

to pytanie. Wiele spoleczenstw zadaje sobie trud utrzymywania rzeszy
naukowcow-darmozjadéw pracujacych za pieniadze podatnika nad
abstrakcyjnymi problemami. Powinna by¢ w tym jednak jakas mysl. Osobiscie
uwazam, ze mozna ja dostrzec dopiero, gdy sie spojrzy z dtugoterminowe;j
perspektywy na zycie spoteczenstw. Nasz $wiat jest tak bardzo wewnetrznie
powiazany, ze nieraz teoretyczne zrozumienie pewnego zjawiska dopiero po

dekadach daje postep w zupelnie innej dziedzinie. Jakies przyktady? Prosze
bardzo, w numerze piszemy o tym, jak proces (Habera) syntezy amoniaku,
obserwacje astronomiczne, transformata Fouriera, teoria tancuchéw Markowa,
szczegoblna i ogdlna teoria wzglednosci, geometria nieeuklidesowa, badanie
genomu bakterii oraz teoria liczb przyczynity sie do rozwoju dziedzin czesto
pozornie z nimi niezwiazanych. A rozwdj ten, nieraz przechodzacy wszelkie
oczekiwania, nastapil w tak waznych i przydatnych obszarach, jak: rolnictwo,
konstrukcja kamer CCD, obrébka muzyki, konstrukcja wyszukiwarki Google,
technologia GPS, genetyka i bezpieczenstwo w informatyce. Zapraszamy do

lektury!

Wojciech CZERWINSKI

Wigzanie azotu — od zbrojenia do zywienia

Adam WAWRO*

Azot to pierwiastek bedacy jednym z podstawowych
elementéw budowy wszystkich zywych organizmoéw.
Bez azotu nie istnialyby dwa kluczowe elementy
skomplikowanego procesu zycia: DNA, odpowiedzialne
za przechowywanie i przenoszenie informacji genetycznej,
oraz biatka, bedace mikroskopijnymi komoérkowymi
maszynami. Czlowiek, podobnie jak inne zwierzeta,
przyswaja azot gtéwnie zwiazany w postaci biatek.
Trawienie bialek powoduje uwalnianie ich sktadnikéw
budulcowych, aminokwaséw, z ktérych kazdy zawiera
przynajmniej jeden atom azotu. Aminokwasy moga by¢
przez organizm powtérnie wykorzystane, badz zostac
rozlozone na jeszcze mniejsze czesci. Zapotrzebowanie
organizmow zywych na azot jest stabilne, wiec przy
odpowiedniej diecie pierwiastka tego nie brakuje.

7 odzyskiwaniem i przetwarzaniem przydatnych
substancji natura radzi sobie doskonale. Skad jednak
zwiazki azotu moze do swoich celéw pozyskiwadé
czltowiek? Zapotrzebowanie na nie nie jest tak

stale i przewidywalne, jak na substancje odzywcze
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w ewoluujacym od milionéw lat organizmie; jedno
wydarzenie historyczne lub odkrycie naukowe moze
gwaltownie zwigkszy¢ popyt na umiarkowanie dotychczas
interesujaca substancje.

Historycznym przyktadem wzrostu zapotrzebowania

na zwiazki azotu jest wynalezienie i rozwdj broni
palnej. W przeciwienstwie do broni bialej, bron palna
wymaga uzycia materialtu wysokoenergetycznego, na
przyklad czarnego prochu, ktérego jednym z gtéwnych
skladnikéw jest saletra potasowa, inaczej azotan(V)
potasu — s6l kwasu azotowego(V). Kwas azotowy(V) jest
z kolei uzywany przy produkcji bardziej wspotczesnych
materialéw wysokoenergetycznych: nitrocelulozy,
nitrogliceryny czy trotylu. Zwiazki azotu, w tym

sole kwasu azotowego oraz amoniaku, maja jednak
drugie, zupelnie odmienne oblicze — sa podstawowymi
sktadnikami nawozéw mineralnych, preparatéw
dostarczajacych roélinom niezbedne sktadniki odzywcze,
powszechnie uzywanych do zwigkszenia wydajnosci
upraw rolnych.



Czym sie rézni azot od ... azotu?

Azotany wystepuja naturalnie w skorupie ziemskiej

w postaci mineraléw. Problem w tym, ze ich
rozmieszczenie na Swiecie nie jest réwnomierne, co moze
zostaloby im wybaczone, gdyby nie fakt, ze zdecydowaly
sie wystepowad z dala od oérodkéw przemystowych,
ktére checialyby je wykorzysta¢. W dodatku mineraly
nie sg surowcami odnawialnymi; predzej czy pdzniej

ich ztoza beda wyczerpane, a proceséw geologicznych,
ktore doprowadzily do ich powstania, nie da sie
przyspieszy¢. Sprowadzanie potrzebnych mineraléw

z odleglych i nielicznych miejsc na $wiecie wiaze sie

z dodatkowym, praktycznym problemem: mozliwoscia
dyktowania cen, badZ wstrzymaniem dostaw pod presja
sit politycznych. W takiej sytuacji znalazto si¢ Cesarstwo
Niemieckie na przetomie XIX i XX wieku. Wobec
ograniczonego dostepu do swiatowych zt6z saletry,
niezbednej do wytwarzania amunicji oraz nawozenia
upraw rolnych, niemieccy naukowcy staneli przed
zadaniem znalezienia alternatywnej drogi otrzymywania
pozadanych azotanéw.

Szczesliwie Cesarstwo Niemieckie — podobnie jak
wszystkie inne cesarstwa, sultanaty, republiki i federacje
na naszej planecie — miato dostep do praktycznie
nieograniczonych zrédel pewnego zwiazku azotu.

W dodatku takiego, ktérego nie ograniczaja granice
panstw, cta i limity: zwiazku azotu z azotem, czyli azotu
gazowego, gléwnego skladnika atmosfery. Zeby uniknaé
nieporozumien, ustalmy, czym si¢ rézni jeden azot od
azotu drugiego: atomowy azot, oznaczany jako N, jest
substancja nieistniejaca w przyrodzie; atom azotu moze
wystepowaé jedynie w potaczeniu z drugim atomem
azotu, tworzac stabilny azot czasteczkowy, No, badz

w postaci zwigzkéw chemicznych z innymi pierwiastkami:

od bardzo prostych potaczen z trzema atomami wodoru,
jako amoniak, po ztozone biatka, jak tytyna, ktorej
kazda czasteczka sktada sie z ponad pét miliona
precyzyjnie ulokowanych wzgledem siebie atomow
wegla, wodoru, tlenu, azotu i siarki. Jednak niezwykla

stabilno$¢ gazowego azotu powoduje zasadniczy problem:

w jaki sposéb przeksztalci¢ ten powszechny surowiec
w co$ bardziej przydatnego?

Energochlonne préby ujarzmienia azotu

W przeciwienistwie do tlenu, swojego atmosferycznego
partnera bioracego udzial w niezliczonych reakcjach
spalania, gazowy azot nie reaguje z wigkszo$cia
substancji po podgrzaniu w plomieniu palnika.
Przeprowadzenie reakcji chemicznej z azotem nie jest
jednak niewykonalne — trzeba znalezé odpowiednio
reaktywnego partnera lub dostarczy¢ reakcji znacznie
wiecej energii.

Tym drugim tropem poszli dwaj Norwegowie, Kristian
Birkeland i Samuel Eyde, ktérzy na poczatku XX wieku
opracowali metode przeksztalcania mieszaniny azotu

i tlenu w kwas azotowy (V). W ich procesie gazowy

azot i tlen przepuszczane byly przez tuk elektryczny,

w ktérym w niewielkim stopniu reagowaty ze soba,
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tworzac tlenek azotu(II). Ten polprodukt byl od razu
utleniany do tlenku azotu(IV), a nastepnie reagowal

z woda, tworzac pozadany kwas azotowy(V). Szkopul
w tym, ze proces wymagal ciggltego podtrzymywania
huku elektrycznego o temperaturze ponad 3000 °C.

W dodatku calo$¢ przeptywajacych gazéow musiala by¢é
podgrzana do ponad 1000 °C, podczas gdy jedynie
niewielka ich czes$é faktycznie tworzyta pozadany
produkt. Aby uruchomié produkcje kwasu azotowego(V)
w duzej skali, Birkeland i Eyde musieli wybudowa¢
elektrownie wodna na wodospadzie w Svelgfossen,

w potudniowej Norwegii, zapewniajaca im staly dostep
do taniego i pewnego zrédla energii elektrycznej.
Wynalazcy byli swiadomi wad swojego procesu,

ale w opisujacym proces technologiczny artykule,
opublikowanym w 1909 roku, wyrazili przekonanie, ze
jakiekolwiek ulepszenia ich metody by nie powstaly

w przysztosci, wszystkie beda najpewniej wymagad
ciaglego dostarczania duzych ilosci energii.

Inna droge obrato dwdch niemieckich chemikéw, Adolph
Frank i Nikodem Caro. W opracowanym przez nich
procesie technologicznym gazowy azot byl przepuszczany
nad goracym karbidem, czyli weglikiem wapnia.
Produktem tej reakcji byl cyjanamidek wapnia, staty
material, ktéry w reakcji z woda uwalnia amoniak,
zwiazek azotu i wodoru. Dalej juz bylo z goérki: od

1902 roku znano metode pozwalajaca na utlenienie
amoniaku do kwasu azotowego(V). Proces Franka i Caro
wymagatl dostarczenia energii na poczatku reakcji; po
wstepnym ogrzaniu reaktora do 1000 °C uwalniana

w procesie energia wystarczala do podtrzymywania
rozpoczetej reakcji. Z tego punktu widzenia metoda
Franka i Caro miala przewage nad konkurencyjnym,
wymagajacym ciaglego dostarczania energii procesem
Norwegow. Problemem byt jednak kluczowy surowiec,
weglik wapnia, ktéry nie wystepuje w naturze. Nalezato
go wytworzy¢ w — a jakze — energochtonnym procesie
stapiania dwéch powszechnie dostepnych surowcdw,
wapna i koksu.

Fritz Haber kontra termodynamika chemiczna

Roéwnolegle nad bardzo eleganckim rozwiazaniem
problemu wiazania gazowego azotu pracowatl inny
niemiecki chemik, Fritz Haber. Jego pomyst opieratl
sie na bezposredniej reakcji gazowego azotu, obecnego
w powietrzu, i gazowego wodoru, produktu gazyfikacji
wegla. W wyniku reakcji tych dwéch gazdéw powstawatl
amoniak:

Ny 4+ 3Hy &= 2NH3 + energia.
Obliczenia termodynamiczne wskazywaly, ze pod
ciénieniem atmosferycznym i w temperaturze pokojowej
reakcja azotu z wodorem jest samorzutna; w takiej
mieszaninie powinien spontanicznie pojawiac¢ sie
amoniak. I tak z pewnoécia bylo, choé¢ ciezko to
doswiadczalnie stwierdzi¢, poniewaz we wspomnianych
warunkach reakcja ta zachodzi bardzo, bardzo powoli.
Podstawowa, znang od dawna metoda przyspieszania
reakcji chemicznych jest ogrzanie mieszaniny reakcyjnej.
I rzeczywiscie, azot i wodér ogrzane do wysokich
temperatur tworza amoniak znacznie szybciej niz



w temperaturze pokojowej. Ktopot w tym, ze reakcja
wodoru z azotem jest odwracalna: amoniak, oczekiwany
produkt reakcji, moze rozktada¢ si¢ z powrotem, do
wodoru i azotu. I réwniez ta odwrotna, niepozadana

reakcja zachodzi szybciej wraz ze wzrostem temperatury.

Gdzie w tym sens, moze kto§ pomysle¢ — z jednej strony
ciagle azot i woddr reaguja, tworzac amoniak, a z drugiej
amoniak w kotko rozpada sie na wodér i azot... Ma to
jednak rece i nogi.

Reakcje odwracalne, czyli przebiegajace w obie strony,
maja to do siebie, ze dla danych warunkéw reakcji
istnieje pewna rownowaga miedzy iloécia reagentow

po jednej stronie, w tym przypadku wodoru i azotu,

i ilocia reagentéw po stronie drugiej, czyli amoniaku.
W niskiej temperaturze preferowanym produktem jest
amoniak, co oznacza, ze jezeli zostawilibySmy mieszanine
azotu i wodoru odpowiednio dlugo, znaczna wiekszo$é
gazow poczatkowych utworzytaby amoniak. Podniesienie
temperatury takiej reakcji znaczaco ja przyspiesza, ale
jednoczesnie, w przypadku niektorych reakcji, w tym
reakcji omawianej tutaj, przesuwa ich réwnowage

w niekorzystna dla nas strone: azot reaguje z wodorem
szybciej, ale produkt reakcji, amoniak, rozpada

sie jeszcze szybciej i w miare wzrostu temperatury
dysproporcja ta roénie. Zeby osiagnaé zamierzony cel,
nalezalo znalezé pewien kompromis miedzy wydajnoscia
a szybkoscia procesu. Niestety w przypadku reakcji
azotu z wodorem nie bylo prosto znalezé ten zloty
srodek — kazda temperatura pozwalajaca na w miare
szybkie ustalenie réwnowagi byta nie do zaakceptowania
ze wzgledu na jej niekorzystne potozenie.

Czeé¢ problemu zostala rozwiazana z pomoca
katalizatoréw, czyli materiatow, ktore nie zuzywaja

sie w trakcie reakcji i nie zmieniaja jej rownowagi, ale
zwiekszaja szybkos¢ jej ustalania. Znane Haberowi
katalizatory, ktére mogly przyspieszy¢ otrzymywanie
amoniaku, mialy jednak dos¢ wysoka temperature
aktywacji; w temperaturach nizszych po prostu

nie dziataly, a jak pamietamy, dla wydajnosci

procesu otrzymywania amoniaku tym lepiej, im

nizsza temperatura. Haber zauwazyl, ze w 1000 °C

i w obecnoéci katalizatora zelazowego rownowaga reakcji
zachodzi satysfakcjonujaco szybko, ale w mieszaninie
gazow pozadany amoniak stanowi niewielki utamek
procenta. Obnizenie temperatury pozwalalo zwiekszy¢
ilos¢ produktu, ale dezaktywowalo katalizator i przez
to dramatycznie zmniejszato szybkoéé reakeji. I tak
zle, i tak niedobrze. Zniechecony takim wynikiem
badan Haber porzucil na pewien czas prace nad swoim
projektem. Rozwiazaniem tego problemu mogto by¢
zwigkszenie ci$nienia, w jakim zachodzita reakcja.

Poniewaz z danej objetosci azotu i trzech réwnych
objetosci wodoru powstaja dwie objetosci gazowego
amoniaku, w wyniku zachodzenia reakcji w pozadanym
kierunku catkowita objetos¢ mieszaniny malala.

A na réwnowage takich reakcji korzystnie wpltywa
zwigkszenie cidnienia, zgodnie z reguta sformutowanag
przez Le Chateliera i Brauna. Jednak w pierwszej
dekadzie XX wieku wysokoci$nieniowe procesy w fazie
gazowej nie bylty dobrze opanowane.

Trzy lata po zawieszeniu projektu, dzigki pomocy
brytyjskiego chemika Roberta Le Rossignola, Haber
wznowil jednak eksperymenty, tym razem majac

do dyspozycji cisnieniowy reaktor, pozwalajacy na
sprezenie wodoru i azotu do 200 atmosfer i utrzymanie
takiego ci$nienia podczas zachodzenia procesu. Pod tak
wysokim ciSnieniem udalo sie przesuna¢ réwnowage
nieco w pozadanym kierunku amoniaku. Jednak
dopiero znalezienie nowego katalizatora, aktywnego

w temperaturze ponizej 600 °C, pozwalato osiagnaé
wystarczajaca wydajnoéé, aby komercjalizacja procesu
byta optacalna. Dzigki szeregowi ulepszen proces, ktory
jeszcze kilka lat wezesniej wydawal sie beznadziejnym
przypadkiem, pozwalal uzyskaé¢ amoniak z gazowego
azotu z powietrza z oszatamiajaca, jak na owe czasy,
wydajnoscig 5%. Taki proces byl juz interesujacy dla
instytucji przemystowych i nadawal sie do prac nad
powiekszeniem skali i dalszej optymalizacji warunkdw.
Kolejne badania nad katalizatorami pozwolity zwigkszy¢
wydajno$é procesu do 15%, a dzigki zastosowaniu
systemu zawracania nieprzereagowanego wodoru

i azotu do reaktora, calkowita wydajnosé otrzymywania
amoniaku przekroczyta 95%.

Nowy rozdzial w gospodarce zywieniowej Swiata

Od uruchomienia wielkoskalowej produkcji w 1913 roku
proces Habera zaczal wypiera¢ konkurencyjne procesy
wiazania azotu z powietrza — najpierw energochtonng
metode Birkelanda i Eyde’a, a nastepnie weglikowy
proces Franka i Caro. Dwadziescia lat p6zniej byl

juz gtéwna metoda otrzymywania zwiazkow azotu

z powietrza. Jednoczesnie gwaltownie zaczeta rosnaé
globalna produkcja zwiazkéw azotu, co przetozyto

sie na upowszechnienie nawozéw mineralnych — na
poczatku w krajach rozwinietych, a nastepnie na calym
$wiecie. W ciggu XX wieku zuzycie nawozéow azotowych,
w przeliczeniu na czysty azot, wzrosto z niecatego pot
miliona do prawie 90 milionéw ton. Skutkiem tego byto
znaczace zwiekszenie wydajnosci upraw rolnych na
calym $wiecie, wzrost dostepnosci zywnosci i mozliwosé
utrzymania rosnacej populacji na catej planecie.

Proces Habera, po ponad stu latach od opracowania, jest nadal powszechnie
stosowany. Odpowiada obecnie za praktycznie cala globalna produkcje
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amoniaku, ktéry z kolei jest kluczowym surowcem do produkcji innych zwiazkdw
azotu; w 2017 roku wyprodukowano na swiecie ponad 150 milionéw ton
amoniaku. Dotychczas nie znaleziono prostszej i taniszej metody wiazania

azotu atmosferycznego. Fascynujaca historia tego wynalazku pokazuje,

w jaki sposéb badania naukowe prowadzone w obrebie jednej dziedziny moga
zrewolucjonizowa¢ inne, pozornie niepowiazane gatezie gospodarki.
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Rozwigzanie zadania M 1618.
Odpowiedz: Wszystkie nieparzyste

liczby n.

Z warunkéw zadania wynika, ze kazda
$wieczka wypala sie po catkowitej liczbie
godzin, powiedzmy m. Wéwczas laczny
czas (w godzinach) ploniecia wszystkich
$wieczek to z jednej strony m - n,

a z drugiej

1+2+...+n=

n(n+1)

D) )
skad m = i w konsekwencji, aby
opisana sytuacja mogla mieé miejsce,
n musi by¢ liczba nieparzysta.

n+1
2

7 drugiej strony dla kazdej nieparzystej

liczby n, powiedzmy n = 2k + 1, gdzie

k jest liczbg catkowity nieujemng, mozna

tak zaplanowac, ktére Swieczki beda

zapalane danego dnia, aby warunki

zadania zostaly spelnione. Przykladowo,

jesli ponumerujemy $wieczki od 1

do 2k + 1, to mozemy

e dla i < k: i-tego dnia zapali¢ wszystkie
Swieczki o numerach od 1 do i;

e dlai > k + 1: i-tego dnia zapalié
wszystkie $wieczki o numerach od
n—1+1don.

Uwazny Czytelnik pamieta zapewne
stynne powiedzenie przypisywane
Albertowi Einsteinowi: ,,Szalefistwem jest
robié¢ wcigz to samo i oczekiwaé réznych
rezultatow”.

Narodziny CRISPR, czyli jak bakteria
zrewolucjonizowata genetyke

Paulina MROZOWSKA-WAWRO*

Mato jest dziedzin nauki tak poruszajacych wyobraznie, jak inzynieria
genetyczna. Modyfikacje genetyczne przewijaly sie w literaturze juz w XIX
wieku, na dhugo przed rozwojem wspdlczesnej genetyki. Poczatkowo literackie
mutacje wywolywane byly przez tajemnicze chemikalia, zabiegi chirurgiczne
lub radioaktywnosé. Wraz z rozwojem wiedzy na temat budowy DNA fikcyjne
zmiany w genach staly sie bardziej metodyczne, a spontaniczne mutacje zaczeta
wypieraé¢ inzynieria genetyczna. Jednak z powodu braku faktycznych narzedzi
pozwalajacych na wycinanie i precyzyjne wklejanie fragmentéw DNA mozliwosé
stworzenia wspolczesnego potwora Frankensteina pozostawala w bezpiecznej
sferze wyobrazni. Do czasu, gdy kilka lat temu w rece biologéw wpadta nowa
technologia rodem z filméw science fiction o tajemniczo brzmiacej nazwie —

CRISPR.

CRISPR (Clustered Regularly Interspaced Short Palindromic Repeats), zanim
zostala tajng bronig bioinzynieréw, byla prostym naturalnie wystepujacym
mechanizmem obrony bakterii przed patogenami. W duzym uproszczeniu:
zaatakowana przez wirusa bakteria wbudowuje fragmenty jego DNA do swojego.
Te wbudowane fragmenty stuza jako baza informacji o wirusach, z ktérymi
bakteria miala juz styczno$é. Gdy do wnetrza bakteryjnej komorki ponownie
wnika ten sam wirus, bakteria rozpoznaje go i niszczy poprzez rozciecie jego nici
DNA w miejscu zapisanym wczesniej w bazie. Proste, a $miertelnie efektywne.

Odkad w 2012 roku zespél badaczy z Uniwersytetu Technologicznego
Massachusetts (MIT) pokazal, ze CRISPR moze byé w prosty sposéb
wykorzystany do edycji ludzkiego DNA, w érodowisku naukowym rozpetata sie
burza, ktéra trwa do dzisiaj. Laboratoria na calym Swiecie zaczely przescigaé
sie w wymyslaniu nowych zastosowan tej techniki. Publikacje i patenty
pojawialy sie jak grzyby po deszczu. Do konca 2018 roku ukazalo sie ich
ponad 10 000 (przed 2012 byta ich niespelna setka). Wybuchto zainteresowanie
wykorzystaniem CRISPR w badaniach klinicznych i rolnictwie, ale pojawil

sie tez niepokdj wynikajacy z oferowanej przez nia potencjalnej mozliwosci
tworzenia dzieci ,na zaméwienie”.

Mimo ze rewolucja CRISPR wybuchtla praktycznie z dnia na dzien, sama
metoda ma za sobg ponad 25 lat zmudnych badan, obfitujacych czesciej

w szczesliwe zbiegi okolicznosci niz skrupulatnie budowane hipotezy. Jej
historia rozpoczyna sie w malym hiszpanskim porcie Santa Pola, gdzie

na stonych mokradtach mieszka maty kuzyn bakterii i pierwszy bohater
CRISPR-owej rewolucji, archeon Haloferax mediterranei. Niezwykly wplyw
soli na zachowanie tego organizmu sktonil mtodego doktoranta Francisco
Mojica do przeanalizowania jego materialu genetycznego. Mojica odkryl w nim
intrygujace struktury — sekwencje regularnie oddalonych krétkich powtérzen
DNA (nazwane p6zniej przez niego CRISPR). Z wplywem soli nie mialy one
nic wspolnego, ale zafascynowaly mtodego Hiszpana na tyle, ze poswiecit im
kolejne dziesigé lat swoich badan. W tym czasie udato mu si¢ odkryé¢ podobne
struktury u ponad dwudziestu réznych gatunkéw mikrobéw, co jednoznacznie
wskazywalo, ze majg one jakas istotna, chociaz wciaz nieznang funkcje. Ol$nienie
przyszio réwnie nieoczekiwanie, jak samo odkrycie. Pewnego popotudnia
Mojica przegladal bazy danych, poréwnujac sekwencje jego ,,CRISPR-owych
powtérzen” z sekwencjami DNA innych organizméw, co oczywiscie robil juz
wczeéniej milion razy, bez rezultatu. Na szczeécie stynne powiedzenie Einsteina
tym razem si¢ nie sprawdzilo i wciaz rozszerzana baza danych wygenerowalta
nowy wynik. Fragment analizowanego przez Mojice DNA paleczki okreznicy
zgadzal sie doktadnie z DNA jednego z bakteryjnych wiruséw. Po dlugim
tygodniu przekopywania baz danych i 4500 sekwencji pézniej Mojica mial swoja
odpowiedz — tajemnicze powtorzenia okazaly sie systemem obronnym bakterii,
prokariotycznym uktadem odpornosciowym.

4



]

Rozwigzanie zadania F 987.
Rozwazmy staczanie walca (belki) po
réwni (pochylni), gdy nie wystepuje
poslizg. W kazdej chwili tworzaca
powierzchni walca stykajaca si¢ z réwnig
jest (chwilowa) osig obrotu. Obrét walca
wokél tej osi opisuje réwnanie:

Ie = mgRsin(«),

gdzie I oznacza moment bezwladnosci
walca wzgledem jednej z krawedzi
bocznych walca (chwilowej osi obrotu),
m jest masg walca, € jego
przyspieszeniem katowym, za$ o katem
nachylenia réwni. Zgodnie z twierdzeniem
Steinera, dla walca o promieniu R,

I =1+ mRQ, przy czym Io = m,RQ/Z
Gdy nie wystepuje poélizg,
przyspieszenie a ruchu post¢powego
wzdluz réwni spelnia warunek:

a=c¢cR.
Z drugiej strony, zgodnie z druga zasada
dynamiki:
ma = mgsin(a) — T,
gdzie T oznacza sil¢ tarcia statycznego
zapewniajaca brak poslizgu, a mg sin(«)
jest sktadowg silty cigzkosci wzdtuz réwni.
Mozemy teraz wyznaczy¢ wartos$é sity
tarcia statycznego:
Iomgsin(a)
Ip + mR?
gdzie prawa strona nieréwnosci okresla
maksymalng wartosc¢ sity tarcia
statycznego zapobiegajacego poslizgowi.
Ostatecznie otrzymujemy, ze staczanie
walca bez poslizgu odbywa sie, gdy:
tg(a) < 3f = 1,74,

co odpowiada ograniczeniu kata do 60,1°.

T = < fmgcos(a),

Po opublikowaniu odkrycia przez Mojice coraz wiecej naukowcow zaczelo
interesowaé sie tematem CRISPR, ale dokladne opisanie jego mechanizmu
zajelo im kolejne siedem lat. W tym czasie odkryto nie tylko, ktére biatko

jest odpowiedzialne za rozcinanie wirusowego DNA w systemie CRISPR, ale
tez, ze naturalny system mozna przeprogramowaé tak, aby jego celem byto
DNA ssakoéw. Powoli zaczynalo docieraé¢ do badaczy, ze przy odrobinie wysitku
i twérczej inwencji CRISPR moze by¢ zaadaptowany do edycji ludzkich genéw.

Inwencji zdecydowanie nie brakowato Fengowi Zhangowi, mtodemu
bioinzynierowi z MIT. Zhang juz od dawna badal dostepne 6wczesnie metody
manipulacji DNA. Kilka z nich z powodzeniem wykorzystywal w komérkach
zwierzecych, jednak wszystkie byly bardzo pracochlonne i nieefektywne.

Zhang po raz pierwszy ustyszal o CRISPR podczas seminarium wydziatlowego

i momentalnie ulegl fascynacji. Nastepnego dnia poleciat na konferencje naukowa
do Miami, ale nie pojawit sie na zadnym wyktadzie. Zamiast tego siedziat
zamkniety w hotelowym pokoju i pochtanial CRISPR-owa literature. Kiedy po
tygodniu wrécil do swojego laboratorium w Bostonie, natychmiast zabrat si¢ do
pracy, a po roku skrupulatnych badan i optymalizacji stato si¢ to, na co wszyscy
czekali — powstala pierwsza ludzka komérka wyedytowana technikag CRISPR.
Rewolucja sie rozpoczeta.

Co takiego sprawia, ze CRISPR bije na glowe wszystkie inne metody edycji
DNA? Przede wszystkim jej koszt i latwosé uzycia. CRISPR jest tak prosta,
ze nie potrzeba do niej nawet laboratorium. Nie zartuje; zestaw do domowego
uzytku jest juz w sprzedazy. Za jedyne 159 dolaréw dostajesz go prosto do
domu, wkladasz do lodéwki pomiedzy jajka i karton z mlekiem, a w wolnej
chwili robisz bakterie mutanty na wlasnym stole kuchennym. Ponadto CRISPR,
w przeciwienstwie do wezesniejszych technik, pozwala wziaé na cel niemal
dowolny fragment DNA i przeciaé go z bardzo wysoka wydajnoscia, w kilku
miejscach jednocze$nie. W praktyce oznacza to, ze mozna przecia¢ ni¢ DNA,
usunaé z niej niechciang sekwencje, a nastepnie zastapié¢ ja inna. To wszystko
sprawia, ze CRISPR jest potencjalnym kluczem do wyeliminowania choréb
dziedzicznych, powstrzymania epidemii, stworzenia upraw zdolnych do
przetrzymania najgorszych zmian klimatycznych, szykowanych dla nas przez
globalne ocieplenie, i wiele wigcej.

Jednak CRISPR ma tez swoja ciemna strone. Jennifer Doudna, jedna z pionierek
badan nad CRISPR, opisuje w swojej ksiazce ,Edycja genéow. Wladza nad
ewolucja” swéj nawracajacy koszmar. W $nie jest proszona o wytlumaczenie
metody dziatania CRISPR pewnej osobie czekajacej na nia w pokoju obok.
Gdy wchodzi do pokoju, zszokowana widzi siedzacego przy stole Adolfa Hitlera.
Hitler wyciaga do niej reke i méwi ,,Chcialbym lepiej zrozumieé zastosowania

i implikacje tej fascynujacej techniki, ktora stworzylas. ..”. Sami tworcy zdaja
sobie sprawe, ze ich dziecko w nieodpowiednich rekach moze narobié¢ duzych
szkéd. Najwieksze kontrowersje wzbudza mozliwo$é manipulacji genetycznych
na ludzkich embrionach. Gdy w 2015 roku chifiscy naukowcy po raz pierwszy
uzyli CRISPR do edycji DNA zaplodnionych komérek jajowych, to mimo

ze zmodyfikowane komérki nigdy nie zostaly wszczepione do macicy, $wiat
naukowy zgodzil sie, ze zaczynamy stapaé niebezpiecznie blisko zakazanych
granic etycznych. Na ich przekroczenie nie trzeba byto dlugo czekaé¢. Pod koniec
2018 roku Chinski bioinzynier He Jiankui oglosit narodziny pierwszych dzieci
zmodyfikowanych za pomocg CRISPR. Blizniaczki, ktérych ojciec jest nosicielem
HIV, urodzily si¢ z wycietym genem odpowiedzialnym za wnikanie wirusa do
organizmu, co ma im zapewni¢ odpornosé¢ na chorobe. Eksperyment He spotkat
sie z goraca krytyka miedzynarodowej spotecznosci naukowej, a Chinski rzad
wszczal dochodzenie w tej sprawie. Poniewaz modyfikacje genetyczne w Chinach
nie sa jasno regulowane, nie jest jeszcze jasne, jakie prawa ztamal He, ale
zaréwno rzad, jak i uniwersytet, na ktérym pracowal, zgadzaja sig, ze dopuscit
sie powaznego naruszenia etyki i standardéw akademickich. W odpowiedzi na
niepokojace wieéci z Chin Swiatowa Organizacja Zdrowia rozpoczela prace

nad skuteczna metoda patrzenia na rece wszystkim badaczom prowadzacym
jakiekolwiek modyfikacje genetyczne na ludzkich komoérkach rozrodczych.
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Kazda ptlyta fotograficzna miata rozmiar
36 cm X 36 cm i mogta zarejestrowaé
duzy obszar nieba o rozmiarze

ok. 36 stopni kwadratowych (dla
poréwnania Ksiezyc na niebie zajmuje
okoto 0,2 stopnia kwadratowego). Kazdy
region nieba zostal sfotografowany
dwukrotnie, raz przy uzyciu plytki czulej
na kolor czerwony (Kodak 103a-E), a raz
czutlej na niebieski (Kodak 103a-0O).
Pozwolito to na zarejestrowanie koloru
kazdego z obserwowanych obiektéw.

Pierwsze astronomiczne zdjecie wykonane
kamerg CCD w 1976 roku (Fred
Landauer, Larry Hovland i James R.
Janesick), przedstawiajgce Urana. Planeta
w tamtym czasie byla zwrécona biegunem
w kierunku Ziemi. Ciemniejszy obszar

w $rodku przedstawia, wczesniej
niemozliwe do obserwacji, chmury metanu
otaczajace biegun planety. Zrédto:
Scientific Charge-Coupled Devices,
James R. Janesick

Kosmiczne kamery Anna DURKALEC

Brzmi jak hasto reklamowe, i w dodatku to prawda. Urzadzenia, o ktérych
mowa, znajduja sie wszedzie tam, gdzie chcemy uchwycié obraz. Od teleskopow
kosmicznych poprzez wyszukane aparaty cyfrowe po kamerki w laptopach

i telefonach komoérkowych. Zawdzieczamy im zapierajace dech w piersiach zdjecia
odleglych mglawic i galaktyk (ostatnio nawet czarnych dziur), artystyczne
fotoreportaze z Timbuktu i... lazienkowe selfie. Kamery CCD (charged-coupled
device) i CMOS (complimentary metal-oxide-semiconductor), bo o nich mowa,
zrewolucjonizowaly fotografie. Ich tworcy, Willard S. Boyle i George E. Smith,
w 2009 roku otrzymali Nagrode Nobla z fizyki. A wszystko zaczelo sie od tego,
ze astronomowie chcieli obserwowaé wiecej galaktyk.

Wydajniejsza metoda obserwacji

W 1839 roku Louis Jacques Mande Daguerre wykonal pierwsze w historii zdjecie
ksiezyca. Nie wyszto ono zbyt dobrze, bylo niewyrazne i przeswietlone. Dato jednak
poczatek astrofotografii. Ta z kolei pozwolila astronomom na rzetelny zapis obserwacji
niezalezny od ich umiejetnosci artystycznych. Mozliwe byto udokumentowanie

wygladu Ksiezyca, Stofica (w szczegdlnosci plam stonecznych) i planet. Ale na

naszym Ukladzie Stonecznym Wszechswiat sie przeciez nie konczy. Astronomowie
chcieli zobaczy¢, co jest dalej. Szybko zorientowano si¢ wiec, ze wydtuzenie czasu
naswietlania umozliwia obserwacje tego, co wczesniej byto niewidoczne — uchwycono
obraz gwiazd, mglawic i galaktyk, emitujacych zbyt mato Swiatla dla ludzkiego oka.

W miare rozwoju technologii podjeto proby skatalogowania jak najwigkszej
iloci stabych obiektéw. W 1948 roku rozpoczeto obserwacje w ramach The
Palomar Observatory Sky Survey (POSS) — 10-letniego przegladu calego
nieba, ktérego wynikiem byly zdjecia nieba uwiecznione na 1872 plytach
fotograficznych. Obserwacje byly niesamowitym sukcesem, ale... pojawil

sie problem. Astronomowie zostali dostownie zalani danymi — konkretnie

89 milionami obiektéw (jak sie okazalo po cyfryzacji zdjeé), ktére trzeba
byto skatalogowaé recznie, po prostu przegladajac zdjecia. Nie byt to jedyny
problem. Wykorzystanie plyt fotograficznych mialo réwniez inne technologiczne
ograniczenia. Aby uzyskaé zdjecia slabszych obiektéw, konieczny byl bardzo
dlugi czas naswietlania. Poza tym plyty zajmowaly duzo miejsca, byty drogie
i jednorazowego uzytku.

A astronomowie chcieli wiecej. Krotko potem pojawily sie plany wystania
teleskopow na orbite okotoziemska, a tam wykorzystanie i wymiana klisz
fotograficznych bytaby... no céz, problematyczna. Stalo sie wiec jasne, ze aby
moc robié¢ wieksze i doktadniejsze przeglady nieba, potrzebna bedzie lepsza
metoda rejestracji $wiatta. I taka pojawila si¢ w 1970 roku, gdy w trakcie
5-minutowego wystapienia konferencyjnego przedstawiono pierwszy detektor
CCD, jednoczesnie sucho stwierdzajac, ze moze zosta¢ wykorzystany do
robienia zdjeé. Szybko zaadaptowano i rozpoczeto ulepszanie przetwornikéw
CCD do obserwacji astronomicznych, mimo ze na poczatku charakteryzowaly
sie gorsza rozdzielczoscia i mniejszym obszarem detekcji w poréwnaniu

z plytami fotograficznymi. Detektory CCD mialy jednak zasadnicza przewage
nad tradycyjna fotografia, dobrze radzily sobie z rejestrowaniem stabego
promieniowania — byty superczute.

Juz w 1976 roku, po raz pierwszy w historii, uzyto kamery CCD do obserwacji
astronomicznych, wykonujac zdjecie Urana (na marginesie). Astronomom opadla
szczena. .. Kontrast zdjecia, jak na tamte czasy, byl niesamowity! A wszystko
dzieki temu, ze kamera CCD byla czula na stabe promieniowanie w bliskiej
podczerwieni (NIR). Wkrétce nowy rodzaj detektora zaczal ustanawiaé rekordy
w obserwacjach najciemniejszych i najdalszych obiektéw astronomicznych,
takich ktore dalece wykraczaly poza mozliwosci najczulszych filméw i ptyt
fotograficznych. Astronomia zmienita si¢ na zawsze. Technologia okazala si¢ na
tyle skuteczna, ze NASA zdecydowala o zastosowaniu superczulej technologii
CCD w Kosmicznym Teleskopie Hubble’a, co w rezultacie przyczynilo sie

do jej globalnego rozpowszechnienia. Ostatecznie ciagly rozwéj kamer CCD
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Kamery CCD zmienialy sie¢ w bardzo
szybkim tempie. Na przyktad w ramach
polskiego projektu OGLE (Optical
Gravitational Lensing Experiment) kazda
z czterech faz projektu wigzala sig

z zastosowaniem coraz lepszych
detektoréw. W krotkim odstepie czasu,
pomiedzy 2001 a 2009 rokiem, kamera
CCD byta zmieniana trzykrotnie:

z pojedynczej matrycy o rozmiarach
2048 x 2049 piksela i z ponad
2-minutowym czasem sczytywania obrazu
do kamery skladajacej sie z mozaiki 32
czipéw, o rozmiarach 2048 x 4096 kazdy,
umozliwiajacych jednoczesng obserwacje
1,4 stopnia kwadratowego nieba (okoto

7 tarcz Ksiezyca), z rozdzielczoScig

0,26 arcsec/pixel i 20-sekundowym
czasem sczytywania obrazu.

I I

do komputera

Schemat matrycy CCD. Obraz
sczytywany jest rzedami, a tadunek
elektryczny przetwarzany na sygnal
cyfrowy mozliwy do interpretacji przez
komputer

L.-.]

Rozwigzanie zadania M 1619.
Oznaczmy przez s wspélng warto$¢ sumy
elementéw w obydwu podzbiorach.
Wéwczas

L+ 1
25’§1+2+H.+'n,:%$
czyli
s < n(nJrl)_

4
Gdyby pewien z rozwazanych podzbioréw
mial m > 'u,/\/§ elementéw, to jego suma
elementéw bylaby nie mniejsza od s

2 (7 1
l+2+...+m:m<m27+)2

n(n +V2)
— > s.

4
Uzyskana sprzeczno$é¢ konczy rozwigzanie
zadania.

>

=

od lat 80. do chwili obecnej dal nam urzadzenia z ponad 100 milionami pikseli,
mozliwoscig odczytywania szumu tak niskiego jak sygnal od pojedynczego
elektronu, sprawnoscig kwantowsg bliskg 100% oraz bardzo uzyteczng

w astronomii czulo$cig na rézne zakresy dtugosci fali — od promieniowania
rentgenowskiego do bliskiej podczerwieni.

Jak dziata CCD?

Ogodlnie rzecz ujmujac, przetwornik CCD (lub bardziej popularny

w zastosowaniach komercyjnych CMOS) tlumaczy sygnal $wietlny na
elektryczny (czyli fotony na elektrony). Urzadzenie sklada si¢ z szeregu
komérek $wiattoczulych — siatki malych kwadratéw (czasami tréjkatéw), ktore
odpowiadajg pikselom na koncowym zdjeciu. W zaleznoéci od urzadzenia ich
liczba moze wahaé sie od kilku tysiecy do nawet kilkuset milionéw. Generalnie,
im jest ich wiecej, tym lepsza koricowa rozdzielczosé zdjecia.

W czasie ekspozycji fotony ($wiatlo) uderzaja w powierzchnie komoérek
$wiattoczulych, uwalniajac elektron w wyniku efektu fotoelektrycznego.
Wytworzony w ten sposéb tadunek elektryczny gromadzi si¢ w écianach tych
komérek, tworzac studnie potencjatu. Jak latwo si¢ domyslié, liczba elektrondw
w takiej studni zalezy od iloéci $wiatla, jaka padta na pojedyncza komorke.

W obszarach matrycy CCD, na ktore pada $wiatto bardzo jasnej gwiazdy
(emitujacej wiele fotonéw), komérki §wiattoczule zawieraja wiecej tadunku
elektrycznego niz w miejscach, do ktorych dociera $wiatlo z ciemniejszych
mgtawic lub odleglych galaktyk.

Po zakoriczeniu ekspozycji (poprzez zamkniecie migawki w aparacie) ladunek
jest przeniesiony z przetwornika CCD do komputera i wy$wietlony na monitorze.
Jak? Metoda jest calkiem prosta. Zdjecia sa odczytywane po jednym wierszu na
raz. Zgromadzony w kazdej komérce tadunek elektryczny jest przesuwany w dét
matrycy, a ostatni wiersz przenoszony do rejestru przesuwnego (shift rejestr).
Tam do kazdej komérki przypisywana jest wartos¢ liczbowa na podstawie
zgromadzonej w niej liczby fotonéw. Tak przekonwertowany sygnal cyfrowy

jest z kolei wysylany do komputera. Caly proces powtarza sie az do momentu,
gdy elektrony kazdej komorki zostana przekonwertowane na warto$é¢ piksela.
Wéwcezas moga zosta¢ wyswietlone na ekranie komputera jako surowy obraz.

Rewolucja w astronomii

Zastosowanie kamer CCD w astronomii dostarczyto nam niesamowitych ilosci
danych. Ich liczba jest tak duza, ze aby identyfikowaé¢ obiekty, ktore jestesmy
w stanie zarejestrowa¢ na zdjeciach, potrzebujemy pomocy komputeréw

i samouczacych si¢ algorytmoéw. Jedno zdjecie wykonane kamerag CCD

(np. Hubble Deep Field Image wykonane teleskopem Hubble’a) moze zawieraé
obraz setek tysiecy galaktyk emitujacych bardzo stabe promieniowanie
docierajace do nas sprzed miliardow lat. Dzieki kamerom CCD rejestrujemy
promieniowanie niosgce informacje o tworzeniu si¢ i ewolucji galaktyk, obcych
uktadéw planetarnych i zmian na naszym Storicu.

Technologia tak bardzo uzyteczna w astronomii szybko znalazta zastosowanie
w zyciu codziennym i ulegta swoistej ewolucji. Jej zmodyfikowana wersje —
detektor CMOS — nosisz codziennie w kieszeni. Zasada dzialania obu detektorow
jest taka sama — wykorzystanie zjawiska fotoelektrycznego, réznia sie jedynie
sposobem sczytywania tadunku z matrycy. Poczatkowo detektory CMOS
charakteryzowaly sie gorsza efektywnoscia w przeksztalcaniu sygnatu swietlnego
na elektryczny (sygnal obciazony byl szumem), przez co w astronomii, skupionej
na bardzo stabym sygnale, nie znalazly zastosowania. Jednak popularnosé
detektorow CMOS, szczegdlnie zastosowanie w telefonach komoérkowych,
doprowadzily do ich udoskonalenia. Wspélczesnie efektywnoscia doréwnuja
kamerom CCD, a do tego zuzywaja zdecydowanie mniej energii i pozwalaja na
szybsze sczytywanie obrazu (moze sie okazaé przydatne w obserwacji planet).
Zmiany zaszly tak daleko, ze historia zatoczyla koto. Detektory CMOS sg
coraz czesciej wykorzystywane przez rynek kamer astronomicznych i wkrotce
prawdopodobnie catkowicie zastapia kamery CCD.
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Czytelnik Lubigcy Analize Matematyczna
doprecyzuje, ze ,porzadna” znaczy tu
»spelniajaca warunki Dirichleta”.

W funkcjach z okresem T # 27 trzeba
przeskalowaé x przez 2%

Sporzadzanie widma funkcji f to nic
innego, jak znajdowanie takich n, ze
wyrazenie a, sin(nz) + by, cos(nz) jest
istotnym skladnikiem funkcji f.

Czytelnik Obeznany z Rezyserig Dzwicku,
gdy spojrzy na rysunek 2, powie

z tatwodcia, ze przedstawiony jest na nim

dzwiek A z oktawy wielkiej (czyli dzwiek

o bazowej czestotliwosci 110 Hz).

Zawijanie i wycinanie dzwiekow
Radostaw KUJAWA*

NagraliSmy ze znajomymi piosenke. Nie bylo to profesjonalne przedsiewzigcie:
nie wynajeliSmy studia nagraniowego, ale spotkaliSmy sie u jednego z nas,
wyjeliSmy instrumenty i zagraliSmy kilka razy do porzadnego dyktafonu.
Niestety, brak zawodowstwa dalo sie odczu¢ natychmiast — okazalo sie, ze
siedzialem na skrzypiacym krzesle, ktore przy kazdym moim ruchu robilto zizik,

Na szczescie rezyserzy dzwigku dysponuja narzedziami, ktére moga ,,wyciaé”,
albo przynajmniej ,,schowaé”; takie niepozadane odglosy. Nie trzeba byto
wiec spotykac si¢ jeszcze raz i pamigtaé, by siedzie¢ na innym krzesle.
Wystarczylo pozby¢ sie skrzypienia w trakcie obrobki nagrania. Taka
operacja wyciecia zbednego dzwieku jest mozliwa dzieki narzedziu, ktére

w skrécie nazwiemy FFT (Fast Fourier Transform, czyli Szybka Transformata
Fouriera).

Zeby zobaczy¢, jak dziala FFT, zacznijmy od podstaw. Dzwiek to funkcja
zmiany ci$nienia powietrza. Nie jest to jednak dowolna funkcja — ci$nienie
podlega niewielkim zmianom, a dzwieki, przynajmniej te w przyjaznej

dla ucha postaci, maja (méwiac muzycznie) swoja wysokosé, czyli ($cislej)
odpowiadajaca im funkcja zmiany ciSnienia powietrza jest funkcja okresowa.

Kazda porzadna funkcje okresowa mozna przedstawié¢ za pomoca szeregu
Fouriera. W duzym uproszczeniu — jedli funkcja f ma okres 27, to da sie ja
przedstawi¢ jako f(z) = C' + Y_.°; an sin(nz) + by, cos(nz). Tego mocnego
narzedzia teoretycznego nie mozna tu stosowaé Sciéle, bo na ogét dzwieki
zmieniaja sie¢ w czasie, wigc nie mamy do czynienia z funkcjami par excellence
okresowymi. Wciaz sa one jednak ,okresowawe”; to znaczy zmieniaja sie na
tyle wolno, ze mozna lokalnie sporzadzi¢ widmo dzwieku — czyli powiedzie¢,
ktoére czestotliwosci bazowe sa istotne w danej chwili. Wladnie to widmo jest
generowane przez FFT.

Spéjrzmy na dwie postacie pierwszego dzwigku wspomnianej wczedniej
piosenki — wykres drgania oraz odpowiadajacego mu widma.

0 0,02 0,04 0,06 0,08

Rys. 1. Funkcja zmiany ci$nienia w czasie dla dZzwieku struny gitarowej. Mozna w niej dostrzec
pewng regularnosé, lecz trudno ja precyzyjnie opisaé
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Rys. 2. Widmo dzwigku z rysunku 1. Na osi X jest czestotliwosé w Hz, na osi Y — amplituda drgania
w danej czestotliwosci

Rysunek 2 przedstawia udziat danej czestotliwosci w dzwigku z rysunku 1.
Ten dzwiek nie jest funkcja okresowa — kazdy puls ma nieco inny ksztalt —
jednak mimo to mozna sprobowac skonstruowac jego szereg Fouriera. Istotna
role beda odgrywa¢ w nim jedynie amplitudy ai19, b110, @220, b220, @330,

b330 itd.

Razem z FFT pojawia sie nowy punkt widzenia, niebywale przydatny

w analizie dzwieku. Z rysunku 1 mozna od biedy wydedukowaé czestotliwosé
bazowa, ale cala subtelnosé ksztaltu widma jest juz nie do wychwycenia.

Na rysunku 2 zupelnie jasne jest, ze szésta sktadowa (zabek o f = 660 Hz)
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Konstrukcja widma dyskretnego sygnatu
to Dyskretna Transformata Fouriera

(w skrécie DFT — Discrete Fourier
Transform,).

Czytelnik Oswojony z Liczbami
Zespolonymi moze dla k =0,..., N — 1
oraz dla prébek ag,...,an—1 obliczyé
k-ty element widma zgodnie ze wzorem:

N-—-1
i2mkn
A = anpe’ N |.

n=0

Uwaga: w DFT modul nie wystepuje —
Ap jest wtedy liczba zespolona, ktéra
niesie ze sobg dodatkowa informacje

o fazie drgania.

Czytelnik Wnikliwy zauwazy, ze oba
nawiniecia, ktére nie sumujg si¢ do 0,

sg réwnowazne — nawijanie co 1 promien
musi byé symetryczne do nawijania

co N — 1 promien! Co wigcej, nawijanie
co N — 1 promien ma swoj wlasny sens.
Bo choé, patrzac na probki z rysunku 3a,
spodziewamy sig, ze przyblizaja one
funkcje sin(x):

1

0 1 2 3 4 s 6

to jednak réwnie dobrze moga byé
prébkami funkcji — sin(7z):

Niepozadane zjawisko, ktére bierze sie

z niejednoznacznej reprezentacji sygnatu
okresowego przez jego wartosci chwilowe
i moze zaistnie¢ przy nieostroznym
przetwarzaniu sygnatéw, nosi nazwe
aliasingu. Polega na tym, ze po obrébce
sygnalu pojawiajg si¢ w nim
czestotliwosci, ktérych na poczatku nie
byto. Aby tego unikngé, trzeba braé¢ na
powaznie tylko polowe nawinieé (druga
polowa jest symetryczna). Zatem dla

N prébek zbadamy efektywnie tylko
pierwszych N/2 czestotliwosci bazowych.

Mozna na nawijanie spojrze¢ z innej
strony — jesli wiemy, jaka funkcje
nawijamy, nie musimy jej prébkowad,
mozemy ja nawinaé w sposéb ciagly. Na
ponizszych ilustracjach funkcja

f(xz) = sin(5z) nawinigta jest
odpowiednio jeden i dwa razy:

1 1

-1 -1

-1 0 1 -1 0 1
Oba ksztalty nieprzypadkowo wygladaja
bardzo podobnie do tych z rysunku 5 dla
k =11k = 2. Takie nawiniecie
nieskonczenie wielu préobek odbywa sie
w Ciaglej Transformacie Fouriera.

niemal nie istnieje, za to dziewiata (f = 990 Hz) jest tak duza jak czwarta
(f = 440Hz). To, ze takie fakty sa w ogéle mozliwe do zaobserwowania, jest
kluczowe chociazby w analizie mowy.

Jak skonstruowaé takie widmo? Zalézmy, ze funkcja opisujaca dzwiek jest
dyskretna, a wiec zadana jakim$ ciggiem probek ag,...,ayx—1. Wtedy widmo
rowniez jest dyskretne, nazwijmy jego wartoéci Ag, ..., Ay_1. Wartos¢ Ay
powie, jak istotna sktadowa dzwicku jest drganie o czestotliwodci k.

WyobraZzmy sobie plaszczyzne z punktem (0, 0), z ktérego wychodzi

N promieni (zob. rys. 3b). Potraktujmy wartosci prébek jako dlugosci
wektoréw (zob. rys. 3a). Kazdy wektor umieszczamy na odpowiednim
promieniu, czyli zaczepiamy go w punkcie (0,0) i nadajemy mu kierunek
tegoz promienia. Dla danego k zaczynamy od k-tego promienia i z nastepna
prébka skaczemy do promienia k krokéw wprzdd. Liczba Ay to dhugos$é sumy
wektorow-probek nawinietych podczas k-tego nawijania.

R3 R1
0 1 f . . 0 R&—> RO
Voo S
R6
-1
0 1 2 3 4 5 6 0

(a) 8 prébek funkcji sinus (b) 8 promieni z (0, 0)

Rys. 3. Wezmy N = 8 prébek, by na rysunku 4 nawingé je wokél punktu (0, 0)
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-0,5 0,0 05 -0,5 0,0 05 -0,5 00 0,5 -0,5 00 0,5 -0,5 00 05 -0,5 0,0 0,5 -05 0,0 0,5 -0,5 0,0 0,5
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Rys. 4. Nawijanie, przyktady dla k = 1, 3. Wektory zsumuja sie do zera dla k = 0,2,3,4,5,6 (dla
k = 1 zsumujg si¢ do (0,4), wiec drganie o czestotliwosci 1 jest drganiem bazowym badanej funkcji;
natomiast k = 7 to patologia — zob. margines)

By lepiej wyobrazi¢ sobie mechanizm nawijania, wezmy funkcje sin(5z) oraz
ogromne N, np. 128 (zob. rys. 5). Nawiniete wektory wykresla fantazyjne,
choé¢ zarazem bardzo regularne, ksztatty. Dos¢ tatwo mozna wyrobi¢ sobie
intuicje, ze w kazdym przypadku, z wyjatkiem k = 5, wektory zsumuja sie
do (0,0).

Rys. 5. Nawijanie N = 128 prébek funkcji sin(5z) dla k = 1,2,5

To, ze nawijane probki funkeji sin(lz) zsumuja sie do (0,0) dla kazdego
k # 1, to tylko potowa sukcesu. Kluczowa wlasnoscig jest, ze algorytm
wciaz bedzie dziata¢, gdy badana funkcja ma wiecej niz jedno drganie
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Zgodnie z uwagg o aliasingu, dla 64
prébek policzymy 32 warto$ci widma.

Przyktad z punktowym skokiem (rys. 8)
ma intuicyjny sens fizyczny, w praktyce
bowiem takim skokiem jest kazdy stuk,
trzask itd. Widmo za$ elegancko
tlumaczy, czemu jeéli klasnie sie przy
pianinie z nietltumionymi strunami, to
wszystkie mniej wigcej jednakowo mocno
zadzwieczg.

Tu zblizamy sie jeszcze bardziej do
szeregu Fouriera (rys. 9), bo warto$é¢
widma dla k = 0 odpowiada statej C we
wzorze

flz)=C+ 27:1 a; sin(lx) + by cos(lx).

Oczywiscie nie tylko syntetyczna fala
prostokatna ma w widmie same
nieparzyste sktadowe. W naturze taka
falg jest chociazby dzwigk tworzony przez
drgajaca kolumne powietrza jednostronnie
zamknieta, czyli np. przez klarnet.
Zwlaszcza niski rejestr tego instrumentu
ma miekka, ciepla barwe, ktéra bierze sie
wtladnie z wyeliminowania parzystych
sktadowych.

Wzmianka o szybkim generowaniu widma
jest doskonaly okazja, by wspomnieé, od
czego tak naprawde pochodzi skrét FFT:
Fast Fourier Transform to nazwa
algorytmu, ktéry w czasie O(nlogn)
oblicza widmo zadanego sygnalu. Jest
szybki, bo w elegancki sposéb korzysta

z pewnej dosé prostej cechy liczb
zespolonych, aby dwukrotnie zmniejszy¢
rozmiar danych wej$ciowych

bazowe. Mowiac bardziej formalnie, jesli nawiniemy préobki funkceji

f(z) =Y arsin(lz) + by cos(lx), to zsumuja sie one do (0,0) zawsze, gdy
dla danego [ mamy a; = 0 i b = 0. Czytelnik Spostrzegawczy od razu zauwazy,
ze wzor funkcji f jest juz bardzo podobny do wzoru na szereg Fouriera. . .

Spoéjrzmy na zestawione parami N = 64 probki réznych funkceji z ich widmami
wyliczonymi zgodnie z algorytmem nawijania.
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Rys. 7. Dla f(z) = sin(5z) + sin(10z) + sin(152) widmo wskaze 5, 10 i 15
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Rys. 8. Funkcja punktowo rézna od 0 ma widmo jednolicie rézne od 0

I

-1 | ) eaemaasssscscccssscccccsscccccsannna
0 1 2 3 4 5 6 00 5 10 15 20 25 31

Rys. 9. Funkcja stala ma widmo rézne od 0 tylko w k =0

T~

0 1 5 10 15 20 25 31

Rys. 10. Probki tzw. fali prostokatnej, czyli f(z) =
sktadowe dla k nieparzystych

sgn(sin(z)), dadza widmo, w ktérym zapalone sa

Czytelnika Uwaznego zaniepokoi, ze we wszystkich przykladach okresem
badanej funkcji byto sprytnie dobrane 27, co wiecej, po cichu zatozyliSmy,

ze ten okres jest znany. Takiego zalozenia w praktyce jednak na ogoét nie

ma — i to jest realny problem podczas przetwarzania sygnaltu. Rozwiazuje sie
go, ,Sciszajac” krance badanego przedziatu, by zniwelowaé¢ skok na granicy
okreséw. Mowiac Scislej, przemnaza sie probki przez tzw. funkcje okna.
Dlatego tez drganie przedstawione na rysunku 1 ma mala amplitude na
swoich koncach.

Wiemy zatem, ze widmo dzwieku mozna wygenerowac, i mniej wiecej wiemy
jak. Okazuje sie, ze po pierwsze: umiemy je wygenerowaé szybko, a po drugie:
umiemy to widmo z powrotem odwinac¢ i wréci¢ do jego pierwotnej postaci

(i to tez umiemy zrobié¢ szybko!). Moge wigc bez problemu uzyé FFT, by
przeanalizowa¢ widmo nagrania ze skrzypiacym krzestem, zlokalizowac
czestotliwo$é dzwieku skrzypu i ja ordynarnie wyciaé (przy odrobinie
szczedeia uda mi sie nie zrobié duzej krzywdy wlasciwym dzwiekom piosenki).
Nastepnie moge z powrotem odwinaé¢ widmo i uzyskaé pierwotne nagranie,
tylko juz bez krzesta.

Naturalnie transformata Fouriera jest czyms$ duzo wiecej niz tylko korektorem
niedoskonalosci offowych piosenek. Jest wszechobecna w cyfrowym
przetwarzaniu sygnaléw, zaréwno elektrycznych, jak i akustycznych, jej wersja
ciagla jest nieodzowna w mechanice kwantowej, pod nieco zmieniona postacia
odpowiada za kompresje MP3, a nawet jest biologicznie zaimplementowana

w ludzkim uchu. Jednak juz sam jeden przyklad wycinania skrzypiacego
krzesta wystarcza, bym wciaz trwal w zachwycie, ze ,tak sie da”.
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‘Warto wspomnieé, ze w kategorii ,,Stowo
roku 2009” nominowany byl czasownik
to fail, ktéry postagpil honorowo

i przegral. Jego porazka (sukces?) byta
jednak polowiczna, gdyz zwyciezyt

w kategorii ,,Najbardziej uzyteczne stowo
roku 2009

-
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% | 20,25 (9,93 |20,04 | 29,75 | 10,10 | 9,92

Rozkladem nazwiemy dowolny ciag
N liczb nieujemnych, sumujacych sie
do 1.

(%) istnieje takie r, ze dla dowolnych
4,7 < N z dodatnim
prawdopodobienstwem mozemy sie
przeniesé z miasta ¢ do miasta j po
doktladnie r dniach.

Google w tanncuchach
tukasz RAJKOWSKI

Xo = Wstep. W roku 2009 stowem dziesieciolecia stowarzyszenie American
Dialect Society oglosilo czasownik to google, ktorego polski odpowiednik —
guglowaé/guglaé¢ — omawiany jest juz na stronach Stownika Jezyka Polskiego,
PWN. Nic dziwnego, wszak korzystanie z wyszukiwarki Google stalo sie
elementem codziennos$ci wiekszosci z nas i nie mamy skrupuléw przed
zadawaniem jej pytan o najblahsze sprawy. Idac za mys$la przewodnia tego
numeru Delty, o nieoczekiwanych zwiazkach teorii z rzeczywistoscia, pokazemy,
co wspdélnego ma wszedobylska wyszukiwarka z teoria tancuchow Markowa,
sformulowana w poczatkach XX wieku.

X7 = Przyktad. Powiedzmy, ze zwiedzamy graf spdjny w taki sposéb, ze

po znalezieniu si¢ w danym wierzchotku, w kolejnym kroku odwiedzamy
ktoregos z jego sasiadéw, kazdego z tym samym prawdopodobienstwem. Dla
przykladu, kolejnymi odwiedzonymi wierzchotkami przy spacerowaniu po grafie
na marginesie mogtyby by¢ 1, 3, 4, 2, 4, 6, ... Tabela przedstawia procentowy
czas spedzony w poszczegolnych wierzcholtkach w pewnej symulacji 10 000
krokéw zwiedzania tego grafu. Zauwazmy, ze przedstawione wartosci wydaja
sie mocno powiazane ze stopniami (czyli liczbami sasiadéw) poszczegblnych
wierzcholkéw. Oczywiscie nie jest to wcale przypadek, co niebawem wyjasnimy.

X = Internet. Zalézmy, ze przegladamy strony internetowe w bezmy$lny
sposéb (nie rébeie tego w domu!), za kazdym razem klikajac w losowo wybrany
odnosnik na stronie, na jakiej sie znalezliémy. Gdyby procentowa liczba
odwiedzin danej strony (na przyklad deltami.edu.pl) stabilizowala si¢ na
pewnej granicznej wartosci, to byloby rozsadnie uznac¢ te wartos¢ za miare
waznoéci tej strony — im jest wigksza ta wartosé, tym czesciej trafialibyémy na
dana strong, ,losowo” przegladajac Internet. Na pierwszy rzut oka nie wiadomo
jednak, jak te warto$¢ obliczyé — pomoga nam w tym wspomniane we wstepie
tancuchy Markowa.

X3 = Lancuchy Markowa. Larcuchy Markowa stanowia matematyczny model
dla nastepujacej (malo rzeczywistej, ale mam nadzieje do$¢ obrazowej) sytuacji:
wyobrazmy sobie uklad N miast (ponumerowanych liczbami od 1 do N).

W kazdym z nich znajduje si¢ teleport, ktory w losowy sposéb wybiera miasto,
do ktorego przenosi uzytkownika. Niech teleport w miescie ¢ przenosi do

miasta j z prawdopodobienstwem p;;. Zalézmy, ze postanowiliémy pozwiedzac
miasta, codziennie korzystajac (jednokrotnie) z zamieszczonych w nich
teleportow.

Przyjmijmy, ze miejsce startu (,,dzien zero”) jest losowe; z prawdopodobienstwem
m; jest to miasto . Z jakim prawdopodobienstwem pierwszego dnia znajdziemy
sie w miescie j7 Szansa na rozpoczecie z k-tego miasta i przejscie do j-tego
wynosi mpyj, a zatem prawdopodobienstwo odwiedzenia j-tego miasta

pierwszego dnia to 71'](.1) = Z/JCV=1 TkPkj- Z rozkladu w ,dniu zero” 7 = (my,...,7N)
otrzymali$my rozklad w pierwszym dniu 7! = (71'51), e ,wg\})). W tym sensie

prawdopodobienistwa (p;;); j<n okreslaja nam przeksztalcenie P, ktére z jednego
rozkladu tworzy inny.

X4 = Rozklad stacjonarny. Przy zalozeniu (x), przedstawionym na marginesie,
r-ta iteracja przeksztalcenia P jest przeksztalceniem zwezZajgcym, tzn. zmniejsza
odleglosé miedzy rozkladami o ustalony z géry czynnik. Aby to stwierdzenie
miato sens, musimy doprecyzowaé odleglo$¢ miedzy rozkladami — u nas bedzie
to |w—v| = Zi\;l |7 — vi|. W tej sytuacji z twierdzenia Banacha o punkcie
stalym wynika, ze istnieje punkt staly przeksztalcenia P, czyli taki rozklad 7
(nazywany stacjonarnym), ze P(7) = 7, tzn. prawdopodobieristwo wystartowania
z i-tego miasta jest takie samo, jak prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w nim
pierwszego (wiec réwniez drugiego, trzeciego, ...) dnia. Z twierdzenia Banacha
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O twierdzeniu Banacha mozna wiecej
poczytaé w artykule Jarostawa
Gérnickiego w Aig.

Przez P(A | B) oznaczamy
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A
pod warunkiem zajécia zdarzenia B.

Zauwazmy, ze losowe przegladanie stron
réwniez mozemy potraktowaé jako
spacerowanie po grafie, lecz tym razem
jest to graf skierowany.

wynika rowniez, ze rozklad # moze zosta¢ uzyskany z dowolnego rozktadu =
poprzez iteracje P, tzn. ciag P"(w) (gdzie P" = Po...o P) jest coraz lepszym
przyblizeniem 7.

X5 = Czas powrotu. Kiedy rozklad 7 istnieje, to (zakladajac (x)) ma pewna
ciekawg wlasnos$é¢ — m; jest réwny odwrotnodci $redniego czasu oczekiwania na
powrdt do i-tego wierzchotka, co teraz uzasadnimy. Zalézmy, Zze rozpoczeliSmy
nasza wedréwke, losujac startowe miasto z rozktadu stacjonarnego. Pewnego
dnia znalezliSmy sie w i-tym miescie i zastanawiamy sie, kiedy don wrécimy.
Liczbe dni, jakie uptyna do pierwszego powrotu, oznaczmy jako 7; — jest to
pewna losowa wielko$¢. Niech u; bedzie wartoscig oczekiwana 7;, tzn.
Niech X bedzie numerem miasta odwiedzonego k-tego dnia i niech Ay; oznacza
zdarzenie, ze k-tego dnia byliSmy w miescie ¢, do ktérego nie wréciliémy przez
kolejnych ! dni. Zauwazmy, ze P(1; > k+ 1) = P(Aok | Xo = ¢) oraz P(Xo =1i) = 7y,
zatem korzystajac z (1), dostajemy
(2) ﬁiui = IP(AQ()) + P(Aol) + IP(AQQ) + P(Aog) + ...
Poniewaz wyszliémy od rozkladu stacjonarnego, wiec P(Ay;) zalezy tylko
od ! (co moze wymagaé chwili zastanowienia), zatem suma pierwszych n + 1
sktadnikéw w (2) to

By,

(3) P(An(]) + P(A(nfl)l) + e + P(Aon) == ]P(AHO U A(’nfl)l U PP U Aon)7

gdyz zdarzenia Ay(,_g) sa roztaczne, ponadto ich suma B,, to zdarzenie, ze
w pierwszych n dniach odwiedziliSmy co najmniej raz i-te miasto. Z zalozenia (x)
mozna wywnioskowadé, ze P(B,,) jest zbiezne do 1, a zatem z (2) i (3) wynika

Xe = Liczba odwiedzin. Na zakonczenie teoretycznych rozwazan zauwazmy,
ze skoro wartos¢ oczekiwana liczby dni potrzebnych na powrét do i-tego miasta
wynosi p;, to drednio ,raz na p;” krokéw wracamy do i, zatem jesli D,;) jest
liczbg dni spedzonych w i-tym miescie podczas pierwszych n dni, to fo ) /n staje
sie coraz blizsze 1/u; = 7;. Rozumowanie to mozna nietrudno uscislié przy uzyciu
Mocnego Prawa Wielkich Liczb.

X7 = Przyktad wyjasniony. Zauwazmy, ze nasz spacer po grafie

spojnym odpowiada tancuchowi Markowa o prawdopodobienstwie przejscia

pij = deg(i)~'1;~;, gdzie deg(i) to stopien wierzcholka i, a 1;~; przyjmuje
warto$¢ 1, jedli j jest sasiadem ¢, oraz 0 w przeciwnym przypadku. Niech e
bedzie liczba krawedzi. Latwo uzasadnié, ze suma stopni wierzchotkéw w grafie
wynosi 2e, a zatem wagi 7; = deg(i)/(2e) stanowia rozklad. Zwréémy uwage, ze

N

N N .
_ N~ deg(R) Mooy Doy Deny _ des(d)
kzzlﬂ-kpkj B kzz:l 2¢  deg(k) 2¢ T T2

zatem 7 jest rozkladem stacjonarnym — uzasadnia to zaobserwowany wczesniej
fenomen dotyczacy $redniego czasu przebywania w danym wierzchotku. Dosé

nieoczekiwanym stad wnioskiem jest to, ze $rednia liczba odwiedzin jest w tym
przypadku wtasnoscia lokalna i zalezy tylko od stopnia wierzchotka i liczby
krawedzi; bez znaczenia jest struktura pozostalej czesci grafu (jak réwniez liczba
wierzchotkow).

Xg = Google i PageRank. Wr6émy do losowego przegladania stron.
Oczywiscie, ono réwniez okresla nam pewien tancuch Markowa. Gdyby spelnione
byto zalozenie (x), to érednia liczba odwiedzin danej strony (czyli szukana
warto$é strony) zbiegalaby do wartosci rozkladu stacjonarnego dla tej strony.
Niestety podczas opisanego spacerowania po stronach internetowych moglibysmy
wpaéé w pewne pulapki; mozemy na przyklad trafi¢ na strone bez zadnego
odnoénika lub w inny spos6b naruszyé (x). Celem rozwiazania tego problemu

12



O algorytmie PageRank z odrobine innej
perspektywy mozna przeczytac

w artykule Krzysztofa Diksa w Ags.
Zachegcamy do lektury!

wprowadza si¢ niezerowe prawdopodobienstwo ,teleportacji” — przed kliknigciem
w dowolny odnoénik mamy szanse (1 — «) (lub 1, jesli na danej stronie nie ma
odnoénikéw) na przeskoczenie do losowo wybranej strony, kazdej z jednakowym
prawdopodobienstwem. W odréznieniu od wczesniejszego przykladu, nie mozemy
jednak w prosty sposéb wskazaé rozkladu stacjonarnego, a doktadne rozwigzanie
odpowiedniego ukladu réwnan nie wchodzi w gre ze wzgledu na ogromna
liczbe stron internetowych. Wiemy jednak, ze zgodnie z twierdzeniem Banacha
o punkcie stalym mozemy Frzybhzyc rozklad stacjonarny poprzez rozpoczecie od
dowolnego rozkladu (np. 7; 0~ 1/N) i powtarzanie

(n) (n) N (1 a) (n)

(4) S - g(J) P A z_; :

J—i deg(j)=0

gdzie pierwsza suma obejmuje wszystkie strony wskazujace na i, a druga
wszystkie ,strony puste”. Ten sposéb mierzenia i obliczania wazno$ci strony
zostal zaproponowany przez Larry’ego Page’a i Sergeya Brina w 1997 roku,
ochrzczony PageRank i wykorzystany w stworzonej przez nich wyszukiwarce
Google jako istotny czynnik przy decydowaniu o kolejnosci wyswietlanych
stron internetowych. I chociaz informacja o warto$ciach PageRanku nie jest
juz dostepna publicznie, wiele wskazuje na to, ze ciagle odgrywa on niemata
role w sposobie, w jaki Google sortuje wyniki. Czytelnikom Zainteresowanym
polecam samodzielne wyguglanie szczegotow.

i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1618. Do dyspozycji mamy n jednakowych swieczek. Pierwszego dnia
zapalamy jedna $wieczke na doktadnie godzing. Drugiego dnia wybieramy
dwie $wieczki i zapalamy je réwniez na godzine. Ogdlnie k-tego dnia pewnych
k $wieczek pali si¢ przez godzine. Przypusémy, ze n-tego dnia po uplywie
godziny wszystkie $wieczki wypalily sie réwnoczeénie. Wyznaczy¢ wszystkie
wartosci n, dla ktorych taka sytuacja jest mozliwa.

Rozwiazanie na str. 4

M 1619. Dwa rozlaczne podzbiory zbioru {1,2,...,n} maja te sama
sume elementéw. Wykazaé, ze kazdy z tych podzbioréw ma mniej niz
n/v/2 elementéw.

Rozwiazanie na str. 7

M 1620. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wlasnosci:
Liczby calkowite od 1 do 16 mozna tak wpisa¢ w pola tablicy 4 x 4, aby

sumy liczb w wierszach i kolumnach byly o§mioma parami réznymi liczbami
calkowitymi, z ktorych kazda jest podzielna przez n.

Rozwiazanie na str. 15

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 987. Podczas roztadunku wagonéw debowe belki staczane sa z pochylni
wykonanej z dgbowych desek. Jaka jest najwicksza wartosé kata o miedzy
pochylnig i poziomem, dla ktérej belki staczaja si¢ bez poslizgu? Nalezy przyjac,
ze belki maja ksztalt walcéow, a wspdlczynnik tarcia statycznego drzewa miedzy
powierzchniami z drzewa debowego wynosi f = 0,58.

Rozwiazanie na str. 5

F 988. Dwa kétka (walce) o promieniach R ir (R > r) wyciete z tego samego
arkusza blachy osadzone sa na dwoch réwnolegtych osiach, wokét ktérych moga
sie swobodnie obracaé. Wigksze z kotek wprawiono w ruch obrotowy, nadajac
mu predkosé katowa g, a nastepnie osie zsunieto tak, ze kétka stykaly sie.
Jaka ustalila sie koncowa predkos¢ katowa wiekszego z kélek? Przyjmij, ze
wspolczynnik tarcia kinetycznego miedzy powierzchniami bocznymi kotek
wynosi f 1 pomin pozostale opory ruchu (tarcie w zamocowaniu osi, opér
powietrza itp.).

Rozwiazanie na str. 14
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Rozwigzanie zadania F 988.

W chwili poczatkowej predko$é wzgledna
powierzchni kétek w punkcie ich styku
wynosita Qg R. Na powierzchnie kélek
dziataly wigc sity tarcia kinetycznego
réwne co do wielkosci, ale skierowane
przeciwnie. Wigksze kétko byto
,hamowane”, a mniejsze ,,przyspieszane”,
az do chwili, gdy predkosci liniowe
powierzchni w miejscu ich styku
wyréwnaly sie, co oznacza, ze koricowe
predkosci katowe wigkszego kétka

i mniejszego wy, spelnily warunek:

(%) QrR = —wgr

(znak minus, bo obroty sa w przeciwne
strony). Niech N oznacza sile dociskajaca
powierzchnie kétek, I moment
bezwladnosci wigkszego z nich,

a ¢ mniejszego. Mamy réwnania ruchu
obrotowego walcéw:

IE=—fNR, ie=—fNr,

gdzie E i € oznaczaja odpowiednio
przyspieszenia katowe wiekszego
i mniejszego kétka (w obu réwnaniach
wystepuje po prawej stronie znak minus,
bo i sily, i wektory potozenia punktéw
przylozenia sil wzgledem osi kétek sa
skierowane przeciwnie). Z uplywem
czasu t predkosé katowa wigkszego kétka
Q zmienia si¢ jak Q = Qo — tfNR/I,
a mniejszego jak w = —tfNr/i.
Podstawienie tych zaleznosci do
warunku (x) pozwala znalezé czas
ruchu t; do chwili ustania poslizgu
powierzchni:
QR

IN(R2/T +r2/i)’
a nastepnie koncowa predkos$é katowa Qp:

R? R?

2 37) = Q055
R + 125 R2 4 r
Ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze jesli
kétka wycieto z tego samego arkusza
blachy, to ich masy pozostajg w stosunku
jak kwadraty ich promieni, a momenty
bezwtadnosci jak czwarte potegi promieni.
Jak widaé, sita tarcia (fN) wystepuje
tylko we wzorze na tj, co oznacza, ze te
samag warto$é Qj otrzymaliby$my, gdyby
uzgodnienie predkosci obrotu nastepowalo
natychmiast po zetknieciu kétek, tak jak
mozna by przyjaé dla két zebatych.

tr

Q= Qo(1 —

Praktyczne, bo niepraktyczne
czyli: od teorii liczb do kryptologii

Tomasz KAZANA

Teoria liczb to prawdopodobnie najstarsza dziedzina wiedzy matematycznej,
badana intensywnie juz w czasach starozytnych (a zapewne jeszcze wcezedniej;
mozliwe, ze nawet zanim powstala jakakolwiek cywilizacja operujaca przekazem
pisemnym).

Grekéw niebywale fascynowaly liczby pierwsze (umieli udowodnié, ze jest ich
nieskoriczenie wiele!) i rézne zagadnienia obliczeniowe z nimi zwiazane: potrafili
na przyklad sprawnie wyznacza¢ zbidér wszystkich liczb pierwszych nie wigkszych
niz N, dla zadanego N (sito Eratostenesa) czy szybko odnajdowaé najwigkszy
wspélny dzielnik (NWD) dwéch liczb naturalnych (algorytm Euklidesa).

W zasadzie przez wszystkie kolejne stulecia zagadnienia z tej dziedziny bytly
zawsze w orbicie zainteresowan matematykow, cho¢ niespecjalnie miato to
przelozenie na praktyczne zastosowania. Oczywiscie dla rasowego matematyka
nigdy nie jest to przeszkoda, a wrecz — co szczegdlnie podkresdlal Carl Gauss —
moze stanowi¢, trudna do zrozumienia dla profanéw matematyki, dodatkowa
motywacje do ich zglebiania.

Historia rozwoju teorii liczb jest fascynujaca i pelna nieoczekiwanych wynikéw,
jednak ambicja tego tekstu nie jest nawet jej naszkicowanie. Raczej — idac

z duchem numeru Delty, ktéry Czytelnik trzyma w dloni — chcemy pokazaé
pewne pojecia, koncepcje i hipotezy, ktére znali juz Fermat, Gauss, Goldbach
czy Euler, a ktére okazaly sie uzyteczne dopiero po ich $mierci. Innymi stowy,
krélowa matematyki (ze pozwolimy sobie przywolaé¢ po raz drugi stowa Gaussa
na temat teorii liczb) nie jest az tak niewinnie i platonicznie piekna, jak naszym
wielkim przodkom sie wydawato.

Stety czy niestety, w XX wieku matematycy nauczyli sie teorie liczb
wykorzystywaé do bardzo przyziemnych celow.

Algorytmiczna teoria liczb

Jedna z waznych klas problemoéw teorii liczb sa problemy obliczeniowe. Juz

w czwartej klasie szkoty podstawowej dzieci ucza sig, jak pisemnie dodawaé¢ dwie
liczby zapisane w systemie dziesigtnym. Latwo zauwazy¢, ze podany na lekcjach
algorytm bedzie efektywny (dajacy sie wykona¢ w rozsadnym czasie na kartce)
dla bardzo duzych, nawet kilkudziesieciocyfrowych, liczb.

Nie kazdy problem z teorii liczb umiemy efektywnie rozwiazywacé. Czasami
nawet dla pozornie bardzo podobnych do siebie probleméw znamy bardzo
rézne (w sensie efektywnodci) jakoSciowo rozwiazania. Na przyklad szukanie
NWD dla dwéch nawet bardzo duzych liczb jest szybkie, ale juz rozklad na
czynniki duzych liczb — obliczeniowo jest w zasadzie poza zasiegiem najszybszych
wspolczesnych komputerow.

Poddziedzina teorii liczb zajmujaca sie takimi zagadnieniami (co umiemy,

a czego nie umiemy efektywnie obliczaé dla duzych liczb) nazywana jest
algorytmiczna teoria liczb. To wladnie gléwnie wyniki (zaréwno negatywne, jak
i pozytywne!) z tego obszaru staly sie przyczynkiem do rozwoju kryptologii —
jakze praktycznej gatezi wspotczesnej informatyki.

Kryptologia

W twierdzeniach kryptologicznych zwykle postulujemy, ze przeciwnik
(podstuchiwacz, wlamywacz) — nawet jesli ma czeSciowy dostep do systemu
(moze podstuchiwaé to, co ,w eterze”, ma ograniczony dostep do komputera
ofiary itp.) — to i tak nie jest w stanie czegos zrobi¢ — odtworzyé wiadomosci,
zmieni¢ wartodci jakiejs zmiennej itp. Jak w ogéle mozna podejé¢ do rozwiazania
tak postawionego problemu?
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Taher Elgamal — egipski informatyk,
ktéry w 1985 (jako pracownik firmy
Hewlett-Packard) zaproponowat
wykorzystanie trudnosci problemu
logarytmu dyskretnego w kryptografii
klucza publicznego. Wczesniej ten
problem byl wykorzystywany

w kontekscie szyfrowania symetrycznego,
co zaproponowal Martin Hellman, zreszta
promotor doktoratu Elgamala na
Stanfordzie.

Szyfr ElGamala to jeden z dwéch
najpopularniejszych (obok RSA) szyfréow
kryptografii asymetrycznej. Trudnosé
RSA wynika z trudnoéci roztozenia duzej
liczby na czynniki pierwsze, natomiast
trudnosé szyfru ElGamala z trudnosci
obliczenia logarytmu dyskretnego modulo
duza liczba.

R

Rozwigzanie zadania M 1620.
Odpowiedz: n = 2 oraz n = 4.

Sposréd o$miu rozwazanych sum
najwieksza jest z jednej strony nie
mniejsza od 8n, a z drugiej — nie wigksza
od 13 + 14 4+ 15 4+ 16 = 58. Stad wniosek,
ze n < 7. Ponadto suma o$miu
rozwazanych sum jest réwna
dwukrotnosci sumy wszystkich liczb
wpisanych w pola tablicy, czyli 16 - 17.
Liczba n jest dzielnikiem tej sumy, wobec
czego n = 2 lub n = 4. Ponizszy przyktad
pozwala stwierdzié, ze te wartos$ci n

w istocie sg osiggalne.

1 3 5 7
2 4 6 8
9 11 13 15
16 14 12 10

Szkic argumentacji jest zwykle podobny: wykazujemy, ze gdyby przeciwnik
byl w stanie co$ niecnego zrobié, to korzystajac (by¢ moze nietrywialnie) ze
szczegoléw jego ataku, moglibysSmy efektywnie rozwiazaé jaki$ standardowy
problem z algorytmicznej teorii liczb, o ktérym wiemy (a czedciej: w ktéry
wierzymy), ze jest trudny. Takie wnioskowanie sugeruje, ze przestanka byla
falszywa, a wiec ze jednak taki sprytny przeciwnik po prostu nie istnieje.

I tak: szyfrowanie ElGamala da si¢ zredukowaé do problemu trudnoéci logarytmu
dyskretnego. Problem ten polega na znalezieniu (dla danych a,b € N oraz p € P)
takiej liczby x € N, ze

a® =b (mod p).

Wierzymy, ze powyzszy problem jest bardzo trudny dla duzych a,b, p. Z drugiej
strony, potrafimy $cisle udowodnié, ze majac w reku algorytm A lamiacy

(w pewnym $cisle okreslonym sensie) schemat szyfrujacy ElGamala, mozemy
skonstruowaé algorytm A’ efektywnie rozwiagzujacy problem logarytmu
dyskretnego.

Z powyzszych dwéch faktéw (a raczej: jednego postulatu ,na wiare” i jednego
$cistego rozumowania) wprost wynika, ze nie moze istnie¢ zaden algorytm
tamiacy szyfr ElGamala.

W podobnym duchu wykorzystuje si¢ przerézne zalozenia z algorytmicznej teorii
liczb do dowodzenia bezpieczenstwa réznych, czesto bardzo nietrywialnych,
protokotéw kryptologicznych. Oczywiscie staramy sig¢, aby zatozen
teorioliczbowych byto jak najmniej oraz aby byly one jak najbardziej
standardowe. Poza wyzej wyeksponowanym problemem logarytmu dyskretnego
czesto wykorzystywanymi w kryptologii zalozeniami sg m.in.:

e trudno$¢ rozkladu duzych liczb na czynniki pierwsze;

e trudnos¢ logarytmu dyskretnego w grupie punktéw krzywej eliptycznej
(zob. Afy):

e trudnos¢ stwierdzania, czy dana liczba k jest reszta kwadratowa modulo
n =p-q, dla pewnych danych p,q € P (a jest reszta kwadratowa modulo b,
gdy istnieje € N taki, ze a = 22 (mod b)). Ten problem jest problemem
decyzyjnym (k albo jest, albo nie jest reszta kwadratows modulo n),
wigc trudnosé oznacza tu, ze nie umiemy znalezé algorytmu, ktéry osiaga
prawdopodobieristwo sukcesu istotnie wieksze niz 50%;

e pewna ustalona funkcja f (np. funkcja SHA-3) ma wlasnoéé funkceji
jednokierunkowej, a wigc dla danego losowego y bardzo trudne jest znalezienie
dowolnego x takiego, ze f(z) =y.

Powyzsze zalozenia nie wyczerpuja pelnego zakresu popularnych zatozen
teorioliczbowych, ale stanowia juz potezna baze, z ktérej da sie zbudowaé
niezwykle wyrafinowane konstrukcje kryptologiczne, takie jak podpis cyfrowy,
obliczenia wielopodmiotowe, dowody z wiedza zerowa, szyfrowanie asymetryczne,
elektroniczna gotéwka i inne.

Protokoty kryptologiczne sa czesto bardzo pomystowe, a dowody ich redukcji
naleza do trudnych zagadnien z algorytmicznej teorii liczb — niejednokrotnie

sa trikowe i nieoczywiste. Z braku miejsca w tym tekécie nie umieszczamy
konkretnych przyktadéw, pozostajac w obszarze dywagacji ogélnych. Chetnych
do doktadniejszego zglebienia tych zagadnien zapraszam do przesledzenia cyklu
A jednak si¢ da, ktéry proponowaliémy w Delcie od numeru AlY do numeru Af,.
Dodatkowo — mozna to zrobi¢, wyczulajac sie szczegdlnie na precyzyjna analize,
jakie konkretnie zalozenia teorioliczbowe stoja za rozpatrywanymi protokotami.
To moze byé¢ bardzo pouczajace ¢wiczenie!

Mysle, ze naprawde warto, tym bardziej ze jest to przeciez ta czesé osiagnieé
ludzkoéci, ktéra nawet nie $nita sie takim tuzom matematyki, jak sam ksiaze
Carl Gauss.
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Rys. 1. Orbity satelitéw systemu GPS

Promienie orbit i okresy obiegu satelitéw
réznych systemoéw:

GPS: 20183 km, 11 h 58 min

GLONASS: 19130km, 11 h 16 min
Galileo: 23222km, 14 h 5 min

BeiDou: 21150 km, 12 h 38 min

Okres obiegu satelity GPS jest réwny
doktadnie potowie doby gwiazdowej,
dlatego satelity GPS wykonujg doktadnie
2 obroty wokét Ziemi na dobe. Satelity
GLONASS, Galileo i BeiDou wykonuja

; s 17 17 i 17
odpowiednio -, 15 1 75~ obrotu na dobe.

O pomiarach czasu i zegarach atomowych
pisal Krzysztof Pawtowski w A‘lls.

Teoria wzglednosci w smartfonie
Szymon CHARZYNSKI

Gdy na przetomie XV i XVI wieku Krzysztof Kolumb przybijat z kolejnymi
wyprawami do wybrzezy Ameryki, byl przekonany, ze sg to wybrzeza Azji.

W owych czasach okreslenie swojej pozycji na ziemskim globie nie byto tak
trywialnie proste jak dzis, kiedy prawie kazdy ma w smartfonie odbiornik
zdolny do okreslania aktualnego potozenia z doktadnoscia do kilku metréw.
By¢ moze nie kazdy wie, ze dziatanie satelitarnych systeméw pozycjonowania
oparte jest na teorii wzglednosci Einsteina, i to zaréwno szczegdlnej (STW), jak
i ogblnej (OTW). Takiego zastosowania swojej teorii nie przewidywal zapewne
nawet sam jej odkrywca.

Nie tylko GPS. Obecnie funkcjonuja (lub sa na ukoniczeniu) cztery

niezalezne od siebie globalne systemy pozycjonowania satelitarnego. Najstarszy
to amerykanski GPS-NAVSTAR. Od wielu lat dziata réwniez rosyjski
GLONASS. Zbudowany przez Unie Europejska Galileo wlasnie uzyskuje pelna
funkcjonalnos¢, natomiast czwarty system (chinski BeiDou) ma byé w pelni
gotowy w 2020 roku. Oproécz tego Indie i Japonia pracuja nad swoimi systemami,
ktére jednak nie beda mialy zasiegu globalnego, przynajmniej na poczatku.

Kazdy z dzialajacych systeméw funkcjonuje na tej samej zasadzie. Sklada sie

z okolo 30 satelitéw, z ktorych kilka pelni role rezerwowych, a od 24 do 28

jest w uzyciu. Satelity kraza na wysokosci okoto 20000 km i obiegaja Ziemig

w czasie zblizonym do 12 godzin. Orbity zawarte sa w réznych plaszczyznach,
tak aby w kazdej chwili z kazdego miejsca na Ziemi widoczna byla mozliwie
jak najwieksza liczba satelitéw (dla pelnej funkcjonalnosci widoczne musza

by¢ co najmniej cztery). Kazdy satelita ma na pokladzie bardzo precyzyjny
zegar atomowy, i to zwykle nie jeden, aby zmniejszy¢ ryzyko wylaczenia satelity
z powodu awarii zegara. Obecnie instaluje si¢ najczesciej cztery dziatajace
niezaleznie zegary w jednym satelicie.

Jak to dziata? Zegary zainstalowane na satelitach sa ze soba regularnie
synchronizowane, a potozenia wszystkich satelitéw wyznaczane na podstawie
parametréw ich orbit. Satelity nadaja sygnal radiowy odbierany przez odbiornik
naziemny, na przyklad zainstalowany w smartfonie. W sygnale zakodowana jest
chwila wystania go przez satelite. Poniewaz sygnat rozchodzi si¢ ze skoriczona
predkoécia Swiatta, to chwila odebrania go przez nasz smartfon jest pozniejsza
niz chwila nadania go przez satelite. Mnozac réznice czaséw wystania i odbioru
przez predkosé swiatta, mozemy wyznaczy¢ odleglosé¢ do satelity. Wyznaczajac
odleglo$é¢ do trzech satelitow, ktoérych pozycje bardzo dokladnie znamy,
bylibydmy w stanie wyznaczy¢ polozenie odbiornika. Sprowadza si¢ to do
geometrycznego problemu wyznaczenia punktu przeciecia trzech sfer o zadanych
promieniach.

Niestety takie wyznaczanie potozenia bytoby bardzo niedoktadne, ze wzgledu na
zbyt mala precyzje zegara kwarcowego, w jaki wyposazony jest nasz smartfon.
Blad wzgledny typowego zegara kwarcowego jest rzedu 1076 (a czesto nawet
wiekszy), co daje blad rzedu kilku sekund na miesiac. Oznacza to, ze juz

w pierwszej sekundzie po synchronizacji pomiar obarczony jest btedem 1076,
co pomnozone przez predkosé swiatta daje niedokladno$é w wyznaczaniu
odleglosci do satelity rzedu 300 m. Po godzinie od synchronizacji zegara
kwarcowego z wzorcem czasu blad przeliczony na odleglosé bedzie wigkszy niz
odleglo$é¢ do ksiezyca. Dlatego tak istotne jest, aby zegary na satelitach bytly
bardzo precyzyjne (btad wzgledny najdokladniejszych zegaréw atomowych

jest rzedu 10~'%). Ponadto do dokladnego wyznaczenia potozenia w trzech
wymiarach potrzebujemy sygnaléw z czterech satelitéw (a nie trzech), aby méc
uniezalezni¢ pomiar od wskazan zegarka w odbiorniku.

Z czterech sygnaléw mozna wyliczy¢ nie tylko polozenie miejsca rejestracji
sygnalu, ale réwniez czas, kiedy rejestracja miata miejsce, czyli znalezé
wspolrzedne przestrzenne i wspolrzedna czasowa zdarzenia w czterowymiarowej
czasoprzestrzeni. Zdarzeniem jest chwila i miejsce odebrania sygnaléw.
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Rys. 2. W dwuwymiarowej
czasoprzestrzeni mamy jeden wymiar
przestrzenny x i wymiar czasowy t.
Zdarzenie C' to jednoczesna rejestracja
sygnaléw od dwéch satelitéw. Na
podstawie tresci sygnaléw mozna okreslié,
gdzie i kiedy zostaly one wyslane przez
satelity, czyli okresli¢ w czasoprzestrzeni
zdarzenia A i B. Poniewaz wiemy, ze
$wiatto rozchodzi sie w czasoprzestrzeni
po stozkach, mozemy znalezé wspélrzedne
zdarzenia C jako przecigecie dwéch
stozkéw. Przy czym w dwéch wymiarach
stozek to dwie linie proste

Pierwsza bezposrednia detekcja
promieniowania grawitacyjnego miata
miejsce w 2015 roku (Prosto z nieba,
A?G), sto lat po sformutowaniu OTW
przez Einsteina.

Geometrycznie problem ten sprowadza sie do znalezienia punktu przecigcia
czterech tréjwymiarowych stozkéw (po ktérych rozchodza sie z predkoscia
$wiatla sygnaly z satelitéw) zanurzonych w czterowymiarowej czasoprzestrzeni.
Na rysunku przedstawiona jest uproszczona sytuacja wyznaczania potozenia

w dwuwymiarowej czasoprzestrzeni (jeden wymiar przestrzenny plus czas).

W takim przypadku wystarcza dwa satelity, a stozek $wietlny jest para
prostych. W tréjwymiarowej czasoprzestrzeni (dwa wymiary przestrzenne plus
czas) potrzebowaliby$my trzech satelitéw, a stozki bylyby dwuwymiarowymi
powierzchniami zanurzonymi w tréjwymiarowej czasoprzestrzeni, czyli
wygladatyby tak, jak zwykle wyobrazamy sobie stozek.

Warto podkresli¢, ze system pozwala wyznaczy¢ polozenie w trzech wymiarach
przestrzennych — nie tylko dlugosé i szerokos$é geograficzna, ale tez wysokosé
nad poziomem morza. Przydaje si¢ to na przyktad paralotniarzom rejestrujacym
trase swojego lotu w trzech wymiarach, ale nie tylko im.

Diabel tkwi w szczegodtach. Przetltumaczyliémy problem wyznaczania pozycji
na prosty problem geometryczny, ale niestety pomingliSmy w tym thumaczeniu
pewne istotne szczegély. STW uczy nas, ze jezeli zegar wzgledem nas sie
porusza, to chodzi wolniej niz identyczny zegar spoczywajacy wzgledem nas.
Zjawisko to nosi nazwe dylatacji czasu i oznacza, ze z naszego punktu widzenia
zegar atomowy na pokladzie poruszajacego sie¢ satelity chodzi wolniej niz
identyczny na Ziemi. Algorytm wykonujacy obliczenia oczywiscie uwzglednia te
poprawke, poniewaz gdyby jej nie braé¢ pod uwage, to powodowaloby to istotne
bledy w pozycjonowaniu.

Okazuje sie jednak, ze oprécz dylatacji czasu algorytm musi uwzgledniaé jeszcze
jedna poprawke, pochodzaca tym razem od OTW. Chodzi o to, ze zegar na
poktadzie satelity krazy w obszarze stabszego pola grawitacyjnego niz zegar
stojacy na powierzchni Ziemi, w dodatku znajduje sie w stanie niewazkoSci.

W pewnym uproszczeniu mozna powiedzieé, ze pole grawitacyjne spowalnia
bieg zegaréw. Oznacza to, ze grawitacja powoduje, ze zegar na powierzchni
Ziemi chodzi wolniej niz ten na orbicie. Poprawka pochodzaca z OTW jest wiec
przeciwna do tej pochodzacej od STW!

Dla systemu GPS poprawki relatywistyczne sg rzedu 10719, przy

czym poprawka od OTW jest okoto sze$¢ razy wieksza niz ta od STW.
Uwzgledniajaca oba efekty wypadkowa poprawka réwna jest okoto 38 us na
dobe (co po pomnozeniu przez predkosé swiatla daje okoto 11,4 km bledu po
jednej dobie dzialania systemu). Dopiero po uwzglednieniu tej poprawki (oraz
innych niezwiazanych z teorig wzglednosci) pozycjonowanie daje poprawne
wyniki. A co by bylo, gdyby Einstein (ani nikt inny) nie odkryl OTW? Technika
rakietowa moglaby sie rozwija¢ bez zadnych przeszkoéd. Ludzkosé bylaby

w stanie wysyla¢ satelity na orbite. Do budowy zegaréw atomowych réwniez
nie jest potrzebna znajomos¢ OTW. Po wystaniu zegaréw atomowych na

orbite zobaczyliby$Smy, ze chodza inaczej niz powinny, i nie potrafilibySmy tego
wyjasnié. Zapewne wtedy kto§ wpadlby na pomyst, ze to grawitacja wplywa na
tempo uptywu czasu, i OTW zostalaby predzej czy pézniej odkryta. Ciekawe
jest jednak to, ze OTW przewidywala te efekty na dlugo przed wysltaniem

w kosmos pierwszego satelity. Wysylajac po raz pierwszy zegar atomowy na
orbite, ludzie spodziewali sie, ze bedzie chodzil szybciej niz identyczny na Ziemi,
a pomiary tylko potwierdzily te przewidywania.

Co jeszcze? OTW przewidziala znacznie wiecej. Oparty na OTW teoretyczny
opis czarnych dziur pojawil sie znacznie wczesniej, niz astronomowie znalezli
jakiekolwiek obserwacyjne przestanki wskazujace na ich istnienie. Diugo trwaly
spekulacje, czy takie obiekty rzeczywiscie istnieja. Teraz proces zlewania sie
czarnych dziur obserwuje si¢ bezpoérednio, rejestrujac generowane w nim fale
grawitacyjne, ktérych istnienie rowniez przewidziane byto przez OTW w czasach,
kiedy jego detekcja byta technicznie niemozliwa. Fakt, ze teoria, do ktérej
sformutowania Einstein doszedl w wyniku czysto teoretycznych rozwazan,
przewidziata tak wiele rzeczywiscie zachodzacych we Wszechswiecie zjawisk,
fascynuje kolejne pokolenia fizykdw.
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Jak Einstein na to wpadl? Isaac Newton, oddajac szacunek swoim
poprzednikom, powiedzial podobno: ,Jedli widze dalej, to tylko dlatego, ze stoje
na ramionach olbrzyméw”. Na ramionach jakich olbrzymoéw stanat Einstein,
zeby spojrzeé az tak daleko? Praca Einsteina o STW z 1905 roku nosita tytut

O elektrodynamice cial w ruchu. To wlasnie rozwazania zawarte w tytule pracy,
dotyczace elektrodynamiki klasycznej, doprowadzity go do sformutowania STW.
W sformutowanej 10 lat p6zniej OTW postuzyt sie z kolei narzedziami geometrii

rézniczkowej — abstrakcyjnej i malo wéwczas popularnej dziedziny matematyki.

Elektrodynamika klasyczna. Anegdota glosi, ze
William Ewart Gladstone, bedac kanclerzem skarbu
brytyjskiego rzadu w latach piecdziesiatych XIX wieku,
odwiedzil kiedys$ laboratorium Michaela Faradaya.

Zapytal wtedy o praktyczne zastosowania elektrycznosci.

Faraday odpowiedzial, ze nie wie, jakie one beda, ale
ze ,zapewne pewnego dnia bedzie pan od tego pobieral
podatki”. Prawo indukcji odkryte przez Faradaya

w 1831 roku pozwolito mu zbudowaé pierwsza pradnice,
a potem silnik elektryczny. Jednak na poczatku nie
doceniono potencjatu, jaki mialy w sobie te odkrycia.

Jeszcze na poczatku XIX wieku nie zdawano

sobie sprawy, ze jest jakikolwiek zwiazek miedzy
elektrycznoscia i magnetyzmem. Przed odkryciem
pradnicy przez Faradaya prad elektryczny wytwarzano,
wykorzystujac skonstruowane przez Alessandro Volte
stosy elektryczne. Badania @Orsteda, Biota, Savarta

i Ampeére’a pokazaly, ze prady elektryczne oddziatuja

z magnesami i ze soba nawzajem. Ostatnia cegietke do
tej uktadanki dodal James Clerk Maxwell, zauwazajac,
ze nie tylko przewodniki z pradem sa Zrédtem pola
magnetycznego (prawo Ampere’a), ale jest nim réwniez
zmienne pole elektryczne. Réwnania opisujace pole
elektromagnetyczne, bedace zwienczeniem kilkudziesieciu
lat badan — nosza teraz nazwe rownan Maxwella —
zostaly opublikowane w 1865 roku. Maxwell wykazal
nastepnie, ze z jego réwnan wynika istnienie fal
elektromagnetycznych (jak uwazal wtedy, rozchodzacych
sie w tzw. eterze), ktérych predkosé doskonale zgadzala
sie z mierzong wéwczas predkoécia Swiatla.

Teoretyczne badania Josepha Larmora, Hendrika
Lorentza i Henriego Poincaré z przelomu XIX

i XX wieku doprowadzity do odkrycia, ze réwnania
Maxwella nie zmieniaja swojej postaci, jezeli
wspolrzedne przestrzenne i czas zmienig sie wedlug
przepisu zwanego obecnie transformacjq Lorentza.
Pierwotnie probowano ja interpretowaé jako
transformacje z uktadu spoczywajacego wzgledem eteru
do uktadu poruszajacego sie wzgledem eteru.

Geometria rézniczkowa. W 1854 roku Bernhard
Riemann mial wygtosi¢ swéj wyktad habilitacyjny. Jak
pisze Marek Kordos w swojej ksiazce ,,Wyklady z historii
matematyki”, Carl Friedrich Gauss zazyczyt sobie, zeby
Riemann, ktéry w swojej pracy zajmowal sie gtéwnie
analizg, przygotowal dla odmiany co$ z geometrii.

Badania nad tzw. geometriami nieeuklidesowymi byty
prowadzone juz wczesniej. Sam Gauss rozwijal teorie
zakrzywionych powierzchni zanurzonych w przestrzeni
trojwymiarowej. Istniata przepigkna geometria
Bolyaia—F.obaczewskiego (mozna o niej poczytaé w Afg).
Jak sie péZniej okazalo, wszystkie te geometrie sa
przyktadami, ktére mozna opisa¢ w jezyku geometrii
Riemanna. Riemann wprowadzil pojecie rozmaitos$ci,
czyli obiektu w pewnym sensie pozszywanego z malych,
prawie euklidesowych tatek, tak jak typowa pitke nozna
zszywa sie z wielu prawie plaskich kawaltkéw skory,
otrzymujac powierzchnie sferyczna. W ten sposéb mozna
uzyskaé w zasadzie dowolny gladki (tzn. bez zagiec)
ksztalt, i to nie tylko dwuwymiarowej powierzchni.
Rozmaitosci moga mieé¢ dowolny wymiar, np. 3 lub 4
(jak czasoprzestrzen).

Riemann zauwazyl, ze rozmaito$¢ mozna opisywac
(lokalnie) za pomoca dowolnych wspélrzednych,
niekoniecznie takich, ktére odzwierciedlaja relacje
geometryczne pomiedzy punktami. Na przyklad
odleglos¢ moze by¢ skomplikowana funkcja
wspolrzednych punktéw. Niezaleznie od tego, w jakim
ukladzie wspélrzednych ja obliczamy, powinno zawsze
wychodzi¢ tyle samo. Wprowadzil wiec sposob mierzenia
dtugosci i katéow miedzy wektorami na rozmaitosei, czyli
metryke Riemanna.

Wyktad Riemanna nie wzbudzil na poczatku duzego
zainteresowania. Zostal opublikowany dopiero po
kilkunastu latach przez fizyka Hermana Helmholtza.
Rozwijaniem geometrii Riemanna zajeli si¢ nastepnie
Wiosi (dlatego w podrecznikach OTW pojawiaja

sie nazwiska: Ricci, Bianchi czy Levi-Civita), ktérzy
rozwingli réwniez tzw. rachunek tensorowy.

Co dalej? Einstein zrozumial, ze eter nie jest falom elektromagnetycznym do
niczego potrzebny i ze transformacja Lorentza jest poprawna transformacja
pomiedzy poruszajacymi sie wzgledem siebie obserwatorami. Tak powstala
STW. Nastepnie Einstein wprowadzil opis grawitacji jako zakrzywienia
czasoprzestrzeni, a do opisu tej krzywej geometrii uzyt jezyka zaadaptowanej
odpowiednio geometrii rézniczkowej i rachunku tensorowego. Tak powstata
OTW. Opisane poprawki do pozycjonowania GPS biora sie wlasénie stad,

ze czasoprzestrzen, w ktérej poruszamy si¢ my i satelity, jest rozmaitoscia
zakrzywiona, a nie euklidesowa. Pamietajmy o tym, kiedy smartfonowa

Wiegcej o historii eteru i STW mozna
przeczyta¢ w artykule Michata
Tarnowskiego A?s-
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nawigacja prowadzi nas na spotkanie ze znajomymi do pizzerii — moze
wymyslimy kolejne zastosowanie teorii wzglednosci.
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Nowe, niezwykle zycie wiezy ciSnien

Niezwykle zycie ciechanowskiej wiezy cisnien zaczyna sie od réwnie niezwyklego
czlowieka, architekta Jerzego Michata Bogustawskiego (1925-2018). Niepokorny
i niestandardowy, zolnierz AK i NSZ. Wyksztalcony w pracowni Tygryséw
prof. Pniewskiego (m.in. wspélprojektowal gmach KC PZPR w Warszawie).
Pracujac w Biurze Odbudowy Stolicy, wyspecjalizowal sie w projektowaniu
obiektéw przemystowych. W latach 1976-1985 realizowal tego typu projekty

w Afganistanie (Kabul), Nigerii (Yola i Lagos) i Syrii (Damaszek). Projektowal
miedzy innymi budynki rzadowe w Afganistanie, w Nigerii osiedla mieszkaniowe
w interiorze, a w Syrii budynki targéw miedzynarodowych.

W 1970 roku architekt podjal si¢ zaprojektowania wiezy
ci$niefi (zbiornika wyréwnawczego) w Ciechanowie.
W czasie pracy nad tym projektem przyszta

mu na my$l konstrukcja sktadajaca sie z dwdch
form matematycznych: torusa i hiperboloidy.
Jednak gdy juz ja zbudowano, okazalo sig, ze nie
spelnia nowych wymagan, i stata tak, rdzewiejac,
przez lata. Az tu w 2013 roku w rankingu

portalu The World Geography przyznano jej

status jednej z 12 niezwyktych wiez na $wiecie

(www .theworldgeography.com/2013/11/unusual-towers .html) .

Pan Bogustawski, juz na emeryturze, zobaczyt dla wiezy
ciechanowskiej nowa przysztos¢ — centrum popularyzacji
nauk, w szczegdlnoéci matematyki. W drugiej dekadzie

Idee jej rewitalizacji i przeksztalcenia w obiekt
popularyzujacy nauke w udany sposéb zaszczepit

w Urzedzie Miasta Ciechanowa — miedzy innymi
owczesnej wiceprezydent UM Joannie Rak-Potockiej,
prezydentowi Krzysztofowi Kosinskiemu i Radzie
Miasta, a oni umieli takze trafi¢ do decyzyjnej
wyobrazni marszatka wojewddztwa — Adama Struzika.
Wsparlo ich mazowieckie Radio Dla Ciebie (RDC).
Projekt rewitalizacji zyskal finansowe wsparcie Unii
Europejskiej.

Zaintrygowana audycja radiowa pojechatam do

Ciechanowa, gdzie zostalam serdecznie przyjeta przez
pania Rak-Potocka. Uwierzylam w jej stowa: ,jestem
osoba, ktéra dobre pomysly realizuje”. (O poczatkach

XXI wieku z radoscia wrécit do ,,swojej” pieknej wiezy.

(Zdjecie jest wlasnoécig Urzedu Miasta Ciechanéw)

Portal The World Geography
Ciechanowska wieze wymienia na piatym
miejscu wéréd najbardziej niezwyklych
wiez na §wiecie:

Ivy Tower, Belgia

Guinigi Tower, Wtochy
Dzwonnica soboru $w. Mikotaja
w Kalazinie, Rosja

Wieza telewizyjna w Jekaterynburgu,
Rosja

Wieza ci$nien w Ciechanowie
The Pirate Tower, USA
Sathorn Unique, Tajlandia

La Cheminée Moretti, Francja
Shime Tower, Japonia
Montreal Tower, Kanada

. Tower of Wind, Japonia

PL Peace Tower, Japonia

projektu pisalam w Delcie w grudniu 2015 roku.)
Uwierzytam stusznie, bo oto w sierpniu 2019 roku
rozpoczeto sprzedaz biletéw na zwiedzanie Parku

Nauki Torus (www.parknaukitorus.pl). Z pocz@tkiem

roku szkolnego Park Nauki zostal udostepniony
zwiedzajacym. Bytam, nie tylko podziwiatlam, ale

tez bardzo sie cieszylam. Park zwiedza sie (modne
stowo) interaktywnie, eksponatéw TRZEBA dotykaé

i je uruchamiaé. Instalacje ucza i bawia, zachecaja

do widzenia §wiata przez rozumienie praw fizyki,
wciagaja w aktywne myslenie o otaczajacych nas
zjawiskach. Jestem pewna, ze Park wspoélpracowad
bedzie z rewitalizowana w réwnolegtym projekcie piekna
kamienica opodal rynku. W kamienicy zagospodarowuja
sie seniorzy oraz Klub Mtodych Odkrywcéw. Znajda sie
tam: sala spotkan, kawiarnia i biblioteka. W odlegtoéci pieszej przechadzki —
Zamek Ksiazat Mazowieckich. Widokiem na zamek z kolei chwali si¢ inny
historyczny obiekt rewitalizowany przez miasto: mlyn z czerwonej cegly (bardzo
ciekawa jestem, co miasto zaprojektuje w jego wnetrzach, ja zaproponowatabym
m.in. wystawy sztuki i siedzibe dla miejscowych artystéw sztuk plastycznych).
Kilka kilometréw dalej zaprasza Muzeum Romantyzmu w Opinogérze. Tak wiec
oérodkowi kultury w Ciechanowie przybyta, w sposéb naturalny, nauka.

Pieédziesiecioletnia juz opowies¢ o wiezy w Ciechanowie jest niezwykle
optymistyczna. Uciele$nia entuzjazm i skutecznosé¢ architektéw, budowniczych,
technikéw, naukowcéw i dziataczy samorzadowych, ktérzy porwani pickna idea,
zrealizowali pigkny projekt. Do Parku Nauki Torus wkrocza teraz uczniowie,
ludzie dorodli, ci aktywni zawodowo i ci, ktérzy przezywaja wiek podsumowan.
To miejsce pulsowaé bedzie inicjatywami i zaproszeniem do dalszego rozwoju.
Od tych, ktérzy tam beda przychodzié, zaleze¢ bedzie dalsze zycie wiezy

w Ciechanowie. Wszystkiego naj, najlepszego.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Informatyczny kacik olimpijski (132): XORanges

W tym odcinku oméwimy rozwiagzanie zadania XORanges, ktére pojawito sie
na trzecich zawodach European Junior Olympiad in Informatics (Maribor,
Slowenia).

XORanges: Dany jest cigg n liczb naturalnych a = (a1, az,...,a,) oraz

q poleceri dwdch typow. 1) Zmieri warto$é i-tego elementu. 2) Podaj wspdlezynnik
przedziatu ag, apy1, ..., ay. Wspolczynnik przedziatu ay, ag41, ..., a, obliczamy
w nastepujgcy sposéb: dla kazdego podstowa (spéjnego fragmentu) tego
przedziatu liczymy zor jego wartosci, nastepnie xorujemy te wyniki, otrzymujac
wspélezynnik przedzialu. Przykladowo wspdlczynnik przedziatu (a3, aq,as) wynosi
as @D as®as D (a3 D aqg) ® (ag D as) ® (az B ag D as). Zaproponuj algorytm, ktdry

jest w stanie mozliwie szybko wykonacé wszystkie polecenia podane na wejsciu.

Na poczatku przyjmijmy, ze polecenia typu 1) bedziemy
wykonywali w czasie O(1) poprzez zmiane wartosci a;.
Zatem zajmijmy sie odpowiedziami na polecenia

typu 2). Zalézmy, ze chcemy obliczyé wspdlezynnik

Gz, Qz41,- - -, 0y. Na potrzeby artykulu wprowadzmy kilka
oznaczen. Niech:

o [a,-; aj] oznacza c1acg (ai, Qi1 00y Gj—1, aj),
e ,zor podstowa [a;; a;]” oznacza wartosé
ai@ai+1@...@aj_169aj.

Rozwigzanie O(q - n?)

Pierwsze rozwiazanie polega na obliczeniu zora kazdego
z @ podstéw, gdzie d = y — x + 1 i oznacza dlugosé
przedzialu [z;y]. Obliczenie zora podstowa odbywa sie
za pomoca metody naiwnej, polegajacej na przejéciu

po wszystkich elementach. Na koniec zorujemy powyzsze
wyniki. Rozwiazanie dla jednego polecenia dziala

w czasie O(n?), zatem caltkowita ztozono$é to O(q - n?).

Rozwigzanie O(q - n?)

W tym rozwiazaniu, podobnie jak wyzej, obliczymy

zor podstéw [az; a,] (dla wszystkich « < 2’ <y’ <)

niezaleznie. Jednak tym razem, zamiast naiwnej metody,

skorzystamy z obserwacji, ze:

Az D ag41 D ... Day =8y D syr—1,

gdzie s, = a1 B as @ ... D a;. Ciag s = (S0, 51,52, ,5n)

ma analogiczng konstrukcje do ciagu sum prefiksowych

i mozemy go wygenerowaé¢ w czasie O(n). Ot6z so = 0,

za$ s; = s;—1 D a; (dla i > 0). W ten sposéb otrzymalismy

rozwigzanie dzialajace w czasie O(q - n?).

Rozwiagzanie O(q - n)

Przypomnijmy proste fakty:

e ¢® g =0 (dla g naturalnego),

e g0 =g (dla g naturalnego),

e @ jest operacja taczna i przemienna.

Na podstawie powyzszych faktéw mozemy zauwazy¢,

ze do obliczenia wspélczynnika przedziatu wystarczy

znaé parzystosé liczby wystapien kazdego elementu

w wyrazeniu je opisujacym. Przykladowo:

az®as ®as ® (a3 ® ag) ® (a4 D as) ® (a3 D ag ® as) =
= a3 @ as,

gdyz as 1 a5 wystepuja nieparzyscie wiele razy w calym

wyrazeniu, za$ a, wystepuje parzyscie wiele razy.

Zastanéwmy sie, ile razy a; (dla z < i < y) wystepuje

we wzorze opisujacym wspoélczynnik przedziatu [ag; ay].
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Innymi slowy chcemy obliczy¢, w ilu podstowach
wystepuje a;. Niech f; oznacza te wartosé. Otéz
poczatkiem takiego podstowa moze byé¢ element
o numerze z przedzialu [z; 4], koficem za$ element
o numerze z przedziatu [i;y].

y—i+1
Ay ooy Aj—1, Ajy Qg 1y« -+, Ay
—_—————
1—x+1

Zatem f; = (i —z + 1)(y — i + 1). Wspélczynnik
przedzialu to zor zbioru {a; |z < i <y i f; jest
nieparzyste}. Wyznaczenie tego zbioru realizujemy
w czasie O(n). Zatem cale rozwigzanie dziala

w czasie O(q - n).

Rozwigzanie O(n + ¢ - log(n))

Przed nami rozwiazanie wzorcowe. Polecenie 1)
bedziemy wykonywali nieco inaczej niz poprzednio, ale
najpierw opiszemy operacje 2).

Przeanalizujmy parzystosci elementow ciagu f. Ot6z

fi jest nieparzyste, je$li (1 —z+1)i(y—i+1) sa
nieparzyste. Stad f; jest nieparzyste wtedy i tylko wtedy,
gdy x,y,1 sa tej samej parzystosci. Zatem jesli z iy sa
réznej parzystosci, to odpowiedzia jest 0. W przeciwnym
przypadku odpowiedzia jest:

Ay D Cp42 D Ar44 D ... D ay_2Day.

Chcemy szybko znajdowaé¢ warto$¢ powyzszego
wyrazenia. Zauwazmy, ze jest to zor elementow

na pozycjach parzystych lub nieparzystych ciagu [az; a,].
Niech zatem:

N __
®a f(a1,07a3,0,a570,a7,0,...),

P
® a4 = (0,&2,0,@4,0,&6,0,0,8, .. )

Woéwczas dla x parzystego odpowiedzia jest
af @ afH H...P ai, za$ dla x nieparzystego
odpowiedzig jest a) @ a,, ®... & a).

Zbudujmy dwa drzewa przedzialowe. Lisémi pierwszego
z nich niech bedg wartoéci ciagu a®, za$ li$émi drugiego
niech beda wartosci ciagu a”. Pozostate wezly beda
przechowywaly zor wartosci dzieci. Taka struktura
pozwala w czasie O(log(n)) znajdowaé zor przedziatu
oraz w tym samym czasie obstugiwaé¢ operacje zmiany
wartodci elementu (polecenie typu pierwszego). Zatem
cale rozwigzanie dziala w czasie O(n + ¢ - log(n)).

Bartosz tUKASIEWICZ



Prosto z nieba: Kosmiczne technologie

Czesto mowi sie, ze kluczowe technologie prototypowych W upowszechnianiu tej formy wdrazania nowych
urzadzen projektowanych przez naukowcéw i inzynierow pomystéw do zastosowan w zyciu codziennym mialt
do podboju kosmosu sa pézniej wdrazane do masowej udzial pisarz science fiction Robert A. Heinlein,
produkcji i codziennego uzytku, cho¢ nie zawsze wiadomo, ktory w 1979 roku rozreklamowal idee spinoff przed
ktére dokladnie wynalazki rzeczywiscie wprost pochodza Kongresem Stanéw Zjednoczonych po operacji

z kosmosu. W tym numerze Delty piszemy na przyktad wszczepienia bajpaséw (jednej z pierwszych udanych
o matrycy CCD oraz o nawigacji satelitarnej GPS. Oba operacji przeprowadzonej w celu skierowania

te wynalazki zostaly upowszechnione w ramach projektow przeptywu krwi z obejsciem niedroznego fragmentu
transferéw technologii NASA. S to komercyjne produkty tetnicy). Heinlein byt zywym dowodem na skutecznosé
i ustugi, ktére byly opracowane z pomoca NASA, miedzy czterech technologii opracowanych pierwotnie z mysla
innymi poprzez kontrakty badawczo-rozwojowe, patenty czy o podboju kosmosu, ktére to technologie umozliwity
korzystanie z obiektow i badan agencji kosmiczne;j. operacje.

‘Wyniki Konkursu
imienia Witolda Wilkosza

Jury Konkursu im. Witolda Wilkosza na
najlepsza studencka prace¢ popularyzujaca
matematyke w 2019 roku (w skladzie:
Barttomiej Bzdega, Krzysztof Ciesielski —
przewodniczacy, Andrzej Dabrowski,
Adam Dzedzej, Jarostaw Goérnicki,
Zdzistaw Pogoda, Michal Szurek)
postanowilto przyznac:
o dwie réwnorzedne Nagrody II stopnia
otrzymali
Piotr Pikul (UJ, matematyka)
za prace O ortocentrach i parabolach,
a zwlaszcza o twierdzeniu odwrotnym
Steinera,
Filip Rekawek (UW, MISMaP)
za prace Jedno zadanie, wiele
mozliwosct;
e Nagrode III stopnia otrzymata
Maria Gatuszka (UJ, matematyka)
za prace Sumy kwadratéw
wielomiandw;
e wyrdznienie otrzymata
Nina Bazela (AGH, informatyka)
za prace Kwantowa strona mocy.

W projektach spinoff powstaly m.in. takie pomysty, jak:

e pianka z pamiecig ksztaltu (memory foam), pierwotnie stosowana do
poprawienia amortyzacji siedzen i ochrony przed wypadkami dla pilotéw
i pasazeréw linii lotniczych,

e niewidzialne” aparaty ortodontyczne do korekcji zgryzu, wykorzystujace
przezroczysta ceramike,

e odporne na zarysowania soczewki, wykorzystujace powloke poczatkowo
zaprojektowang w celu ochrony sprzetu i wizjeréw kaskéw w misjach
kosmicznych,

e koc ratunkowy (folia termiczna NRC) — wykonany z cienkiego arkusza
tworzywa sztucznego pokrytego metalicznym $érodkiem odbijajacym,

e liofilizacja, czyli suszenie sublimacyjne zamrozonych substancji.

W przeciwienistwie do réznych legend NASA nie wynalazla innych popularnych
technologii, takich jak:

e rezonans magnetyczny (MRI, magnetic resonance imaging); ale przyczynila sie
do znacznego postepu w tej dziedzinie technologii,

e panele stoneczne — ogniwa fotowoltaiczne istnieja od XIX wieku, a technologia
paneli stonecznych jest nieustannie rozwijana. Niemniej jednak NASA, ktora
istnieje jako agencja rzadu Stanéw Zjednoczonych od 1958 roku, intensywnie
wykorzystywala panele stoneczne w wielu swoich misjach,

e kody kreskowe — NASA opracowala specjalny rodzaj kodu kreskowego do
inwentaryzacji promu kosmicznego i innych elementéw systemu kosmicznego,
jednak nie nalezy tego myli¢ z oryginalnym projektem kodu kreskowego
znanego ze sklepéw,

e zegary kwarcowe — pierwszy zegar kwarcowy pochodzi z 1927 roku. Pod koniec
lat 60. NASA wspdélpracowala z firmami prywatnymi w celu stworzenia bardzo
doktadnego zegara kwarcowego,

e wykrywacze dymu — nie zostaly wymys$lone przez NASA, a jedynie uzywane,
m.in. w ramach projektu Skylab,

e teflon — zostal wynaleziony przez firme DuPont w 1938 roku i byl czesto
wykorzystywany przez NASA w ostonach termicznych i skafandrach
kosmicznych, co bardzo zwickszylo rozpoznawalnos¢ tego materiatu,

e zapiecia typu rzep (velcro) — tego typu zapiecia zostaly wynalezione w latach
40. XX wieku przez szwajcarskiego inzyniera George’a de Mestrala. Rzep byt
wykorzystywany podczas misji Apollo do wygodnego sktadowania wyposazenia
astronautow, przez co zyskal niezwykle duza popularnosé.

Nieprawdziwa jest niestety tez legenda o wynalezieniu przez NASA
astronomicznie drogiego ,kosmicznego dtugopisu” i sprytnych i praktycznych
radzieckich kosmonautach, ktérzy uzywali zwyklych oléwkéw (w rzeczywistosci
dtugopis dzialajacy w niewazkosci wyprodukowala firma Fisher).

Wiegcej informacji o starszych i nowych projektach NASA mozna znalezé na
stronie spinoff.nasa.gov. W przyszlodci w rozwoju nowoczesnych technologii
palteczke od NASA przejma zapewne (lub juz przejmuja!) niezalezne prywatne
firmy przemystu kosmicznego w rodzaju SpaceX Elona Muska.

Michat BEJGER
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Klub 44 F Zadania z fizyki nr 686, 687

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

686. Dwie mate kulki o masach m, potaczone niewazkim pretem o dtugoéci I,
spoczywaja na gltadkim stole. W odleglosdci x od jednej z kulek znajduje si¢
wbity w powierzchnie stotu kotek. W chwili poczatkowej odlegtosé miedzy

LN pretem a kolkiem jest bardzo mala (rysunek). Kulka polozona blizej kolka
zostala uderzona w kierunku réwnoleglym do powierzchni stotu i prostopadtym
do preta i w bardzo krétkim czasie uzyskata predkosé v. Nastepnie pret zderzyt

v

sie sprezyscie z kotkiem. Jaka powinna by¢ odlegtos¢ x, aby po zderzeniu pret
nie obracal sig?

687. Znalez¢ promien najwigkszej kropli wody, ktéra moze wyparowaé, nie
pobierajac ciepta z otoczenia. Cieplo parowania wody wynosi ¢ = 2,26 - 10° J /kg,
wspélezynnik napiecia powierzchniowego wody o = 7,2 - 1072 J/m?2. Zakladamy,
ze temperatura kropli nie zmienia sie.

®
Klub 44 M Zadania z matematyki nr 789, 790 !=44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2020

789. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M f(f(I) + y> = 4yf(x) + f(I2 - y) dla T,y < R.

Pg;{‘ngl%%gifl_icgi;lOC,C%BOZ“/"S%Z&_T'IIZ;T&I& 790. Na bokach AB, AC tréjkata ostrokatnego ABC, po jego zewnetrznej
( 2 m;mgril 4 /2619 =121 stronie, zbudowano trojkaty prostokatne rownoramienne ABD, ACE

Pawel Kubit Krakéw 43,07 z katami prostymi przy wierzchotkach D, E. Odcinki CD i BE przecinaja sie
f{f;nzlzstzsﬁsari:igskl ES;:;}VCV: gé’;i w punkcie P. Punkty M i N sa $rodkami odcinkéw BC' i DE. Udowodnié, ze
T g Warszawa 37,20 kazda z prostych M N, AP jest prostopadla do prostej DE.

Michatl Kozlik Gliwice 35,73

Janusz Fiett Warszawa 31,23 Zadanie 790 zaproponowal pan Mikolaj Pater.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspétezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyla¢ réwniez pocztg elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy regulamin
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez deltami.edu.pl.

> = I,

[,_/// a’/ £
Zaczal si¢ czas zimowy i Slonce chowa sie¢ pod rzacznie sie ono przed godzing 13:35 i potrwa do
widnokrag niewiele po godzinie 16. W trzeciej dekadzie = 19:04 naszego czasu. Niestety Slonice zajdzie okolo

Niebo w listopadzie

miesigca Stonice przetnie réwnoleznik —20° deklinacji godziny 16, stad w Polsce da sie zaobserwowaé tylko
w drodze na potudnie, rozpoczynajac dwumiesieczny jego pierwsza czesé. Kolejne takie przejscie zdarzy
okres najkrétszych dni i najdtuzszych nocy, z kulminacja sie réwniez w listopadzie, ale dopiero w 2032 roku,

w dniu przesilenia zimowego 21 grudnia. Przez caly a zatem jesli tylko bedzie odpowiednia pogoda, warto
miesigc dlugosé dnia skréci sig o ponad péttorej godziny, podjaé sie jego obserwacji. Tarcza Merkurego podczas
do niewiele ponad 8 godzin pod jego koniec. przejscia jest bardzo mala, jej $rednica wyniesie 10",

dlatego do obserwacji zjawiska potrzebny bedzie teleskop

Slotice stanie si¢ tlem glownego wydarzenia z wladciwym filtrem powiekszajacym kilkadziesiat razy.

astronomicznego listopada, a nawet catego 2019 roku:

11 dnia miesiaca przed jego tarcza przejdzie Bezksiezycowe noce wystapia na poczatku i pod koniec
planeta Merkury. Zjawisko szczegdtowo opisane jest listopada. Srebrny Glob zacznie miesiac w fazie cienkiego
w poprzednim numerze Delty, przypomne tylko, ze sierpa, 4 listopada przechodzac przez I kwadre
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w gwiazdozbiorze Koziorozca. Dzien po tranzycie
Merkurego, 12 listopada, Ksiezyc zaswieci pelnym
blaskiem na pograniczu Barana i Byka, aby tydzien
pézniej przejsé przez ostatnia kwadre na granicy

Raka z Lwem. Now przypada 26 listopada, a potem
Ksiezyc przeniesie si¢ na niebo wieczorne. Oczywiscie

o tej porze roku wieczorem ekliptyka jest nachylona
niekorzystnie, za$ rano — korzystnie, a zatem po nowiu
warunki obserwacyjne Ksiezyca sa kiepskie, a rano —
bardzo dobre. Tak wiec 25 listopada bedzie mozna
caltkiem tatwo dostrzec cienki sierp Ksiezyca na 33
godziny przed nowiem, jak na godzine przed Switem
wznosi sie¢ prawie 7° ponad potudniowo-wschodnim
widnokregiem. Warto wtedy wsta¢ wczesnie, szczegélnie,
ze niecate 2° na prawo od niego znajdzie si¢ planeta
Merkury, $wiecaca blaskiem —0,3™, a z kolei 10° na
prawo i w gére od Merkurego — Swiecaca znacznie stabiej,
z jasnoscia +1,7™, planeta Mars.

Jak juz wspomnialem, 11 listopada Merkury spotka si¢
ze Stoncem w koniunkcji dolnej i przejdzie na niebo
poranne, dazac do maksymalnej elongacji zachodniej

28 listopada. Oddali si¢ wtedy od Stonca na 20°,
osiagajac na poczatku switu cywilnego wysokosé

prawie 10°. Merkury pozostanie ozdoba porannego
nieba do konca pierwszej dekady grudnia. W tym czasie
jasnoéé planety uroénie z +1,7 do —0,6™, faza zwigkszy
sie z 12 do 90%, za$ $rednica tarczy spadnie z 9 do 5”.

Planeta Mars powoli poprawia swoja widocznosé,
pokonujac w listopadzie trase od srodka gwiazdozbioru
Panny do jego granicy z Waga. Mars 10 listopada
przejdzie niecate 3° od Spiki, najjasniejszej gwiazdy
konstelacji, a 24 listopada 5° nad nim znajdzie sie
Ksiezyc w fazie 8%. Przez caly miesiac planeta wschodzi
okoto godz. 4:35, zajmujac pod koniec miesiaca na
godzine przed $witem pozycje na wysokosci 14°.

W drugiej czesci miesiaca Marsowi towarzystwa
dotrzyma Merkury, zblizajac sie doh maksymalnie

na 10°. Przez caly listopad jasno$¢ Marsa utrzyma sie
na poziomie +1,7", przy $rednicy tarczy 4”.

Na niebie wieczornym wyraznie pogarszaja sie¢ warunki
obserwacyjne planet Jowisz i Saturn. Obie planety
znikaja z widnokregu niewiele po zachodzie Stoica,
przebywajac przez caly czas nisko nad widnokregiem.
Stad nie mozna liczy¢ na wiele wiecej niz wzrokowe
stwierdzenie obecno$ci obu planet we wlasciwym
miejscu niebosklonu. Do konca listopada dystans miedzy
planetami skroéci sie do 18°. W tym czasie jasnos¢
Jowisza zmniejszy sie do —1,8™, a érednica jego tarczy
— do 32"”. Jasno$¢ Saturna spadnie do +0,6™, przy
$rednicy tarczy 15”. Ksiezyc minie Saturna w pierwszych
i ostatnich dwéch dniach miesigca, zblizajac sie za
kazdym razem na okoto 4°, lecz za drugim razem sierp
Ksiezyca bedzie wyraznie cienszy.

W konicowce miesiaca do obu planet dotaczy planeta
Wenus, pokazujaca si¢ wreszcie po 9-miesigcznej
nieobecnoéci na duzych péinocnych szerokoéciach
geograficznych. Wenus nalezy szukaé¢ pod Jowiszem
gdzie$ od 20 listopada. Wenus minie Jowisza
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24 listopada w odlegtosci 1,4°, a 28 listopada miedzy
planetami znajdzie si¢ Ksiezyc w fazie zaledwie 5%,
zachowujac do obu planet dystans okolo 2°. Wczesniej
tego samego dnia, od okoto 10:44 do 11:48, nastapi
zakrycie Jowisza przez Srebrny Glob, co da sie
zaobserwowaé przez teleskop. Wenus pokaze tarcze

o jasnosci —3,9™, érednicy 11”7 i fazie 90%.

Bardzo dobrze widoczne sa dwie ostatnie planety Uktadu
Stonecznego. Neptun 27 listopada zmieni kierunek
ruchu na prosty, co oznacza, ze konczy sie wlasnie
okres najlepszej widocznosci planety. Neptun zawrdci
1,5° na poludniowy zachéd od gwiazdy ¢ Aqr, $wiecac
z jasnoécia +7,8™. Uran jest tuz po opozycji i mozna
go obserwowaé przez cala noc jakies 11° na potudnie od
Hamala, najjasniejszej gwiazdy Barana. Jego jasnosé
przekracza +5,7". Ksiezyc spotka sie z Neptunem

6 1 7 listopada, w fazie ponad 70%, za$ z Uranem 4 dni
pézniej, przed pelnia.

Po minieciu Urana Ksiezyc powedruje dalej

i 13 listopada przetnie Hiady, omijajac niestety
najjaséniejsze gwiazdy gromady. Srebrny Glob przejdzie
niewiele ponad 0,5° od tréjki gwiazd 1, 62 i 63 Tau,

a nad ranem przekroczy linie taczaca Aldebarana

z gwiazda € Tau. W nocy z 15 na 16 listopada, w fazie
obnizonej do 88%, Ksiezyc zakryje pare jasnych gwiazd
Blizniat: Tejat Prior (n Gem, odkrycie ok. 23:40) i Tejat
Posterior (1 Gem, odkrycie ok. 4:15). Cztery dni p6Zniej,
20 listopada, Ksiezyc przejdzie 3° od Regulusa, zas

23 listopada rano, w fazie juz tylko 15%, dotrze na 11°
do Spiki.

W listopadzie blisko maksimum swojego blasku

znajda sie dwie mirydy, ktére moga byé widoczne
golym okiem. Mira Ceti osiagnie najwicksza jasnoéé

7 listopada. Na poczatku miesigca gwiazda goruje okoto
godz. 23, a zatem jest widoczna bardzo dobrze. W tym
okresie o Cet moze mie¢ wiecej niz +4™. Mire mozna
odnalez¢, przedtuzajac linie taczaca Hamala z Uranem.
Druga taka gwiazda jest R Leo, potozona okoto 5° na
zachod od Regulusa. Ta maksimum blasku osiagnie na
poczatku grudnia i w drugiej potowie miesigca powinna
przekroczy¢ granice widocznosci gotym okiem. R Leo
pod koniec miesiaca wschodzi przed godz. 22, gérujac

7 godzin pézniej.

Roéwniez 7 listopada przypada opozycja planetoidy

4 Westa. Niestety tym razem nie osiaggnie ona az

tak duzej jasnosci, jak latem zesztego roku, gdy

byta widoczna gotym okiem. Jednak jej blask
przekroczy +6,5"™, a zatem do jej dostrzezenia wystarczy
lornetka lub maly teleskop. Mimo to odnalezienie
Westy nie powinno sprawia¢ trudnosci, gdyz zacznie
ona miesiac na pograniczu Byka, Barana i Wieloryba,
niedaleko $wiecacych blaskiem okoto +3,6™ gwiazd &

i 0 Tau. 5 listopada Westa przejdzie 20’ na poludnie od
drugiej z wymienionych gwiazd. Dzien pdzniej planetoida
wejdzie na obszar gwiazdozbioru Wieloryba, konczac
miesiac niecalty 1° od stabszej o 1™ gwiazdy A Ceti.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Jak szybko rozszerza sie Wszechswiat?

7 pozoru niewinne, zawarte w tytule pytanie od kilku lat wywotuje gorace spory
w $rodowisku kosmologéw. Okazuje sie¢ bowiem, ze aktualna dzi$ odpowiedz
na nie brzmi: zalezy, jak mierzy¢.

Zacznijmy jednak od podstawowych definicji. Tempo rozszerzania sie
Wszech$wiata opisujemy, podajac predko$é¢ zmian odlegtosci migdzy dwoma
niezwiazanymi i nieoddzialujacymi obiektami we Wszechéwiecie wzgledem

‘W pazdzierniku 2018 roku
Migdzynarodowa Unia Astronomiczna

w glosowaniu (przewaga 78% gloséw za)
zadecydowata o zmianie nazwy prawa
Hubble’a na prawo Hubble’a-Lemaitre’a,
uznajac w ten sposéb wazny wktad
Georgesa Lemaitre’a, ktéry w 1927 roku
przewidzial istnienie zaleznosci pomiedzy
predkoscia ucieczki galaktyki

a odlegloécig do niej.

odlegtosci miedzy obiektami. Wynik wyznaczony dzi$ nosi nazwe stalej
Hubble’a, ale — wyznaczony we wczesniejszych chwilach ewolucji Wszechéwiata —
mialby inng warto$é¢, dlatego lepiej bytoby go nazywaé parametrem Hubble’a
okre$lonym dla danej chwili. Parametr Hubble’a ma wymiar odwrotnosci czasu,
podobnie jak czestotliwo$é, ale najwygodniej jest uzywaé jednostek km/(s - Mpc).
Parametr ten w tych jednostkach ma wartos¢ 67,4 £ 0,5 wedlug pomiaréw
satelity Planck lub 74,0 + 1,4 wedlug pomiaréw drabiny odlegtosci. Drastyczna

niezgodnosé tych dwéch wynikow jest zrédtem wspomnianych kontrowersji.

Moze rézne metody pomiaru statej Hubble’a powoduja, ze wyniki obarczone sg
jakim§ dodatkowym btedem? Przyjrzyjmy sie im zatem nieco doktadniej.

Zespol naukowy satelity Planck mierzy niejednorodnosci mikrofalowego
promieniowania tla, ktore zostato wyemitowane, gdy Wszechéwiat miat kilkaset
tysiecy lat. Aby okresli¢ strukture tych niejednorodnosci, nalezy wiedzieé,

jak szybko w tak wczesnym Wszech$wiecie przemieszczaly sie zaburzenia
gestosci i ci$nienia, ktore w normalnych okoliczno$ciach nazwaliby$my

po prostu dzwigkiem. To zalezy od wzajemnych proporcji liczby nukleondw

i fotonéw we wezesnym Wszech$wiecie, czyli od parametréw zaloZonego modelu
kosmologicznego. Wiedzac, jakie sa rozmiary niejednorodnoéci, mozemy zmierzy¢

Rodzi sie tu pokusa, aby zwatpi¢ w model
kosmologiczny, jednak zgadza si¢ on
doskonale z wieloma innymi obserwacjami
na tyle dobrze, ze trudno co$§ w nim

bezkarnie zmieniaé. kOSIIlOlOgiCZIlQ.

Najdokladniejszy obecnie wynik wyznaczenia stalej
Hubble’a za pomoca drabiny odleglosci pochodzi od
zespolu SHOES. Kieruje nim Adam Riess, ktéry po
uzyskaniu w wieku 42 lat Nagrody Nobla za odkrycie
przyspieszonego rozszerzania sie Wszechswiata
bynajmniej nie przeszedl na naukowa emeryture.
Skonstruowana przez SHOES drabina odleglosci pozwala
na okreslenie zaleznosci miedzy przesunieciem ku
czerwieni danego obiektu (patrz Aly) a jego odleglodcia
od nas. Dla pobliskich cefeid wyznacza sie odpowiednig
zalezno$é metoda paralaksy. Pobliskie supernowe typu Ia
wystepuja odpowiednio czesto w towarzystwie odlegtych
cefeid, mozna wiec te zalezno$ci wyznaczy¢ i dla nich,
ekstrapolujac wyniki uzyskane w poprzednim kroku.
Kolejna ekstrapolacja pozwala na siegniecie do jeszcze
dalszych supernowych i wiarygodne pomiary parametréw
kinematyki Wszechéwiata w wielkiej skali.

Czytelnikéw zaniepokojonych ekstrawagancka typografig akronimu
uzytego w powyzszym akapicie uprzejmie informujemy, ze Hy odnosi
sie¢ do powszechnego oznaczenia statej Hubble’a, wystepujacego

w nazwie zespotu kierowanego przez Riessa: Supernovae, Hg, for the
Equation of State of Dark Energy.

Jasne jest juz chyba, ze w przypadku kazdego

z omawianych wynikéw hasto ,naukowcy zmierzyli”
oznacza ogrom mrowczej pracy i wspolprace wielu

ekspertow o uzupelniajacych si¢ kompetencjach.
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kat, pod jakim je widzimy, a stad okredli¢, jak sa daleko. Ta odleglos¢ jest
zwigzana z tempem rozszerzania sie¢ Wszechswiata od chwili wyemitowania
mikrofalowego promieniowania tta az do chwili obecnej oraz zwigzana ze stala

Podstawowa kontrowersja bierze sie z poréwnania
rezultatéw dla $wiatta ,starego”, czyli mikrofalowego
promieniowania tta pochodzacego z pierwszych (w skali
kosmicznej) epok po Wielkim Wybuchu, ze $wiattem
yhowym”, wyéwieconym przez gwiazdy. Czy mozna co$
tu jeszcze poprawi¢? Jak najbardziej! — moéwia najnowsze
wyniki prac innych badaczy, w tym zespolu HOLiICOW.

Zaréwno akronim okreslajacy buty, jak i Swiete krowy wydaja sie mieé
umiarkowany zwiazek z przedmiotem pomiaréw.

Inna metoda wyznaczenia odleglosci do odleglych
obiektéw wykorzystuje soczewkowanie grawitacyjne
odlegltych kwazaréw. Jesli na drodze miedzy takim
zrodiem a ziemskim obserwatorem stanie masywna
galaktyka, obserwator zobaczy dwa obrazy zrddia.
Jedli beda one si¢ zmienia¢ w pewnym niewielkim
odstepie czasowym, pozwoli to okresli¢ iloé¢ materii na
drodze tych promieni, a na tej podstawie — odlegltosé
do kwazara i do soczewkujacej galaktyki. Te dane

juz wystarczaja do niezaleznego okreélenia stalej
Hubble’a. Opublikowane w 2019 roku wyniki HOliCOW
(73,3 £ 1, 8), cho¢ obarczone spora niepewnoscia, sa
zgodne z wynikiem SHOES, a nie Plancka.

Pat trwa.

Krzysztof TURZYNSKI
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Potega punktu wzgledem okregu
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy okrag w = 0(O,r) o $rodku O i promieniu r oraz ustalmy pewien punkt P
w odleglosci d od punktu O (na rysunku obok d < r). Niech AB bedzie taka $rednica
okregu w, by punkt P lezal na prostej AB. Przez punkt P prowadzimy dowolng
prosta, ktéra przecina okrag w w punktach X i Y. Z podobienstwa trojkatow APY

i XPB wynika, ze

|PX|-|PY|=|PA|-|PB| = (r —d)(r+d) =r° - &,

zatem wartosé¢ tego iloczynu nie zalezy od wyboru prostej przechodzacej przez
punkt P. Pozostawiamy Czytelnikowi wykazanie, ze jedli punkt P lezy na zewnatrz
lub na okregu w, to |PX]| - |PY| = d? — r2. Liczbe P, (P) = |OP|? — r? nazywamy
potega punktu P wzgledem okregu w = o(O, ). Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
jesli prosta PT jest styczna do okregu w w punkcie T, to P, (P) = |PT|%.

Teraz rozwazmy okregi wi = 0(O1,71) i wa = 0(O2,12), dla ktérych |O102| = D > 0.
Niech P’ bedzie rzutem prostokatnym punktu P na prosta O10s oraz niech
a = |01 P'|, przy czym warto$¢ a bierzemy ze znakiem minus, jesli punkt P’ lezy
»ha lewo” od O;. Po prostych rachunkach otrzymamy
r? —r2 + D?

2D
To oznacza, ze zbiér tych punktéw, ktére maja jednakowa potege wzgledem okregow
w1 1 wa, jest prosta prostopadla do O102. Nazywamy ja osig potegowq okregow
w1 T wy i bedziemy oznaczaé symbolem £, .,,. Zauwazmy tez, ze jedli okregi
przecinajg sie w dwéch punktach, to ich o$ potegowa przechodzi przez te dwa
punkty.

Pur (P) =P (P) < a=

Osie potegowe sa przydatne w dowodzeniu wspoétliniowosci punktow: jesli
Po, (P) = Py, (P), to punkt P lezy na prostej Lo, o,-

Zadania

1. Odrobina klasyki:

(a) W kat o wierzchotku O wpisano dwa okregi: 01 styczny do ramion kata

w punktach A; i By oraz o2 — w punktach As i By. Wykazad, ze okregi te

wyznaczaja cieciwy jednakowej dltugosci na ich wspélnej siecznej A Bs.

Na kazdej wspélnej stycznej dwoch roztacznych zewnetrznie okregbéw

zaznaczono odcinek laczacy punkty stycznosci. Dowieé¢, ze srodki wszystkich

czterech zaznaczonych odcinkéw leza na jednej prostej.

Okregi 01 i 09 przecinaja sie w punktach A i B. Z punktu P lezacego na

prostej AB poprowadzono styczng do o; w punkcie K i do oo w punkcie L.

Udowodnié, ze tréjkat PK L jest réwnoramienny.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Okregi o $rednicach BC'i DA
przecinaja si¢ w punktach P i Q. Przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie S.
Dowies¢, ze punkty P, ) i S leza na jednej prostej.

3. Odcinek CT jest wysokoscia tréjkata ABC, w ktérym |x ACB| = 90°. Okrag
o érodku C' i promieniu CT oraz okrag opisany na tréjkacie ABC przecinaja sie
w punktach P i Q. Dowiesé, ze prosta PQ przechodzi przez srodek odcinka CT.

4. 7Z punktu A poprowadzono styczne do okregu w o $rodku O, w punktach K i L.
Punkt M jest Srodkiem odcinka K L. Okrag o, przechodzacy przez punkty O i M,
przecina okrag w w punktach B i C. Wykazaé, ze punkty A, B i C leza na jednej
prostej.

5. Dany jest trojkat ABC'. Okrag styczny do odcinkéw BC' i AC przecina
odcinek AB w punktach K i L. Wykazaé, ze |\AK| - |BLH < ||AC| - \BC||.

6. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego, a punkt H ortocentrum tréjkata
ostrokatnego i réznobocznego ABC'. Punkty P i Q leza odpowiednio na
odcinkach CA i CB, przy czym czworokat CPHQ jest réwnoleglobokiem.
Wykazaé, ze |OP| = |0Q).

7. Srednica AB i prostopadla do niej cieciwa PQ okregu o przecinaja sie
w punkcie S. Okrag w jest styczny (wewnetrznie) do okregu o i do odcinkéw PS
oraz BS. Niech T bedzie punktem stycznosci okregu w do odcinka BS. Wykazad,
ze |AT| = |AP|.

(b)

()
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Potgcz nauke i zabawe!

Zobacz jedna z najbardziej charakterystycznych polskich budowli!

i

Park Nauki Torus w Ciechanowie jest miejscem interaktywnej edukacji poprzez zabawe.
Oferte kieruje do osob w réznym wieku, ale przede wszystkim do dzieci i mtodziezy.

Czesc wystawowa zostata wyposazona w 24 eksponaty usytuowane w trzech salach, w czterech strefach
tematycznych: matematyka i fizyka, technika, iluzja oraz architektura. Nauka za pomoca doswiadczen
stanowi podstawe oferty. Odwiedzajacy Park Nauki Torus moga samodzielnie badac zjawiska, poszukiwac
ciggow przyczynowo-skutkowych, wyciggac wnioski. Mozna m.in. sprawdzic, na jakiej zasadzie dziataja
wieze ciSnien, przekonac sie o praktycznym zastosowaniu rownan Bernoulliego czy doznac wrazenia iluzji
i ztudzen optycznych.

Park Nauki Torus zaprasza rowniez na warsztaty i zajecia rozwijajace zainteresowania matematyka,
technika i innymi naukami Scistymi - organizowane dla grup uczniow, a takze dla dorostych.

W budynku funkcjonuje sklepik z gadzetami i kawiarnia. Odwiedzajacy moga korzystac z otwartej
przestrzeni rekreacyjnej. Fontannai alejki z tawkami zachecajg do odpoczynku po zwiedzeniu wystawy.
Atrakcja jest zrewitalizowana i podswietlona wieza cisnien, znajdujaca sie na terenie Parku.

Park Nauki Torus czynny jest od wtorku do pigtku w godz. 9-17 oraz w soboty i niedziele w godz. 10-18.
Szczegotyi sprzedaz biletow: parknaukitorus.pl




