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Przejscie Merkurego na tle Stonca Ariel MAJCHER

Koniunkcje, czyli ustawienie cial
niebieskich i obserwatora w jednej linii
dziely sie, dla planet na orbitach
mniejszych od ziemskiej, na dwa rodzaje:
koniunkcje¢ dolng, w ktérej planeta
znajduje sie miedzy Stonicem a Ziemig
(w jednej linii po zrzutowaniu na
plaszczyzne ekliptyki), oraz koniunkcje
goérna, w ktérej planeta znajduje sie za
Storicem z punktu widzenia Ziemi.

Rys. 1. Schemat przejécia Merkurego na
tle Stonca 11 listopada 2019 r.
(zrédto: leclipsewise.com)

W 101 rocznice odzyskania przez Polske panstwowosci, 11 listopada 2019 r., na
tle Stonca przez kilka godzin bedzie mozna dostrzec malta plamke. Nie bedzie to
jednak plamka powstala wskutek zwyklej aktywnosci stonecznej. Tym razem nie
ma ona nawet bezposredniego zwiazku ze zjawiskami zachodzacymi w fotosferze
naszej Gwiazdy Dziennej. Przed tarcza stoneczna przejdzie planeta Merkury.

W Ukladzie Stonecznym dwie planety: Merkury i Wenus kraza blizej Stonca

niz Ziemia, dlatego od czasu do czasu zdarza sie, ze podczas koniunkcji dolnej
przejda one dokladnie na tle tarczy stonecznej. Gdyby planety krazyly wokot
Stonica w tej samej plaszczyznie, do takiego przejécia dochodziloby podczas
kazdej koniunkcji dolnej. Niestety tak nie jest, gdyz orbita Wenus jest nachylona
do orbity Ziemi pod katem ponad 3°, za$ orbita Merkurego — pod katem 7°. Aby
doszlo do przejscia przed tarcza stoneczna, planeta musi by¢ blisko wlasnego
wezla, czyli punktu przeciecia swojej orbity z ekliptyka. Sa dwa takie wezty:
wstepujacy, gdy planeta przenosi si¢ na péinoc od ekliptyki, i zstepujacy, gdy
przecina orbite Ziemi w drodze na potudnie. Dla Merkurego wystepuja one

w okolicach 10 listopada (wezel wstepujacy) i 8 maja (wezel zstepujacy). Gdy
w poblizu ktérejs z tych dat przypada koniunkcja dolna Merkurego ze Stoncem,
wtedy dochodzi do przejécia planety na jego tle.

Orbita Merkurego jest najbardziej eliptyczna z planet Ukladu Stonecznego

i jego odleglo$é do Stonca zmienia sie najbardziej pomiedzy peryhelium
(punktem orbity najblizej Storica) a aphelium (punktem orbity najdalej Storica)
w stosunku do rozmiaréw orbity. Stad wielkos$¢ jego tarczy (w przeciwienistwie
do tarczy Wenus, ktérej orbita z kolei jest najbardziej kolowa wéréd planet)

w maju jest inna niz w listopadzie. Wiosng planeta jest bliska peryhelium,
jesienia — bliska aphelium. W pierwszym przypadku tarcza Merkurego ma
rozmiar 10”7, w drugim jest o 2" wigksza. Jednak mimo wigkszych rozmiaréw
planeta porusza sie wolniej, stad mniej prawdopodobne jest jej przejscie przez
wezel w odpowiednim czasie. Tarcza Wenus jest przeszto 5-krotnie wicksza

i w trakcie przejécia na tle Slonca, dysponujac odpowiednim filtrem, mozna

ja dostrzec bez dodatkowych przyrzadow. Niestety w przypadku Merkurego
taka sztuka sie nie uda. Jego tarcza jest zdecydowanie za mala, aby mozna ja
bylo zobaczyé¢ bez pomocy przyrzaddéw optycznych. Do zaobserwowania zjawiska
potrzebny jest teleskop o powigkszeniu przynajmniej 50-krotnym. Oczywiscie
nalezy pamietaé, ze Stonice $wieci bardzo jasno i jego swiatlo moze spowodowaé
nieodwracalne uszkodzenie wzroku nawet wtedy, gdy patrzy sie na nie bez
pomocy teleskopu. Stad konieczne jest odpowiednie zabezpieczenie, czy to

w postaci dobrego filtra do obserwacji Stotica, czy tez przez rzutowanie obrazu
Stonca na ekran.

W ciagu roku ziemskiego Merkury zdazy okrazy¢ Stonce ponad 4-krotnie,

zas okres synodyczny planety, czyli czas mijajacy np. od jednej koniunkcji
dolnej do nastepnej, wynosi 115 dni, a wiec na caly rok ziemski przypadaja
ponad 3 okresy synodyczne Merkurego. Planeta Wenus znajduje sie prawie
2-krotnie dalej od Stonca i jej rok trwa wiecej niz pél roku ziemskiego, za$ okres
synodyczny — 584 dni, czyli ponad 1,5 roku ziemskiego. Stad $rednio na stulecie
przypada 13 przejs¢é Merkurego na tle Stonca. I jest to znacznie wiecej niz
przejs¢ Wenus — wystepujacych w parach, ktore dzieli 8 lat, ale miedzy parami
jest 105,5 lub 121,5 roku przerwy. Jesienne przejscia Merkurego powtarzaja sie
co 7, 13 lub 33 lata, natomiast przejscia wiosenne — tylko co 13 lub co 33 lata.
Przejécie planety na tle Stonca widoczne bedzie z catej pétkuli, zwrdconej

w momencie przejécia ku Sloficu (plus obszary, na ktérych Stonice wzejdzie lub
zajdzie w trakcie przejécia), a zatem przecietny czlowiek ma w swoim zyciu
szanse na dostrzezenie kilku przejé¢ Merkurego. Jesli urodzil sie pechowo, moze
nie mie¢ mozliwosci obserwacji przejscia Wenus. Kolejne przejscie Merkurego
nastapi 13 listopada 2032 r., czyli po 13 latach od tegorocznego, zas kolejne
przejécie Wenus zdarzy sie dopiero w grudniu 2117 r.

Tegoroczne przejscie Merkurego zacznie sie o godzinie 12:35 czasu uniwersalnego,
czyli o 13:35 czasu obowiazujacego w Polsce. W tym momencie nad Polska
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* Uniwersytet Jagielloriski, Colegium
Medicum, Wydzial Farmaceutyczny

Tabachnikow zdefiniowal krzywa
rowerowg, (bicycle curve) jako linig
zakreslang przez tylne koto roweru, gdy
przednie porusza si¢ wzdluz innej,
zadanej krzywej (uogélnienie traktrysy).
W tym artykule méwimy o czym innym —
stad dodatkowy, ciepty przymiotnik:
sloneczna.

Stonice znajdowac sie bedzie juz w poludniowo-zachodniej czesci nieba, na
wysokosci mniej wiecej 15°. Tarcza planety jest mala, stad jej wejScie na tarcze
(ingres) trwa tylko 1,5 minuty. Stopniowo Merkury wejdzie do wnetrza tarczy,

a jednoczesnie tarcza stoneczna zblizy sie do linii horyzontu. Najwczeséniej Storice
zajdzie na SuwalszczyzZnie, o godz. 15:36, najpdzniej — w Bogatyni, o godz. 16:19.
Jak pokazano na rysunku [I} w poludniowo-zachodniej Polsce zmierzch nastapi
tuz przed srodkiem przejscia i reszty zjawiska, ktore potrwa do 19:04 naszego
czasu, nie da si¢ obserwowaé z Polski. Cale zjawisko widoczne bedzie z Ameryki
Poludniowej, wschodniej cze$ci Ameryki Pélnocnej, z zachodnich kranicow Afryki
i z wiekszosci obszaru Antarktydy, co przedstawia rysunek
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Rys. 2. Mapa obszaréw widoczno$ci przej$cia Merkurego na tle Stornca 11 listopada 2019 r.
(zré6dlo: F. Espenak, eclipsewise.com)

Notujac dokladne momenty wejscia i zejscia planety z tarczy stonecznej

i poréwnujac je nastepnie z pomiarami wykonanymi przez innych obserwatoréw
znajdujacych sie w znacznych odleglosciach, mozna z paralaksy wyznaczy¢
odleglos¢ Ziemi od Stonca, czyli wielkos¢ jednostki astronomicznej, a tym
samym okresli¢ wielko$¢ Uktadu Stonecznego. Obecnie istnieja dokladniejsze
metody wyznaczania odleglosci migedzy planetami, stad przejécia Merkurego

i Wenus na tle Stonca nie maja juz takiego znaczenia. Jednak jest to na tyle
rzadkie zjawisko, ze jesli tylko bedzie odpowiednia pogoda, na pewno warto
wybra¢é sie na jego obserwacje. Zwtlaszcza ze dla wiekszo$ci mieszkancow
Polski jest to dzien wolny od pracy. Z pewnoécia w wielu miastach zostang
zorganizowane publiczne obserwacje zjawiska, dobrze jest zatem $Sledzi¢ strony
internetowe foréw astronomicznych, lokalnych organizacji astronomicznych czy
doniesienia lokalnej prasy.

Dzienne i nocne krzywe rowerowe
Wojciech JAWIEN*

Niech autorowi bedzie wolno cofnaé sie w czasy 1$niacych w stoncu
chromowanych obreczy kot roweréw (lub wézkéw dziecinnych). Obrecze te
rzucaly rozmaite odblaski na powierzchnie¢ szosy. Bogactwo obserwowanych
ksztaltéow zachecalo do podjecia préby opisania ich w jezyku matematyki.
Zrobmy to teraz, cho¢ poniewczasie — bo wspolczesnie trudniej o okazje ujrzenia
tego zjawiska.

Ograniczymy sie do $wiatla odbijanego przez jeden z kolnierzy obreczy (ktéry
modelujemy jako powierzchnie boczna stozka $cietego). Ma on pewna szerokosé,
wiec odblask jest figura dwuwymiarowa. Jesli jednak ta szerokosé bedzie

dazy¢ do zera, w granicy otrzymamy jako refleks obiekt jednowymiarowy. To
jest wlasnie nasza stoneczna albo dzienna krzywa rowerowa. Nocne krzywe
otrzymamy, o$wietlajac obrecz nieodlegltym, punktowym zZrédlem $wiatta, takim
jak latarnia.
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Prezentujemy galerie¢ krzywych rowerowych
otrzymanych przy zastosowaniu programu
Mathematica dla réznych potozen zrodia
Swiatla, okreslonych przez wspdirzedne
sferyczne: ¢, 6, a dla krzywych nocnych
takze R. Dodatkowym parametrem jest

~v — kat miedzy powierzchnia kolnierza

a plaszczyzna kola.

Korzystajac z programu Singular, da sie
natomiast wykazaé, ze sa to krzywe
algebraiczne co najwyzej czwartego
stopnia — czego mozna sie byto spodziewac
na podstawie empirycznego spostrzezenia,
ze dowolna prosta przecina je maksymalnie
w czterech punktach. Algebraiczne
réwnania opisuja réwniez urojone, czyli
nieistniejace fizycznie fragmenty krzywych,
odpowiadajace np. odbiciu od wewnetrznej,
ukrytej pod opona, powierzchni kolnierza.
Na wykresach sg one wyréznione kolorem.

Zainteresowanych matematycznym opisem
krzywych rowerowych oraz listingami
odpowiednich programéw zapraszam na
strone deltami.edu.pl do pelnej wersji
artykuhu.

Na rysunkach obok przyktady stonecznych krzywych
rowerowych. Kolorem zaznaczono urojone fragmenty
krzywych. Jednostka miary katéw jest kat prosty.

Na rysunkach ponizej przyktady nocnych krzywych
rowerowych.
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Funkcja Eulera

Witold BEDNAREK

Niech ¢(n) (gdzie n jest dodatnia liczba naturalna) oznacza funkcje Eulera,
czyli liczbe liczb naturalnych nie wigkszych od n i wzglednie pierwszych z n.
Na przyktad

90(1) =1, @(2) =1, 90(3) =2, ()0(4> =2, 90(5) =4, @(6) =2.

Przypomnijmy dwie powszechnie znane wlasnosci funkcji Eulera:

Twierdzenie. Jesli p1,pa, ..., pr Sq rozZnymi liczbami pierwszymi
imy, Ma,...,mg >0 sq liczbami naturalnymsi, to
1 1 1
7701 Mo MM L 7701 mo mi
e py 2o =D Pyt 1—)-(1—)-...-(1—)-
(pY 2 i) 1 2 k ( n D2 Dr

Twierdzenie (Eulera). Jesli a,n > 0 sq liczbami naturalnymi oraz nwd(a,n) =1,
to n|a®™ — 1.

Zauwazmy, ze jesli n = p jest liczba pierwsza i nwd(a,p) =1 (czyli p1a), to
wobec p(p) = p — 1 mamy podzielnoéé plaP~! — 1, czyli teze w malym twierdzeniu
Fermata.

Nietrudno jest udowodnié, ze dla n > 3 liczba p(n) jest parzysta (Czytelniku,
sprébuj sam!). Okazuje sie, ze nie kazda liczba naturalna parzysta jest wartoscia
funkcji Eulera ¢. Andrzej Schinzel udowodnil, ze dla zadnego naturalnego k£ > 1
liczba 2 - 7% nie jest wartoécia funkcji ¢.

Jesli p jest liczba pierwsza, to p(p)lp — 1 (bo p(p) =p —1). W 1932 roku
Derrick Henry Lehmer spytal, czy istnieje taka liczba zlozona n, ze p(n)|n — 1.
Pytanie to do dzisiaj pozostaje bez odpowiedzi. Mozna tatwo uzasadni¢, ze jesli
n=p{" -py? ... pp*, to podzielnodé p(n)|n — 1 jest réwnowazna podzielnosci
(1) (pr—1)-(p2—1) ... (pe — 1) | p1p2...px — L.

Oczywiscie, gdy k = 1, to powyzsza podzielnosé zachodzi (wtedy n = p; jest liczba
pierwsza). Dla k > 2 nie znaleziono liczb pierwszych p1, pe, ..., pr spelniajacych
podzielnosé i jest watpliwe, czy takie liczby istnieja. W 1980 roku

Geoffrey L. Cohen i Peter Hagis dowiedli, ze jesli n jest liczba zlozona i zachodzi
podzielnosé (), to k > 14 i n > 102,

Zajmijmy sie teraz réwnaniem

(2) p(x) =m,
gdzie m > 0 jest dang liczba naturalna. Mozna udowodnié¢, ze powyzsze réwnanie

(a) dlam =2-7" ma 0 rozwiazan,
(b) dla m = 2- 3%+ ma 2 rozwiazania,
(c) dlam = 12-7%%*! ma 3 rozwiazania.

Zachodzi twierdzenie ogélne (Paul Erdés, Kevin Ford): dla kazdej liczby
naturalnej s > 2 istnieje taka liczba naturalna m, ze réwnanie ma doktadnie
s rozwiazan, co wiecej, dla danego s > 2 takich liczb jest nieskoniczenie wiele.

W 1922 roku Robert Daniel Carmichael sformulowal hipoteze: nie istnieje
takie m, ze réwnanie ma dokladnie jedno rozwiazanie. Hipoteze mozna
rowniez wyrazié¢ nastepujaco: dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje taka
liczba naturalna x # n, ze p(x) = p(n).

W 1994 roku Aaron Schlafly i Stan Wagon, przeprowadzajac obszerne obliczenia
numeryczne, wykazali, ze jesli réwnanie p(z) = ¢(n) ma dokladnie jedno
rozwigzanie (tj. x =n), to n > 1017, tzn. najmniejszy kontrprzyktad (jesli
istnieje) dla hipotezy Carmichaela ma ponad 10 milionéw cyfr.

Przejdzmy do réwnania

(3) T = 90(1') =k,

gdzie k > 1 jest dang liczbg naturalna. Dla k£ = 1 mamy nieskonczenie wiele
rozwigzail 1 sa nimi wszystkie liczby pierwsze (dlaczego?). Dla k = 3 1 k = 5 mamy
rozwiazania odpowiednio z = 9 i x = 25, co Czytelnik zechce sprawdzi¢. Niech
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teraz k > 7 bedzie dowolnie ustalona liczba nieparzysta. Na mocy wzmocnionej
hipotezy Goldbacha (kazda liczba wigksza od 6 jest suma dwéch réznych liczb
pierwszych) istnieja takie rézne liczby pierwsze p i ¢, ze k + 1 = p + ¢. Przyjmijmy
x = pq. Wtedy x spelnia réwnanie 7 gdyz

z—o(x)=pg—opq) =pg—(p—1)(¢—1)=p+q—1=F

To pokazuje hipotetyczna rozwigzalnos¢ réwnania dla kazdego nieparzystego
kE>1.

Okazuje sie, ze réwnanie moze nie mieé rozwiazania dla k£ > 0 parzystych.
Najmniejszymi takimi k sa: 10, 26, 34, 50, 52, 58, 86, 100. W 1995 roku Jerzy
Browkin i Andrzej Schinzel udowodnili nastepujacy fakt:
rOwnanie

x — p(x) = 2" - 509203
nie ma rozwiazan dla kazdego naturalnego n > 1.
Na koniec kilka zadan dla Czytelnika.

Zadanie 1. Rozwiaza¢ réwnania
(@) p(x) =1, (b) p(z) =2, (c) p(z)=4.
Zadanie 2. Wykazad, ze rownanie
z—o(x)=2" (meNm:=>2)
ma co najmniej jedno rozwigzanie.

Zadanie 3. Rozwazamy réwnanie

(*) € — 80(3”) =D
gdzie p jest dang liczba pierwsza. Wykazac, ze réwnanie :

(a) ma co najmniej jedno rozwiazanie,
(b) ma skoriczong liczbe rozwiazan,
(¢) moze mie¢ dowolnie wiele rozwiazan (w zaleznosci od p).

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1615. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb naturalnych n, m liczba rozwiazan
nieré6wnosci |z1| + |z2| + ... + |z,| < m w liczbach catkowitych jest réwna liczbie
rozwigzan nieréwnosci |z1| + |x2| + ... + |zm| < n w liczbach caltkowitych.
Rozwigzanie na str. [0]

M 1616. Udowodnié, ze nie istnieja takie liczby catkowite x,y, ze 4oy — oz —y
jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwiazanie na str. [J]

M 1617. Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach wymiernych, ktory
przyjmuje wartosci niewymierne dla niewymiernych argumentéw. Wykazaé, ze
stopien P wynosi 1.

Rozwiazanie na str. [9]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 985. Piaszczyste brzegi mérz to zwykle miejsca, gdzie dno morskie powoli
opada z odlegloscia od krawedzi plazy. Dlaczego w takich miejscach grzbiety
fal dobiegajacych do brzegu sa do tego brzegu rownolegle, niezaleznie od ich
kierunku na glebokiej wodzie?

Rozwiazanie na str. [T1]

F 986. Jaki jest stosunek Srednich gestosci Slonca pg i Ziemi pz, jezeli
wiadomo, ze rok trwa okoto T = 365 dni, przyspieszenie ziemskie g = 10m/s?,
promien Ziemi R = 6,4 - 10° m, a rozmiary katowe Slofica obserwowanego z Ziemi
wynoszg ¢ = 0,5°7

Rozwiazanie na str. [T1]
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* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Rozwigzanie zadania M 1615.
‘Wskazemy bijekcje miedzy zbiorami
rozwigzan przedstawionych w zadaniu
nieréwnosci. Zalézmy, ze liczby calkowite
ai,...,an spelniaja Zj—1 la;| < m.
Mozemy na dwa sposoby wskazaé ag # 0
takie, ze Z:L:O la;| = m + 1. Kazdy ciag
(n + 1) liczb spelniajacy te réwnosé (oraz
ag # 0) mozemy podzieli¢ na bloki, czyli
fragmenty postaci (z,0,...,0), gdzie

x # 0. Jesli dlugosé takiego bloku to k, to
przyporzadkujemy mu blok (y,0,...,0)
dlugosci |z|, gdzie |y| = k oraz y jest tego
samego znaku, co . Wykonujac te
operacje na wszystkich blokach,
dostaniemy ciag bo, . .., by, gdzie

ZZYLO |b;] =n+11ibg # 0, co daje nam
ciag liczb catkowitych by, ...by,
spelniajacy Z:zl b; < n. Nietrudno
przekonad sie, ze przedstawione
przeksztalcenie jest wzajemnie
jednoznaczne, co konczy rozwigzanie.

Systemy pozycyjne w trikach karcianych
Karol GRYSZKA*

Pokazy iluzjonistyczne nacechowane sg elementami odwracajacymi uwage,

nadzwyczajna zwinnoscia, sprawnoscig ruchowg lub rachunkowsg iluzjonisty. Dla
nas, matematykoéw, najciekawsze sg oczywiscie te wykorzystujace pewne aspekty
matematyki. Przedstawimy kilka trikéw, ktére taczy wspoélne ogniwo — systemy

pozycyjne.

Przypomnijmy, ze kazda liczbe naturalng N mozna zapisa¢ w systemie
o podstawie n w nastepujacy sposob:

N =bg+bin+ bon® +bgn® + ...,

gdzie b, € {0,1,...,n — 1}. Na przyklad liczbe 15 z systemu dziesietnego
»przettumaczymy” na binarny (dwéjkowy) jako 1111(g), tj. 1519y = 1111(5) (liczby
w indeksach dolnych wskazuja na podstawe systemu). W systemie o postawie 3
mamy 15(10) = 120(3)

Trik 1. — Bereniko, prosze o wybranie jednej liczby z przedzialu od 1 do 15 —
rzekt iluzjonista do ochotniczki.

- Juz wybratam — odpowiedziata po chwili.

— A teraz prosze o wskazanie, na ktérych kartach jest Twoja liczba.

- Hmm. .. — zamyslila sie na chwile. — Jest na pierwszej, trzeciej i czwartej.

— Ach, fantastycznie! Wybralas 13 — odpowiedzial niezwlocznie iluzjonista,
wywotujge tym samym zachwyt ochotniczki.

1 3 2 3 4 5 8 9
5 7 6 7 6 7110 11
9 11|} 10 11 || 12 13 || 12 13
13 15| 14 15 || 14 15 || 14 15

W jaki sposéb iluzjonista odgadtl liczbe? Zasadniczo nie jest potrzebna
znajomo$é systeméw pozycyjnych, aby wykonac te sztuczke. Liczby na kartach
sa tak dobrane, ze niezaleznie od tego, jaka liczbe wybierze Berenika, wskazane
przez nig karty determinujg zawsze tylko jedna liczbe. Z drugiej strony
znajomosé systeméw pozycyjnych pozwala ten trik usprawnié¢ oraz modyfikowaé.

Spdéjrzmy na liczby stojace w lewym gérnym rogu kart wskazanych przez
Berenike — ich suma jest réwna wybranej liczbie. Ochotniczka wskazata karty,
liczac od lewej, pierwsza, trzecia i czwarta, wiec iluzjonista wykonuje 1 + 4 + 8
i tym sposobem otrzymuje 13. Gdyby Berenika wybrata 10, wskazalaby karty
druga i czwarta — iluzjonista wykonujac dzialanie 2 + 8, ,odgadlby” jej liczbe bez
problemu.

No dobrze, ale skad sie¢ wziely wlasnie takie liczby na poszczegélnych kartach?
Pierwsza karta zawiera te liczby, ktore w systemie dwéjkowym maja ostatnia
cyfre z prawej strony réwna 1. Druga karta — wszystkie liczby maja druga
cyfre od prawej réwna 1 (w systemie dwdjkowym). Trzecia karta zawiera
liczby, ktérych trzecia cyfra od prawej jest réwna 1 (w systemie dwdjkowym).
I analogicznie czwarta karta. W ten sposéb kodujemy wszystkie liczby

z przedzialu od 1 do 15.

Trik 2. — Alfredzie, odrzué z pelnej talii 25 kart. Z pozostalych wybierz
jedng @ zapamietaj jg. To bedzie Twoja karta. Nie pokazuj jej nikomu. Ty
za$, Bereniko, powiedz swojg ulubiong liczbe z przedzialu od 1 do 27 — prosi
iluzjonista.

Alfred wykonuje instrukcje © po chwili oddaje iluzjoniscie 27 kart.

— Wybralam liczbe 6 — dodaje Berenika.

— Doskonale. Podziele teraz karty na trzy réwne stosy, figurami do gory. Gdy
to skorncze, wskaz stos, w ktorym jest Twoja karta — iluzjonista zwrocil sie do
Alfreda, po czym ulozyl stosy.

— Tutaj — Alfred wskazal na jeden z nich.
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Rozdanie

2

Kod
1
0 —— 000
1 —— 001
2 — 002
0 —— 010
1 — 011
2 — 012
0 —— 020
1 —021
2 — 022
0 —— 100
1——101
2 — 102
0—— 110
1—111
2 — 112
0 —— 120
1—121
2 — 122
0 —— 200
1—— 201
2 — 202
0 —— 210
1—211
2 — 212
0 — 220
1 —221
2 —— 222

Nastepnie iluzjonista jeszcze dwukrotnie roztozyl wszystkie karty na trzech
stosach i prosit o wskazanie tego, na ktérym byla karta Alfreda.

— Bereniko, podaj nam raz jeszcze swojg liczbe!

-6 — odpowiedziala.

— Patrzcie uwaznie, mot drodzy! — rzekl magik, po czym zaczql odliczaé karty
i szosta, ktorg wylozyl, byla tg wybrang przez Alfreda.

W jaki sposéb iluzjonista umiescil karte we wlasciwym miejscu? Przyjrzyjmy sie
schematowi przedstawionemu na marginesie. Kolumna z nagtéwkiem ,,Kod” to
liczby od 0 do 26 zapisane w systemie tréjkowym. Kolumna ,,Rozdanie” opisuje
mozliwe ulozenia kazdej karty w kolejnych rozdaniach. Jak przebiegaja rozdania
i co wlasciwie robi iluzjonista?

Przebieg sztuczki dla iluzjonisty zaczyna sie od pomniejszenia liczby Bereniki

o 1 (stad w prawej kolumnie zapis liczb od 0 do 26) — otrzymuje 5. Nastepnie
przedstawia te liczbe w systemie trojkowym: 5(19) = 012(3) (zapis uzupelniamy
zerami z lewej strony tak, aby otrzymaé trzy cyfry). Czyta cyfry tej liczby od
prawej do lewej (a wiec odczytuje kolejno 2, 1 oraz 0) i kazdej przyporzadkowuje
pozycje: gora — 0, srodek — 1 oraz dét — 2. Iluzjonista doklada po kolei jedna
karte na lewy stos, jedna na $rodkowy, jedna na prawy i tak dalej. Gdy wylozy
juz wszystkie i Alfred wskaze stos z jego karta, iluzjonista zbiera stosy i uktada
je w taki sposéb, by stos z karta Alfreda znalazl sie w pozycji odpowiadajacej
kolejno przeczytanym cyfrom. Czyli: pierwsza przeczytana cyfra to 2, a wiec
po pierwszym rozdaniu iluzjonista umieszcza stos z kartg Alfreda na spodzie.
Analogicznie w pozostalych rozdaniach: po drugim — w $rodku i po trzecim —
na gorze.

Przesuniecie na sam dét stosu, ktéry jako pierwszy wskazal Alfred, spowoduje,
ze jego karta trafi do ,,puli” liczb, ktérych pierwsza od lewej cyfra jest 2 (patrz
schemat, kolumna ,Rozdanie 1”). Ulozenie kart w drugim rozdaniu redukuje
lokalizacje karty do miejsc, w ktérych kodzie druga cyfra jest 1 (sa to wiersze 6,
151 24, czyli liczby 012(3),112(3) oraz 2123)). Wreszcie — ulozenie ich po trzecim
rozdaniu wskazuje pozycje sz0sta i liczbe 012 3.

Poniewaz jest doktadnie 27 réznych liczb trzycyfrowych w systemie tréjkowym,
to kazda z pozycji 0-26 jest opisana jednoznacznie.

Trik 3. — Bereniko, wybierz z pelnej talii kart jedng dowolng i zapamietaj jg.
Alfredzie, tym razem powiedz na glos jedng wybrang liczbe z przedziatu od 1
do 52.

— Gotowe — odpowiada Berenika.

— Wybratem 45 — dodaje po chwili Alfred.

— Swietnie! Bereniko, polé teraz swojg karte na wierzch stosu.

Tluzjonista zrecznie tasuje kilkukrotnie karty, po czym cierpliwie je odlicza

i pokazuje, Ze na pozycji numer 45 jest wybrana przez Berenike karta.

Sekret polega na sposobie tasowania kart — tak zwanych idealnych tasowaniach.
Jest to dos¢ trudna sztuka, polegajaca na podzieleniu catego pliku kart na

dwa réwne stosy (po 26 kart kazdy) i takim ich potasowaniu, aby karty
potasowanej talii utozone byly naprzemiennie po jednej z kazdego stosu. Ponizej
przedstawiamy dwa mozliwe schematy takiego tasowania dla 10 kart.

’ Y§] ’ Y§] Q6
[ Y Q6 A6
[ X! V6 &6 [ Y] 05
a3 (VA ' Y]
a2 V5 A5 ol 04
— 04 &4 —> lub

06 Q4 ' Y
v V3 &3

5 V2 A2 a3 03
04 03 a3
03 a2 02
02 Q2 a2
talia podziat 0-tasowanie 1-tasowanie



Liczbg 101100(2) mozna przeksztalci¢ do
zapisu w systemie dziesietnym
standardowo, to jest

101100(g) = 1-2° +1-2° +1.2°
=324 8+4 =44,

ale mozna réwniez czytaé liczby od lewej
do prawej i, zaczynajac od zera, za
kazdym razem podwajac liczbe
(wczeéniejszy wynik) i dodaé przeczytana
wlasnie liczbg. Mamy kolejno: 0;
2.0+1=1;2-140=2,2-2+41 = 5;
5:24+1=11;11-24 0 = 22;

22-2+0 =44.

Ilo$¢ tasowan dla dowolnej talii N kart
nie przekroczy liczby [log, N.

*Instytut Geofizyki, Wydziat Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Wigcej o modelu ak135 w AYy.

W jaki sposob iluzjonista wykorzystuje taka technike? Podobnie jak

w poprzednim triku od wybranej liczby odejmuje 1, tym razem jednak
przedstawia tak otrzymang liczbg w systemie dwdjkowym: 4419y = 1011003).
Nastepnie wykonuje serie tak zwanych O-tasowan lub 1-tasowan (patrz rysunek
na dole poprzedniej strony). W 0-tasowaniu karty z gérnej potowy stosu
umieszczane sa na miejscach nieparzystych z zachowaniem ich kolejnosci

w potasowanym pliku; w 1-tasowaniu gorna polowa zajmuje odpowiednio
pozycje parzyste. lluzjonista wykonuje seri¢ 0-tasowan i 1-tasowan zgodnie

z kolejnymi cyframi rozwiniecia dwéjkowego, od lewej do prawej. Przy
wyborze Alfreda wykona zatem kolejno 1-tasowanie, 0-tasowanie, 1-tasowanie,
1-tasowanie, 0-tasowanie i O-tasowanie.

Sekret dzialania triku ukryty jest w zapisie liczby w systemie dwdjkowym

i wlasciwej obserwacji tego, co doktadnie robia tasowania z kartami. Zauwazmy,
ze 0-tasowanie podwaja liczbe kart nad kazda z kart goérnej czesci stosu, zas
1-tasowanie podwaja i dodaje jeszcze jedna nad. Doktadnie to samo dzieje

sie, gdy ,ttumaczymy” zapis binarny na dziesietny, czytajac cyfry od lewej

do prawej: czytajac 0 podwajamy liczbe; czytajac 1 podwajamy i dodajemy 1.
W opisanym przykladzie karta na wierzchu ma 0 kart nad soba. Po pierwszym
tasowaniu bedzie miata 1 karte, po drugim 2, po trzecim 5 i tak dalej, zgodnie
z ponizszym schematem:

051%255511 %222 44
Ostatecznie nad karta beda 44 inne i iluzjonista moze spokojnie rozpoczac
odliczanie.

W tym triku, w odréznieniu od poprzedniego, liczba tasowan jest zmienna
i zalezy od tego, ile cyfr ma reprezentacja binarna liczby.

Na zakonczenie Czytelnik zapoznany z powyzszymi sztuczkami pewnie nie
bedzie zaskoczony tym, ze Trik 1. mozna uogdlni¢ na wiecej kart i szerszy
zakres liczb, Trik 2. na liczbe kart postaci n*, gdzie n, k > 2 (ile wtedy bedzie
rozdan i na ile stos6w?) oraz Trik 3. na dowolng (!) liczbe kart. Szczegdty
pozostawiamy do samodzielnego opracowania i zZyczymy milego zaskakiwania
kolegow, kolezanek czy rodzicow w réznych okolicznosciach.

Dryfujace kontynenty
Marek GRAD*

Kontynenty sprawiaja wrazenie czego$ bardzo stabilnego, statego, niezmiennego.
Szczegoblnie w skali dlugosci zycia czlowieka. W jezyku potocznym mowi

si¢ nawet ,stalty lad”. Tymczasem przemieszczenia wzdluz uskokow podczas
silnych trzesien ziemi wskazuja na istnienie ruchéw poziomych i pionowych,
potwierdzonych migedzy innymi dokladnymi pomiarami technika GPS.
Kontynenty poruszaly sie w przeszlosci i poruszaja sie wspdlczednie.

Litosfera Ziemi dzieli sie na kilka wielkich plyt (np. plyta pacyficzna, plyta
euroazjatycka) uzupelnionych mozaika mniejszych plyt i mikroplyt (np. plyta
arabska, plyta karaibska, plyta Scotia). Ich granice pokrywaja sie ze strefami

o duzej aktywnosci sejsmicznej. Badania wnetrza Ziemi za pomoca fal
powierzchniowych pokazuja, ze struktura do glebokosci 300 km jest bardzo
zréznicowana. Na rysunku 1 (okladka) przedstawione zostaly rozklady predkosci
sejsmicznych fal S w stosunku do referencyjnego modelu ak135 dla dwéch profili:
réwnoleznikowego i poludnikowego. Dodatnie anomalie predkosci AVs/Vs
oznaczaja wieksze predkosci fal w oérodku chlodniejszym (litosfera), podczas
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Rozwigzanie zadania M 1616
Przypusémy, ze 4oy — oz —y = 22 dla
pewnych liczb catkowitych z, vy, z.
Réwnosé te mozemy przepisaé¢ do postaci
(4z — 1)(4y — 1) = 22. Niech p bedzie
dzielnikiem pierwszym 4z — 1. Wéwczas
(22)? = 42% = —1 (mod p). Z Malego
Twierdzenia Fermata wiemy, ze

(27)" L' =1 (mod p), a zatem

(— l) = 1 (mod p), co oznacza ze
p=1 (mod 4). Poniewaz p bylo dowolnym
dzielnikiem pierwszym 4z — 1, wiec
4z —1 =1 (mod4), a to jest sprzecznosé.

Rozwigzanie zadania M 1617.
Niech P(x)
zadania. Zauwazmy, ze mozemy wybrac

o, 3 € Q takie, ze wielomian

W(x) := iP(T/u) ma wspétczynniki
catkowite oraz wspoélczynnik przy
najwyzszej potedze wynosi 1. Niech

W (0) = c i niech p bedzie liczbg pierwsza.
Jesli p jest dostatecznie duze, to réwnanie
W (x) — p — ¢ ma dokladnie jedno
dodatnie rozwigzanie, ktére zgodnie

z zalozeniem o wielomianie P jest
wymierne. Korzystajac z twierdzenia

o pierwiastkach wymiernych wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych dostajemy,
ze rozwigzaniem tym moze by¢ tylko 1
lub p, zatem dla dostatecznie duzych p
musi to by¢ p. Wynika stad, ze

W (p) = p + ¢ dla dostatecznie duzych
liczb pierwszych p, zatem W(z) = z + ¢,
co oznacza, ze P jest stopnia 1.

n B . .
= E o Wi spelnia warunki
i=

gdy anomalie ujemne oznaczaja mniejsze predkosci fal w osrodku cieplejszym
(astenosfera). Glebokoéé granicy litosfera-astenosfera zmienia sie od 10-30 km
w strefach ryftowych, 50-70 km pod oceanami do okoto 220 km pod starymi
kontynentami.

Przemieszczenia kontynentow w przesztoéci mozemy stwierdzi¢ na podstawie
obserwacji geologicznych (np. poréwnanie budowy geologicznej kontynentdéw,
skamienialo$ci) czy geofizycznych (np. liniowe anomalie magnetyczne skorupy
oceanicznej, badania paleomagnetyczne). Sa one udokumentowane dla ostatnich
setek milionéw lat historii Ziemi.

Kalifornijski roztam San Andreas jest powszechnie znany, jako Ze zwigzane z nim
trzesienia ziemi zagrazaja wielkim metropoliom: Los Angeles i San Francisco.
Jest to miejsce ,,Scierania si¢” dwdch plyt litosferycznych: plyty pacyficznej

i ptyty pélnocnoamerykanskiej. Predkos¢ poziomego przemieszczenia wzdtuz
tego roztamu wynosi 20-34 mm/rok. Dwa inne mozliwe typy przemieszczen

to odsuwanie sie plyt od siebie, jak to ma miejsce w grzbietach oceanicznych
(strefy ryftowe), oraz kolizja plyt, w wyniku ktérej jedna z plyt jest wciskana
(subdukowana) pod druga. Zimne, sztywne plyty litosferyczne przemieszczaja sie,
»Dlywajac” w goracej, mniej lepkiej materii plaszcza (astenosfera). Predkosé
tego przemieszczania wydaje si¢ niewielka — wynosi ona zaledwie okoto

1 do 9 cm/rok, ale w czasie geologicznym prowadzi do przemieszczen na
odleglos¢ setek czy nawet tysiecy kilometréw.

Dlaczego kontynenty si¢ poruszaja? Co jest napedem dla ptyt litosferycznych?
Ze wzrostem glebokosci we wnetrzu Ziemi rosna cidnienie i temperatura.
Temperatura w srodku Ziemi jest szacowana na ok. 5000°C — tyle ile na
powierzchni Stonca. Roznice temperatury i ciSnienia prowadzg do powolnych
ruchéw konwekeyjnych materii plaszcza. Cieplejsza, 1zejsza materia jest
wynoszona ku gérze w pradach wstepujacych, a ochlodzona, ciezsza materia
opada w pradach zstepujacych. Mechanizm ten wprowadza w ruch sztywne plyty
litosferyczne, powodujac ich przemieszczanie, czyli dryf kontynentéw. Schemat
takiego ukladu komérek konwekcyjnych jest przedstawiony na rysunku 2
(oktadka). Ruchy konwekcyjne w plaszczu prowadza do powstawania nowej
bazaltowej skorupy grzbietéw oceanicznych i kontynentalnych stref ryftowych
oraz powoduja destrukcje skorupy/litosfery w strefach subdukcji. Zderzenia
plyt litosferycznych w strefach subdukcji przyczyniaja sie do powstawania
tektonicznych deformacji, ktorych przejawem na powierzchni sa potezne
wypietrzenia gor, takich jak Himalaje, Andy i Alpy. Generowane w litosferze
naprezenia sa rowniez zrédlem najwigkszych trzesien ziemi.

Predkosci przemieszczania sie ptyt litosferycznych wynosza $rednio kilka
centymetréow na rok. Predkosé rozrastania sie Atlantyku wynosi okoto

2 cm/rok. Plyta pacyficzna napiera na Alaske z predkoscia okolo 6 cm/rok.
Przemieszczenie wzdluz uskoku San Andreas ma predkosé okoto 4 cm/rok.
Najwicksze predkosci, rzedu 10 cm/rok, obserwuje si¢ dla oceanicznej plyty
Nazca, napierajacej na zachodnie wybrzeze kontynentalnej ptyty Ameryki
Pélnocnej. Mape wspdlczesnych kierunkow i predkosci ptyt litosferycznych
przedstawia rysunek 3 (okladka). Na podstawie danych geologicznych

i geofizycznych mozemy zrekonstruowaé polozenie kontynentéw w przesztosci.
Okolo 250 mln lat temu wszystkie kontynenty tworzyty jeden superkontynent
(Pangea). Z Warszawy do Teksasu mozna by bylo wtedy przej$é na piechote
sucha noga. A jak bedzie wygladala Ziemia w przysztosci? Majac wiedze

o przeszlych i wspolczesnie zachodzacych procesach, mozemy prognozowac,
jak bedzie wygladala Ziemia w przyszlodci. Prognozy (spekulacje?) polozen
kontynentéw za 50, 150 i 250 mln lat przedstawil Scotese (www.scotese.com).
Za 50 mln lat w wyniku kolizji Europy z Afryk@ (subdukcja) zniknie Morze
Srédziemne, a w jego miejscu powstang Goéry Srédziemne. Antarktyda wyraznie
przemiesci sie na pélnoc, odsuwajac sie od bieguna, a Atlantyk osiggnie rozmiary
dzisiejszego Oceanu Spokojnego, powiekszajac odlegtoéé miedzy Europa

i Ameryka Polnocng niemal dwukrotnie. Wedlug tej prognozy za 250 min lat
kontynenty moga ponownie utworzy¢ jeden superkontynent. . .
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Fakt ten nie jest prawdziwy w wymiarach
wyzszych niz 2.

Historia pewnego trenera
Janusz SCHMUDE*

Czy pokazujac poprawnosé algorytmu, warto siegnaé po matematyczne
twierdzenia? Jak najbardziej! Przekonamy sie o tym, rozwazajac problem
zbalansowanego rozwoju w 2-wymiarowych systemach dodawania wektoréw
(Vector Addition Systems — VAS), ubrany w historyjke o zawodniku i trenerze.

Rozwazmy trenera, ktory trenuje jednego zawodnika. Co pewien czas, na
przyktad co 3 miesiace, trener musi wybra¢ metode treningowa na kolejny okres
z pewnej skoniczonej puli metod A. W tym celu korzysta z pomocy symulatora,
w ktérym moze sprawdzié¢, jakie umiejetnosci bedzie mial dany zawodnik po
zastosowaniu metody X € A. Zalezy mu na znalezieniu takiego ciagu metod, aby
po ich kolejnym zastosowaniu zawodnik rozwinal si¢ w sposéb zbalansowany —
o tym, co przez to rozumiemy, za chwile.

Zakladamy, ze zawodnik x jest w calosci opisany przez pare liczb naturalnych,
na przyktad: szybkosé, technika. Zalozymy réwniez, ze metody trenera

to wektory liczb calkowitych, a aplikacja metody do zawodnika powoduje
przesuniecie jego umiejetnosci o taki wlasnie wektor, o ile nie powoduje to
»zejscia” ktéregos z parametréw ponizej zera.

Moéwimy, ze zawodnik x = (z1,z2) jest z calg pewnoscig lepszy lub réwny
zawodnikowi y = (y1,¥2), co zapisujemy (x1,x2) = (y1,¥2), jezeli jest co najmniej
tak samo szybki i wyszkolony technicznie, czyli gdy jednoczeénie 1 > y1 i x2 = yo.
Jezeli dodatkowo nie jest mu rowny, czyli 1 # y; lub zo # yo, to piszemy x > y,
na przyktad (500,600) > (500,500). Uwazny Czytelnik od razu spostrzeze, ze
niektérzy zawodnicy sa nieporéwnywalni, na przyktad (600, 700) i (800, 500).
Powiemy, ze zawodnik rozwingl sie (w sposdéb zbalansowany), jezeli stal sie

z cala pewnoscia lepszy. Sciezkq treningowq nazywamy dowolny cigg metod
treningowych T'= X7 X5 ... X,, a efekt zastosowania kolejno metod X7, Xo, ...
dla zawodnika z bedziemy oznaczaé przez T'(z). Sciezke T nazwiemy rozwojowq
dla zawodnika x, jezeli po jej zastosowaniu rozwinal sig, czyli gdy T(x) > .

Przyktad 1. Niech A = {4, B}, gdzie A = (4, —4), a B = (—2,4). Sciezka

T = ABB jest rozwojowa dla x = (4,4), gdyz (4,4) 2 (8,0) 2 (6,4) 2 (4,8),
a (4,8) > (4,4). Nie jest ona rozwojowa dla y = (1,1), poniewaz w tym punkcie nie
mozna zastosowaé¢ metody A, gdyz yo + A2 = 1+ (—4) = —3 jest liczba ujemna.
Co wiecej, dla y nie ma zadnej Sciezki rozwojowe;j.

Sformulujemy teraz problem w sposéb Scisty i zaproponujemy algorytm, ktéry
ma go rozwiazywac.

PROBLEM ZBALANSOWANEGO RozwoJu:
DANE WEJSCIOWE:

punkt (startowy) xo € N2,

skoniczony zbiér A par liczb catkowitych (wektordw).
PYTANIE: czy istnieje taki ciag punktow kratowych w éwiartce dodatniej
r1,Ta,..., 7, € N2 | e dla kazdego i istnieje wektor A € A taki, ze x;41 = z; + A
oraz T, > rg?!

Najpierw podamy bez dowodu pewien lemat pomocniczy.

Lemat 1. Istnieje Sciezka rozwojowa z xo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
Sciezka rozwojowa z pewnego punktu xy osiggalnego z xq (czyli takiego, ze
xr = T(xg), dla pewnej $ciezki T').

Majac na uwadze powyzszy lemat, bedziemy zajmowac sie pytaniem, czy jest
punkt zj osiagalny z xg, z ktérego istnieje Sciezka rozwojowa. Réwnowaznie:
szukamy $ciezki (zg, 1, ..., 2,) takiej, ze z; < x, dla jakiego$ 0 < k < n.

Algorytm. Konstruujemy kandydata na (xo,z1,...,%,) przez back-tracking,
czyli ,,jak nie wyjdzie, to zrob krok wstecz i p6jdz w innym kierunku”: bedac
w punkcie x;, aplikujemy niezaaplikowang do tej pory w tym punkcie metode A
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Rozwigzanie zadania F 985.

Fale, ktore obserwujemy na morzu, to fale
grawitacyjne. Analiza wymiarowa pozwala
stwierdzi¢, ze predkosé c takich fal jest
proporcjonalna do pierwiastka z iloczynu
glebokosci wody h i przyspieszenia
ziemskiego g:

¢ x gh.

Wynika stad prawo zalamania na granicy
obszaréw o glebokosciach hq i ha:

sin (a(h1))  [ha
hg'

sin (a (h2))
Oznacza to, ze wraz ze zmniejszaniem si¢
glebokosci wody maleje kat, jaki predkosé
fali tworzy z linig prostopadla do brzegu —
zakladamy, ze gle¢bokos¢ powoli roénie
wraz z oddalaniem si¢ od brzegu.
Predkosé fali dobiegajacej do brzegu jest
wiec do tego brzegu prostopadtla, a tym
samym grzbiet fali do brzegu réwnolegty.
Scisle biorac, uzyta przez nas zaleznosé
predkosci fali od glebokosci obowiazuje,
gdy gleboko$¢ jest znacznie mniejsza niz
dlugosé fali, ale wlasnie taki przypadek
nas interesuje.

w

Rozwigzanie zadania F 986.
Sita dosrodkowa podczas obiegu Ziemi
wokél Stonca jest sita przyciggania
grawitacyjnego Ziemia-Stonce. Promien
kotowej orbity Ziemi oznaczmy jako r,
a masy Ziemi i Sltorica, odpowiednio, jako
Mz i Mg. Mamy woéwczas:
4> Mzr  GM.M,

T2 - r2 :
Stalg grawitacji G mozemy wyznaczy¢ na
podstawie znajomosci przyspieszenia
ziemskiego g:

. gR’
a stosunek mas Storica i Ziemi
Ms _ psRY
Mz~ pzR3’
gdzie Rs = rd/2 oznacza promien Stonca,

a 0 = m/360.

Mamy w ten sposéb komplet informacji
pozwalajacych wyznaczy¢ stosunek
gestosci Stonca do gestosci Ziemi:

_ 4x’R_ 4-R-720°
- 2. (8)® 10727
o7 (2)

Warto$é podawana w tablicach to 0,255.
Warto zauwazyé, ze promien Ziemi
wyznaczono juz w starozytnosci,

a pozostale dane uzyte w obliczeniach
kazdy z nas potrafi bez trudu wyznaczy¢
na podstawie prostych obserwacji.

ps
Pz

~ 0,31.

(o ile jest taka), otrzymujac kolejny punkt na $ciezce z;41 = z; + A. Gdy ,nie
wyjdzie”, czyli gdy x;+1 jest mniejszy lub réwny pewnemu xj obecnemu juz na
Sciezce, robimy ,krok wstecz”, czyli usuwamy x;y1 ze $ciezki i cofamy sie do x;.
Jezeli z kolei x;41 jest wiekszy od ktoregos$ xj, obecnego juz na Sciezce, konczymy
algorytm i zwracamy TAK, poniewaz $ciezka (zk, Tk11,...,2Zi+1) jest rozwojowa
dla xj (por. lemat . Jezeli algorytm nie moze wykonaé juz zadnego kroku,
zwraca NIE.

Przyklad 2. Rozwazmy nastepujaca instancje problemu: zg = (8,0),
A=1{A,B,C, D}, gdzie A = (-5,5), B=(—4,3), C = (4,—-6), D = (10, —6).
Wéwcezas stosujac powyzszy algorytm, otrzymujemy drzewo Sciezek

(4,0)  (10,0)

Sciezki A nie da sie kontynuowa¢; w A nie ma wektora, ktéry po dodaniu do
(3,5) mialby obie wspéirzedne nieujemne. Z kolei BBC' prowadzi do mniejszego
punktu. Wreszcie BBD prowadzi do wiekszego.

Na pierwszy rzut oka algorytm po prostu dziala. Okazuje sie, ze troche tutaj
przemilczeliSmy. . .

Ustalmy jakie$ xg i A. Jest jasne, ze jezeli powyzszy algorytm zatrzyma sie
i zwréci odpowiedz, to jest ona poprawna. Ale czy algorytm na pewno sig¢
zatrzymuje?

Skad wiadomo, ze kazda Sciezka zostanie zakonczona? Czy moze si¢ zdarzy¢, ze
na pewnej Sciezce bedziemy otrzymywaé coraz inne nieporéwnywalne wartosci,
na przyklad (70, 130), (90, 110), (100, 100), (80, 120), ...? Czy trener moze
nigdy nie odejs¢ od komputera? Okazuje sie, ze nie moze tak sie zdarzy¢,

a wynika to bezposrednio z lematu Dicksona.

Lemat 2 (Dicksona). Niech x1, 2,23, ... to nieskoriczony cigg punktéw z N2.
Wéwczas istniejq pewne dwa indeksy i < j takie, ze x; < x;.

A zatem, gdyby pewna Sciezka nigdy nie zostala zakonczona, to wszystkie pary
liczb na niej bytyby nieporéwnywalne, co przeczytoby lematowi Dicksona.

Trener juz si¢ cieszy, ze symulacje na pewno kiedy$ sie zakoncza i wroci na
treningi. Ale zaraz, zaraz... udowodniliémy jedynie, ze zadna $ciezka nie jest
nieskorniczona. Czy jednak nie moze by¢ tak, ze kazda $ciezka jest skonczona, ale
jest nieskonczenie wiele coraz dtuzszych Sciezek? Wowcezas nasz algorytm nigdy
by sie nie zatrzymal. Okazuje sie, ze tak nie moze by¢, a odpowiada za to lemat
Koniga, zastosowany do drzewa konfiguracji symulatora.

Lemat 3 (Koniga). Jezeli w drzewie skierowanym T kazdy wierzcholek ma
skonczenie wiele nastepnikow i w'T nie ma nieskonczonej sciezki, to T’
ma skoriczenie wiele wierzcholkéw.

Podsumowujac dowdd, na mocy Lematu Dicksona wszystkie Sciezki w drzewie
konfiguracji symulatora sa skonczone, a wigc na mocy Lematu Koéniga ma ono
skonczenie wiele wierzchotkéw. Wynika stad, ze algorytm zatrzyma sie i, jak juz
zauwazylidmy, zwrédci poprawna odpowiedz.

A jak rozwiazaé ten problem w wymiarze wiekszym niz 27 Pomocny okaze sie
artykul autorstwa Wojciecha Czerwinskiego ,Na granicy mozliwosci” (Al,).
Zachecamy do jego lektury!

11



Nieskonczonos$¢: 6. Zaskakujace rozwigzanie

Michat KORCH

W poprzednim odcinku rozwazaliSmy przyklady
nieskonczonych zbioréw, ktorych nie mozna
zakwaterowaé w hotelu Hilberta. Byty to: zbiér liczb
rzeczywistych R, przedzial [0, 1], zbiér wszystkich
nieskoniczonych ciagéw zero-jedynkowych oraz zbior
P(N) wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych.
Okazalo sie, ze kazde dwa z tych wymienionych zbioréw
sa rownoliczne. Wszystkie takie zbiory, rownoliczne ze
zbiorem liczb rzeczywistych, nazywamy zbiorami mocy
continuum. Zaden z nich nie jest réwnoliczny z zadnym
zbiorem przeliczalnym, czyli takim, ktérego elementy
da sie¢ zakwaterowaé¢ w hotelu Hilberta, jak zbiory

liczb naturalnych N, catkowitych Z czy wymiernych Q.
W dodatku wymienione zbiory przeliczalne zawieraja
sie w zbiorze liczb rzeczywistych, ktéry jest mocy
continuum, mozemy zatem powiedzieé, ze zbiory
przeliczalne sa zdecydowanie mniejsze od zbioréw mocy
continuum.

Taki obraz sprawy zobaczyl Georg Cantor w wyniku
swoich badan i zadal sobie nastepnie zupelnie naturalne
pytanie: czy jest co$ pomiedzy? Czy istnieje zbidr
wiekszy niz zbiory przeliczalne, ale mniejszy niz zbiory

mocy continuum? Inaczej méwiagc, czy istnieje taki
nieskonczony podzbiér prostej rzeczywistej, ktéry nie
jest réwnoliczny ani ze zbiorem liczb naturalnych, ani
ze zbiorem wszystkich punktéw na prostej? Cantor nie
potrafil wskazaé zadnego przykladu i postawil hipoteze,
ze taki zbiér nie istnieje. Hipoteze te nazywamy hipotezq
continuum.

Rzecz jasna, Georg Cantor nie byl jedynym, ktérego
nurtowal wspomniany problem. Wielu wspélczesnych mu
matematykéw probowalto rozstrzygnaé to zagadnienie,
bez powodzenia. David Hilbert, wygtaszajac stynne
przeméwienie na Kongresie Matematykow w Paryzu

w 1900 roku, umiedcit to zagadnienie jako pierwsze

z listy 23 wyzwan dla matematyki u progu kolejnego
stulecia! Cytujac Hilberta: ,,badania Cantora dotyczace
takich zbioréw sugeruja bardzo prawdopodobne
twierdzenie, ktorego jednak, mimo olbrzymich wysitkéw,
nikomu nie udalo si¢ udowodni¢”. Czy ponad wiek
pdZniej znamy odpowiedz na pytanie o prawdziwosé
hipotezy continuum? Jesli tak, to jaka ona jest?
Odpowiedz jest dos$¢ zaskakujaca, wymaga jednak
pewnego wprowadzenia.

Jednym z wazniejszych punktéw badan Cantora byly doskonale podzbiory
prostej rzeczywistej (czyli osi liczbowej). Aby zrozumieé definicje takich zbioréw,
wprowadzimy najpierw kilka okredlen. Méwimy, ze podzbiér prostej rzeczywistej
jest otwarty, jesdli jest suma dowolnie wielu (byé moze nawet nieskoniczenie wielu)
przedzialéw otwartych z obu stron. Na przyklad (0,1) U (2,3) jest otwartym
podzbiorem prostej. Cala prosta jest tez otwartym zbiorem, bo chociazby

R=(—1,1)U(-2,2) U

(—=3,3) U... Réwniez zbiér liczb niecatkowitych R\ Z

jest otwartym podzbiorem prostej, bo rzeczywiscie R\ Z = (0,1) U (—1,0) U

U (1,2) U (-2,

-1u..

. Zbiér pusty tez jest otwarty jako suma zera przedzialow

otwartych. Natomiast podzbiér jest domkniety, jesli jest dopelnieniem podzbioru
otwartego. Na przyklad zbior liczb catkowitych Z jest domkniety. Cala prosta R
poza tym, ze jest zbiorem otwartym, jest réwniez zbiorem domknietym (bo
zbidr pusty jest otwarty). Zachecamy Czytelnika do sprawdzenia, ze zbiér
zlozony z pojedynczego punktu, np. {1}, oraz domkniety przedzial, np. [1,2],
rowniez sa domknietymi podzbiorami osi liczbowej. Wreszcie, zbior doskonaly
to taki domkniety podzbidér prostej, ktéry nie ma punktéw izolowanych.
Oznacza to, ze do kazdego jego punktu mozna podejs¢ dowolnie blisko, stapajac
jedynie po pozostalych punktach do tego zbioru nalezacych. Taka ceche ma
chociazby domkniety przedzial, np. [1,2], ale nie ma jej na przyklad zbidr liczb

caltkowitych Z.

Innym przyktadem zbioru doskonalego jest stynny zbidr Cantora. Aby go
skonstruowaé, z odcinka [0, 1] wycinamy otwarty przedzial dlugosci 1/3 na
srodku i wyrzucamy, zostajac ze zbiorem [0,1/3] U [2/3,1]. Z obu powstalych

—p-Zia

Pierwsze 7 etapéw konstrukcji zbioru
Cantora

przedzialéw znéw wycinamy ,Srodkowe jedne trzecie”. Powstaja zatem cztery
odcinki dtugosci 1/9. Z kazdego z nich znéw wycinamy $rodkowa jedna trzecia
i procedure kontynuujemy w nieskoriczono$é¢. Zbiér punktéw, ktéry pozostanie
po tej operacji, to wlasnie zbiér Cantora.

Zauwazmy, ze kazdy punkt zbioru Cantora da sie¢ zakodowaé za pomoca

nieskonczonego ciagu zer i jedynek. Rzeczywiscie, kolejne cyfry moga oznaczaé,
czy dany punkt lezy w lewej (cyfra 0), czy w prawej (cyfra 1) pozostawionej
czesci odcinka na kolejnym z nieskonczenie wielu etapéw konstrukceji. Dla
przyktadu, punkty lezace w czesci zaznaczonej na rysunku strzatka beda

12



W 1904 roku odbytl si¢ kolejny Kongres
Matematykéw, tym razem w Heidelbergu.
Wegierski matematyk Julius Konig
twierdzil, ze udowodnil, iz hipoteza
continuum nie zachodzi. Tymczasem Felix
Bernstein przyjechal na Kongres

z referatem, ktérego ostatecznie nie
wyglosil, ze zgota przeciwng konkluzja.
Argumenty obu matematykéw okazaly si¢
niedcisle, a hipoteza continuum
pozostawala nierozstrzygnieta.

zakodowane ciggiem rozpoczynajacym sie od 011101. W takim razie punktow
w zbiorze Cantora jest tyle samo, co wszystkich nieskonczonych ciagow
zero-jedynkowych. Powiedzielidmy za$ juz wczesniej, ze takich ciagéw jest
continuum. Zatem zbiér Cantora jest mocy continuum.

Cantor wykazal, ze kazdy doskonaly podzbiér prostej jest mocy continuum. Co
wiecej, udowodnil, ze kazdy domkniety podzbiér prostej albo jest przeliczalny,
albo zawiera zbior doskonaly, co oznacza, ze jest mocy continuum. Zatem jesli
hipoteze continuum ograniczymy tylko do zbiorow domknietych, to jest ona
prawdziwa — nie istnieje domkniety podzbiér prostej rzeczywistej wigkszy niz
zbiér przeliczalny, ale mniejszy niz zbior mocy continuum! Cantor mial nadzieje,
ze wynik ten mozna rozszerzy¢ na dowolne zbiory, ale ani on, ani inni zajmujacy
sie tym problemem nie potrafili tego zrobi¢.

Wobec niemocy w kwestii rozstrzygniecia hipotezy continuum matematycy
zaczeli badaé, jakie skutki miataby jej prawdziwosé. Stynny polski matematyk
Wactaw Sierpinski w 1934 roku wydat ksiazke Hypothése du continu, w ktérej
zgromadzil wiele takich wnioskéw z hipotezy continuum. Udowodnit na
przyktad, ze jest ona réwnowazna temu, ze ptaszczyzne mozna podzieli¢

na dwa zbiory A i B takie, ze przeciecie zbioru A z kazda poziomag prosta
oraz przecigcie B z kazda pionows prosta sa zbiorami przeliczalnymi. Fakt
ten Sierpinski umiescil na pierwszym miejscu swojej listy — sformutowat

11 stwierdzen réwnowaznych z hipoteza continuum oraz 81 z niej wynikajacych.

W miedzyczasie zostaly sformulowane aksjomaty opisujace teorie zbiordéw, a wiec
w pewnym sensie cala uprawiang matematyke, bowiem wszystkie matematyczne
obiekty mozna skonstruowaé¢ na podstawie tej teorii. Te postulaty zwyklo sie
nazywaé aksjomatami ZFC, od nazwisk matematykéw Ernesta Zermelo oraz
Abrahama Fraenkela. Litera ,,C” wzicla sie ze stowa choice, co odnosi sie do
ostatniego z aksjomatéw — aksjomatu wyboru. Aksjomaty te rozciagaja sie od
zdefiniowania, ze dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja takie same
elementy, po chociazby postulat, ze istnieje zbiér nieskoniczony. To wszystko
pozwolito na badanie wlasciwosci modeli, czyli konstrukcji, ktore te aksjomaty
spelniaja. I wlasnie te badania doprowadzily w 1963 roku do odkrycia, ktérego
Czytelnik by¢ moze jest najbardziej ciekaw. Odkrycia dotyczacego samej
hipotezy continuum. Odkrycia zaskakujacego, ktére wyjasniato wszelkie
wczesniejsze niepowodzenia i trudnosci.

Teza tego odkrycia jest nastepujaca: hipoteza continuum jest niezalezna od
aksjomatéw ZFC. Oznacza to, ze nie da sie jej ani udowodnié, ani obalié,
wychodzac od tych aksjomatéw. Innymi stowami: umiemy udowodnié, ze nie

da sie udowodni¢ stusznosci hipotezy continuum oraz ze nie da sie udowodnié jej
zaprzeczenia w oparciu o aksjomaty ZFC. (Wszystko to przy zalozeniu, ze same
aksjomaty sa wewnetrznie niesprzeczne.)

Jak tego dokonano? Wlasénie poprzez badanie modeli spelniajacych aksjomaty
ZFC. Kurt Goédel juz w 1940 roku skonstruowal taki model, w ktérym

i aksjomaty ZFC, i hipoteza continuum sa prawdziwe. To oczywiscie nie

znaczy, ze da sie ja udowodnié¢, korzystajac z tych aksjomatéw, poniewaz

nie wynika stad, ze w kazdym modelu, ktéry je spelnia, hipoteza continuum
zachodzi. Ale dowodzi to, ze nie da si¢ z nich udowodnié jej zaprzeczenia
(wtedy w tym modelu zaszlaby sprzecznosé)! W 1963 roku sprawe dopelnit Paul
Cohen, pokazujac nowa metode konstrukeji modeli spelniajacych aksjomaty
ZFC (metoda ta nazywana jest forsingiem), pozwalajaca w szczeg6lnosci
skonstruowaé¢ model, w ktérym hipoteza continuum nie zachodzi. A zatem nie
da sie jej udowodnié¢ z aksjomatéw. Cohen za swoja prace otrzymal w 1966 roku
,matematycznego Nobla”, czyli medal Fieldsa.

Zaskakujace? Na pewno! Na pierwszy rzut oka nie jest jasne, jak to wszystko
zrozumie¢. Jak to w ogdle mozliwe, ze jakiego$ matematycznego stwierdzenia
nie da sie rozstrzygnac¢? Czy nie powinno by¢ tak, ze kazde zdanie jest

albo prawdziwe, albo falszywe? Spréobujemy zmierzy¢ si¢ z tymi pytaniami

w kolejnym odcinku.
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David. A. Weintraub

MA GRS

W poszukiwaniu zycia

Recenzja ksigzki Davida Weintrauba
»,Mars. W poszukiwaniu zycia”

Naktadem Wydawnictwa Naukowego PWN ukazala sie ksiazka Davida
Weintrauba pod polskim tytutem ,,Mars. W poszukiwaniu zycia”. David
Weintraub jest profesorem astronomii na Uniwersytecie Vanderbilta w Nashville
w USA. Jest on autorem kilku ksigzek popularnonaukowych, a po polsku

jaki$ czas temu w serii ,,Na $ciezkach nauki” ukazata sie ksiazka ,Ile lat ma
Wszechéwiat”, opowiadajaca o kosmologii. W swojej drugiej wydanej po polsku
ksiazce autor opisuje rozwdj poszukiwan zycia na innych planetach Uktadu
Stonecznego, a szczegdlnie na Marsie.

Autor skupil sie na Czerwonej Planecie, poniewaz od momentu, gdy
astronomowie zaczeli dysponowaé teleskopami, dosé szybko okazalo sie, ze na
pozostalych planetach albo nie da si¢ dostrzec zadnych szczegdtéw powierzchni,
by na tej podstawie wyciaga¢ wnioski na temat panujacych na nich warunkéw,
albo zbyt mocno réznig sie one od Ziemi. Réwniez Ksiezyc szybko wykluczono
z cial, na ktérych moze rozwijac si¢ zycie, ze wzgledu na brak atmosfery. Mars
jako najblizsza i jedyna poza Ziemia planeta w Ukladzie Stonecznym znajduje
sie jeszcze niezbyt daleko od Stonca i w okolicach powtarzajacych si¢ prawie co
15 lat tak zwanych wielkich opozycji jego tarcza jest na tyle duza, ze mozna ja
dokladnie obserwowaé nawet przez niewielkie teleskopy.

Zainteresowanie Marsem jako mozliwym siedliskiem wyniki obserwacji, naginajac je do wysuwanych przez
zycia poza Ziemia wzmogtlo sie, gdy odkryto, ze jest to  siebie hipotez. Okazywalo sig, ze uczeni to tez ludzie,
planeta skalista, doba na nim trwa prawie tyle samo co  ktérym nieobca jest cheé bycia stawnym, i nie raz

na Ziemi i ze nachylenie jego osi obrotu do plaszczyzny  prébowali osiagnaé sukces za wszelka ceneg, co pozniej

orbity réwniez jest prawie takie samo jak Ziemi, co odbijalo sie na ich reputacji. Dopiero ladowanie na
skutkuje wystepowaniem analogicznych do ziemskich Marsie sond kosmicznych w drugiej potowie XX w.

pér roku, tylko odpowiednio dtuzszych. Rozpalalo to potozyto kres podobnym spekulacjom. Ksiazka jest
wyobraznie wszystkich zyjacych wtedy astronomoéw. godna polecenia dla wszystkich os6b zainteresowanych
W ksiazce autor opisuje, jak przez ponad 300 lat, od historia astronomii, w szczegdlnosci rozwojem pogladdw
wieku XVII do XX, ré6zni uczeni szukali dowodéw na na temat istnienia zycia poza Ziemia w Ukladzie

istnienie zycia na Marsie. Czasami nadinterpretowywali ~ Stonecznym.

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematow
zaproponowanych (wraz z bibliografia)
przez Jury lub tematu wlasnego oraz —

w przypadku zakwalifikowania si¢ do
finalu — krétkim publicznym zreferowaniu
tego opracowania.

Wigcej informacji mozna znalezé na
stronie: www.spinor.edu.pl.

Ariel MAJCHER

Wyniki XXXVI Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykow

W dniach 6-9 czerwca w Szczyrku odbyl sie XXXVI Ogoélnopolski Sejmik
Matematykdéw, organizowany przez Pracownie Matematyki i Informatyki Palacu
Mtlodziezy w Katowicach we wspolpracy z Uniwersytetem Slaskim.

Jury w skladzie: dr Pawel Blaszczyk, dr Anna Brzeska, dr Natalia Cieslar,
dr Dawid Czapla, dr Sylwia Kania, dr Agnieszka Kulawik, dr Barbara
Przebieracz, dr Hanna Wojewédka—Sci@Zko, dr Marcin Zygmunt, pod
przewodnictwem dr Jolanty Dobery wylonilo laureatéw:

e [ miejsce: Adam Duzy — I LO w Pszczynie, za prace Komfrale kwadratowe,
opiekun: mgr Iwona Limanska;

e II miejsce: Szymon Kubica — I LO w Gliwicach, za prace Anomalie
w przestrzeni n-wymiarowej, opiekun: mgr Joanna Olesinska;

e IIT miejsce: Hanna Hechtacz — I LO w Zdunskiej Woli, za prace Trdjkqt
Reuleauz jako przyklad figury o stalej szerokosci, opiekun: dr inz. Renata
Dtugosz;

o wyrdznienie: Rafal Loska — VIII LO w Katowicach, za prace Wartosé
oczekiwana w zadaniach, opiekunowie: dr Lukasz Dawidowaki, dr Radostaw
Wieczorek.

W glosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje zaréwno nauczyciele,
uczniowie, jak i obserwatorzy nagrodzili Adama Duzego.
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Zyclie na
ZY \~A®103

NieNagrodzeni

Pazdziernik. Wok6}l przyznawanych w danym roku NAGROD NOBLA (NN)
tocza sie dyskusje. Specjalisci z calego $wiata zglaszaja setki kandydatow,
potem najczesciej powtarzajace sie nazwiska podlegaja recenzjom i debacie
w Komitecie Noblowskim. I wreszcie nagrode w danym roku mozna przyznaé
trzem osobom; posmiertnie NN sie nie przyznaje. Nie dziwia zatem opinie

o pomytkach w dziejach tego wyjatkowego odznaczenia.

Piszac teksty o historii odkry¢ genetycznych, wielokrotnie dziwitam sie, ze
Oswald Avery (1877-1955) laureatem nie byl. Mégt byé dwukrotnie: za
do$wiadczenia dowodzace roli cukréw z otoczki paciorkowcdw, jako wyzwolicieli
obronnej reakcji immunologicznej (praca z 1923 roku), oraz za odkrycie, ze
DNA jest nosnikiem informacji genetycznej (praca z 1944 roku). Oba pdZniej
potwierdzone odkrycia w czasie ogloszenia wyprzedzaly epoke. Prace o DNA
niektorzy dzi§ uwazaja za najwazniejsze odkrycie biologii XX wieku.

Wylicza sie rézne przyczyny sceptycyzmu réwiesnikéw naukowych Avery’ego:

ze w obu przypadkach wyprzedzil swéj czas, ze i on, i jego wspdétautorzy byli
lekarzami (wiec niegodnymi nagrody naukowej!), ze Avery prace o DNA wykonatl
jako emeryt (!). Nobel zakladal, ze nagroda przyznawana bedzie za osiagniecia
dajace wielki pozytek ludzkosci — a jakiz to pozytek przynosza duze czasteczki
o nieznanej funkcji? W tych latach szybko rozwijaty si¢ badania biatek, ktére
uznawano za przyczyne i skutek wszystkich waznych proceséw. Watpiacy w oba

doswiadczenia Avery’ego sadzili, ze stosowane przez niego preparaty cukréw
i DNA byly po prostu zanieczyszczone aktywnymi biatkami.

W latach 1930-1950 Avery byt 38 razy nominowany do NN i odrzucany przez
Komisje, z wiodaca rola (w odrzucaniu) Einara Hammarstena, ktéry nigdy
zdania nie zmienit. Krétkie ,,okno” uznania mogto pojawi¢ si¢ miedzy rokiem
1953 a 1955 (od publikacji Watsona i Cricka do $mierci Avery’ego), ale mlyny
noblowskie miela bardzo powoli. W mojej i nie tylko mojej glowie Avery

Nagrode dostal!

O Lise Meitner (1878-1968) Albert Einstein zwyk!
mawiaé, ze ,to nasza Madame Curie, tylko bardziej
utalentowana”. Niestety dla niej, Meitner byta kobieta.
Austriacki system edukacyjny w jej czasach dopuszczal
ksztalcenie dziewczat w umiejetnoéciach domowych do
14. roku zycia. Nieosiagalne dla kobiet byly edukacja
w gimnazjum i matura. W 1897 roku ,,wpuszczono”
kobiety na studia filozoficzne i dzieki temu Meitner

w 1901 roku mogta zda¢ mature, warunkujaca wstep
na uniwersytet. Zdawala w grupie 14 dziewczat, zdaly
cztery. W 1901 roku przyjeto ja na wydzial fizyki. Jej
doktorat obroniony w 1906 roku byl drugim kobiecym
doktoratem z fizyki na Uniwersytecie Wiedenskim.

Do pracy w Berlinie w zespole Otto Hahna zaprosit

ja Max Planck. Dyrektor Instytutu Emil Fischer nie
wpuszczal do laboratoriow kobiet — Hahn przysposobit
dla Meitner mala komoérke na terenie stolarni. Pelne
wynagrodzenie réwne meskiemu Lise otrzymala

w 1913 roku, po usilnych staraniach Plancka i Hahna.

Lise Meitner pracowata z najwickszymi stawami

w okresie przetomowych odkryé¢ w dziedzinie budowy
atomu i badan promieniotwérczosci. Meitner znali lub
tez z nia pracowali tacy uczeni, jak Werner Heisenberg,
James Chadwick, Ernest Rutherford, Max Planck,
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Niels Bohr, Iréne Joliot-Curie. Odkryla i zbadala wiele
nowych promieniotwoérczych pierwiastkéw. Prawidtowo
zinterpretowala odkrycia Hahna i Strassmana

(za ktére ten pierwszy otrzymal wiele lat pézniej NN).
Zajmowala sie i interpretowala rozszczepianie jader

w reakcjach tancuchowych, analizowala rozktad energii
promieniowania 5. Wykazata istnienie pozytonéw

w komorze mglowej i przewidziata istnienie neutronéw.
Po 1934 roku wydalona z pracy za zydowskie
pochodzenie, w ostatniej chwili nielegalnie uciekta

z Niemiec i w 1938 roku wyladowala bez pracy i bez
znajomosci jezyka w Szwecji. Miata 60 lat. . .

Otto Hahn, z ktérym wspdlpracowala 20 lat, otrzymal
w 1945 roku NN w zakresie chemii ,,za odkrycie
rozszczepienia ciezkich jader atomowych”. W jego
przeméwieniu noblowskim nazwisko Meitner nie padto.

Do NN Meitner nominowana byla 29 razy w fizyce
i 19 razy w chemii, m.in. przez Bohra (3 razy),
Svedberga, Heisenberga, Plancka (11 razy).
Bezskutecznie.

Na jej nagrobku widnieje napis: ,,Fizyk, ktory nigdy nie
stracil czlowieczenstwa’.

Korzystalam m.in. z ksiazki T. Pospiesznego ,Pasja i geniusz”, wyd.
Po Godzinach, 2019.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



* Wydzial Matematyki, Informatyki
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Meldunki Epidemiologiczne

Zachorowania i podejrzenia zachorowai na grype w Polsce
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Pierwsza strona cotygodniowego raportu
o zachorowaniach na grype z NIZP-PZH

Zachorowania i podejr.
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Po6t szklanki mocnego kodu

Cierpienia zbieracza danych
Piotr KRZYZANOWSKI*

Jest kwiecien 2019 roku. Tej zimy grypa przeszta bez rozglosu; ciekawe, jak
wygladata zachorowalnos¢ w poprzednich latach? Oczywiscie, najprosciej
bezposrednio zwrdécié sie do ludzi, ktérzy takie informacje zbieraja, np. w Pracowni
Monitorowania i Analizy Sytuacji Epidemiologicznej w Zakladzie Epidemiologii
Choréb Zakaznych i Nadzoru w Narodowym Instytucie Zdrowia Publicznego —
Panstwowy Zaklad Higieny. Ale co zrobié, jesli nie chcieliby$my zawracaé im glowy
swoja skromng osoba i nagabywaé o udostepnienie czesci bazy danych, a potem —
gdy juz sie zgodza (a na pewno si¢ zgodza, bo to bardzo mili ludzie) — zanudzaé
ich pytaniami o to, jak w tej bazie dostaé sie do tego fragmentu, ktory jest nam
potrzebny. .. Moze jednak lepiej na poczatek sprébowaé¢ samodzielnie wykorzystaé
to, co i tak juz Pracownia publikuje na swoich stronach internetowych?

I rzeczywiscie, pod adresem wwwold.pzh.gov.pl/oldpage/epimeld/index_p.html
znajduje sie przebogaty zestaw biezacych i archiwalnych raportéw o zachorowaniach
na rozne okropne chorébska, w tym to, ktore nas interesuje:

wwwold.pzh.gov.pl/oldpage/epimeld/grypa/index.htm

Bingo! Tam jest archiwum obejmujace szczegblowe, pieknie opracowane i na biezaco
uzupelniane raporty: od roku 2000, po 48 rocznie, czyli w sumie bez mala tysiac!
Ze wzgledu na liczbe bedziemy musieli interesujace nas dane wydoby¢ maszynowo.
Jednak jest pewien maly. ..

... klopot: raporty sa w plikach PDF. To nic strasznego — mozna sie pocieszyc¢,
pamietajac, ze wokodt jest wiele programéw pozwalajacych wyluskaé czysty

tekst z pliku w formacie PDF. Faktycznie, po Sciggnieciu ktéregos z raportéw,

np. G_18_08C.pdf, wystarczy wyciagna¢ z niego tekst linuksowym programem
pdftotext G_18_08C.pdf.

Poniewaz raporty maja skomplikowang strukture — skladaja sie z ramek i ztozonych
tabelek — efekt eksportu jest daleki od naszych oczekiwan (pokazujemy niewielki
urywek pliku ztozonego z 1500+ linii):

Warminsko—Mazurskie
Wielkopolskie
Zachodniopomorskie

22428
932
1539
462
164
604
1343

Mozemy jednak zauwazy¢, poréwnujac wynik z oryginatem w PDF, ze w linii 36. jest
dokladnie ta jedyna liczba, ktéra chcemy wyciagnac z raportu: to catkowita liczba
zachorowan w danym tygodniu. Niestety, po Sciagnieciu kilkunastu innych raportéw
musimy przyznac sie do. ..

...porazki: ta liczba nie pojawia sie zawsze w tej samej linii. A skoro

tak, to skad mamy wiedzie¢, gdzie jej szuka¢? Moze bedzie to najwigksza z liczb
zapisanych w raporcie? — wszak inne wartosci to dane czastkowe, dotyczace podziatu
zachorowan na wojewodztwa lub na grupy wiekowe. Nie mozna jednak wykluczy¢,

ze gdzie$ w raporcie znajdzie sie — na przyklad dla poréwnania — wieksza liczba,
dotyczaca zeszlorocznych zachorowan... Co wiec z tym fantem zrobi¢?

Mozemy sprébowaé obrocié na swoja korzysé fakt, ze raport ma pigkna,
systematyczng (choé¢ skomplikowang) strukture. Interesujaca nas liczba zawsze
pojawia si¢ na pierwszej stronie, w gtéwnej tabeli, obok nagléwka ,POLSKA”.
Kilka testow — i przekonujemy sie, iz w kazdym raporcie komorka z catkowita liczba,
zachorowan znajduje sie niemal idealnie w tym samym miejscu na stronie!
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Zatem nalezy nauczy¢ sie wyciagac tekst z pliku PDF| ktory znajduje sie w zadanym
obszarze strony, tylko, ze. ..

...nie bardzo wiadomo, jakim programem to zrobié. Zanim siegniemy

po ostatecznos¢ i zaczniemy szukaé¢ mrocznych internetowych serwisow, ktore
obiecaja nam, ze zrobig to za nas bezbolesnie, zauwazmy, ze w tatwy sposob mozna
automatycznie wyciaé¢ zadany fragment z obrazka (np. zdjecia) w formacie JPG lub
innym podobnym, na przyklad PNG (ktéry w przeciwienistwie do JPG nie stosuje
kompresji stratnej). GdybySmy wiec poszli nieco okrezna droga i wykonali trzy kroki:

1. najpierw skonwertowali nasz PDF do formatu PNG,

2. nastepnie obcieli plik PNG do interesujacego nas obszaru zawierajacego wladciwa
komorke tabeli,

3. a na koniec odczytali z pliku PNG znajdujaca sie w nim liczbe (tu: 22428),

to dalej byloby juz z gérki.

Krok pierwszy jest prosty. Pod Linuksem jest wiele narzedzi konwersji ,,wszystkiego
na wszystko” (wspomnijmy chociazby program convert z pakietu ImageMagick); po
kilku eksperymentach i doczytaniu instrukcji decydujemy sie na pdftoppm.

Krok drugi — jak na samym poczatku stwierdziliSmy — powinien by¢ prosty. Jesli
nie ImageMagick, to inne narzedzie pozwoli nam z linii komend przyciaé obrazek
jak trzeba. Po kilku eksperymentach i dalszym doczytaniu instrukcji okazuje sig, ze
potrafi to... pdftoppm.

Krok trzeci budzi najwiecej watpliwosci, bo tym, co chcemy w nim zrobié, jest
tzw. OCR — czyli maszynowe rozpoznawanie tekstu na obrazku. Zaleta jest to,

ze obrazek bedzie zawieraé tylko drukowane czcionki, w dodatku — same cyfry
(zadnego odrecznego pisma, ktére mogloby nas polozyé na lopatki), a wada — ze
zupelnie nie wiemy, jak skuteczne sa linuksowe programy w takich zastosowaniach.
Po przejrzeniu paru stron internetowych wybieramy aplikacje tesseract (podobno
jedna z najlepszych).

Mamy wiec nastepujacy ciag technologiczny:

-

N

pdftoppm —I 1 —png —r 900 —x 1578 —y 2850 —W 486 —H 160 G_18_08C.pdf >
report.png
tesseract report.png report

Skad wiedziatem, jakie podaé¢ parametry
przyciecia? — wystarczylto na pliku
poérednim report.png uzy¢ narzedzia
zaznaczania w GIMP-ie.

API (application programming interface):
$cisle zdefiniowany sposéb komunikacji
(zestaw komend, jezyk zapytan itp.)
umozliwiajacy ,,rozmowe” miedzy
programami komputerowymi, ktére nawet
nie muszg znaé¢ kodéw zZrédiowych swoich
interlokutoréw.

Pierwsza linia zalatwia nam za jednym zamachem dwa punkty planu, konwertujac
jedynie pierwsza strone (opcja -1 1) pliku PDF do formatu PNG i nastepnie
przycinajac go jak nalezy. Druga linia wyprodukuje plik tekstowy report.txt,

w ktérym znajduje sie nasza liczba (i jaki$ sSmie¢, ktorego na szczescie tatwo sig
pozby¢). Niestety, po $ciagnieciu kilkunastu raportéw ze strony NIZP-PZH okazuje
sie, ze. ..

...tesseract nie umie odczytaé prawidlowo wszystkich liczb. Miedzy innymi
niektére cyfry ,,7” odczytuje jako ,,/7; bywa tez, ze niektére cyfry gubi (co skadinad
do dzi$ budzi moje zdumienie: w drukowanym, wyrazistym i prostym tekscie taka
ghupia wpadka?). Wiec moze co§ mniej wyrafinowanego bedzie skuteczniejsze

w odczytaniu prostej liczby? Wyprébujmy zatem kolejne linuksowe narzedzie,

tym razem bedzie to program gocr. Po lekturze manuala cieszymy sie, ze moze

on wspélpracowaé z plikami w formacie PPM, natywnymi dla pdftoppm. Lecz po
przetestowaniu kolejnych kilkunastu raportéw o grypie. ..

...z przerazeniem stwierdzamy, ze gocr tez nie umie odczytaé prawidlowo
wszystkich liczb. Na przyktad, ,,0” miesza mu sie z litera ,,O”... Na szczescie, po
zmudnej wzrokowej inspekcji wynikéw wyglada na to, ze jest to jedyny jego problem
— dla nas zupelnie nieistotny, bo przeciez wiemy, ze gdzie gocr widzi ,,0”, tam musi
by¢ zero. W ten sposéb silnik maszynki jest gotowy: wystarczy jeszcze dobudowaé
petle tadujace kolejne raporty z archiwum WWW — i dane o grypie beda nasze!

By¢ moze opisane przeszkody wkrotce znikna. NIZP-PZH realizuje wielki grant,
EpiBaza, ktérego celem jest udostepnienie zasobéw Ogdlnopolskiego Systemu
Nadzoru Epidemiologicznego i Srodowiskowego nad Bezpieczefistwem Ludnosci.

By¢ moze pojawi sie wygodne API na potrzeby takich zadan, jak opisane powyzej?
Pewnie wtedy stare archiwum zniknie z serwera i niniejszy artykul zostanie jedynym
dowodem na to, jak trudne mogto by¢ kiedys zycie zbieracza danych (o grypie).
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* Narodowe Centrum Badan Jadrowych
w Swierku, Przewodniczacy Komitetu
Organizacyjnego Konkursu , Fizyczne
Sciezki”

Termin nadsyltania prac konkursowych
w XV edycji to 31 stycznia 2020 roku.
Wigcej informacji na stronie konkursu
fizycznesciezki.pl.

Konkurs Uczniowski ,,Fizyczne Sciezki”
Ludwik DOBRZYNSKI*

Konkurs Uczniowski ,, Fizyczne Sciezki”, organizowany wspolnie przez Narodowe
Centrum Badan Jadrowych oraz Instytut Fizyki Polskiej Akademii Nauk

w Warszawie, objety patronatami Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego

i Ministra Edukacji Narodowej, ma czternastoletnig historie. Konkurs ma
charakter ogdlnopolski i jest przeznaczony dla uczniéw klas 7 i 8 szkdt
podstawowych i wszystkich typéw szkét ponadpodstawowych.

W Konkursie mozna startowa¢ w trzech kategoriach (Sciezkach): prac
naukowych, pokazu zjawiska fizycznego i eseju pokazujacego zwiazki fizyki

z cywilizacja. Uczen powinien wybra¢ temat samodzielnie, cho¢ zdajemy sobie
sprawe z tego, ze nieraz nauczyciel lub inny opiekun naukowy moze mie¢ na
to wplyw. Wedlug zalozen od momentu wyboru tematu uczen powinien sam
sie z nim uporaé. Praca musi by¢ oryginalna (prace sa sprawdzane pod katem
plagiatu), a wnioski niebanalne — praca ma pokazaé, ze uczen rzeczywiscie
ma cechy przyszlego uczonego, ze jest kreatywny i ma pasje. W wypadku
pokazu zjawiska fizycznego wymagamy nie tylko zbudowania sobie aparatury
do pokazu, ale réwniez zreferowania teorii zjawiska. Wreszcie esej — pozornie
najlatwiejsza éciezka konkursowa — bynajmniej taka nie jest. Jakze trudno
mlodemu czlowiekowi spojrzeé¢ na fizyke ,z lotu ptaka” i ogarnaé zaréwno
aspekty fizyczne, jak i filozoficzne, spoleczne itp.

Bez wzgledu na wybrang Sciezke wszystkie prace sg recenzowane przez co
najmniej dwoch recenzentéow. Najlepsze z nich sg kwalifikowane do finalu
Konkursu. Sam final ma charakter seminarium naukowego. Jego uczestnicy
muszg wykazaé si¢ wiedza i umie¢ odpowiedzie¢ na pytania z sali, zadawane
gltéwnie przez cztonkéw 20-osobowego Jury konkursowego.

Bardzo trudno w krétkim przegladzie oméwié najciekawsze prace, ktére
pojawily sie w ciagu ostatnich 14 lat. Za przyktad niech postuza prace

z zakonczonej w tym roku edycji konkursu. Pierwsza nagrode zdobyla

praca méwigca o mozliwej modyfikacji skrzydla lekkiego samolotu, ktéra
pozwolilaby w bezpieczniejszy sposéb startowaé i ladowaé. Praca ta, w ocenach
specjalisty od lotnictwa, mogtaby by¢ uznana jako dyplomowa praca
inzynierska. Inna praca, przedstawiajaca rachunek kwantowo-mechaniczny

dla oscylatora nieharmonicznego, mogtaby na pewno stanowié¢ przyktad
dobrego rachunku przeprowadzonego przez studenta fizyki IV roku studiow.

W innej nagrodzonej pracy zajeto sie interesujacym zjawiskiem nieliniowym

w cieczach nienewtonowskich. Jeszcze inna, przedstawiona przez jedna

z dwéch najmlodszych grup (ze szkoly podstawowej), dotyczyla samodzielnego
pomiaru masy Ziemi i urzekla nas nadzwyczajnym pietyzmem i pomystowoscia
wykonania pomiaréow. Doprawdy, decyzja, komu przyznaé nagrode i jaka, gdy
ma si¢ do czynienia z taka réznorodnoécia zagadnien i wieku uczestnikéw,

nie jest tatwym zadaniem. Podobnie bardzo rézne byly zawsze pokazy

zjawisk fizycznych — od zjawisk mechanicznych do wysokonapigciowych, albo
pokazujacych np. rozwdj wytwarzania elektrycznodci czy dzialania... organow.
Rok wczeéniej uczen przedstawil zbudowana przez siebie komore mglowa,

z wykorzystaniem rozbudowanej elektroniki. Trzeba byto styszeé, z jaka pasja
mowil o obserwacjach zachowania sie czastek promieniowania jonizujacego w tej
komorze!

Wszyscy finaliSci otrzymuja nagrody rzeczowe. Nagrodami dodatkowymi

sa staze w Zjednoczonym Instytucie Badari Jadrowych w Dubnej (dwéch
finalistéw plus nauczyciel) oraz staze w obu instytutach organizujacych Konkurs.
Laureaci konkursu maja zapewniony wstep na Wydzialy Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego, Uniwersytetu Jagiellonskiego czy Uniwersytetu w Bialymstoku.

Konkurs dociera do najmniejszych miejscowosci, stwarzajac mtodym ludziom
mozliwos¢é realizowania swoich pasji zwigzanych z fizyka, spotkania z wybitnymi
uczonymi, uzyskania wstepu na wydzialy fizyki réznych uczelni, wreszcie
odbycia stazy w polskich placowkach naukowych, a takze niektérych poza
Polska. Zapraszamy do udziatu!
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http://fizycznesciezki.pl

Informatyczny kacik olimpijski (131): 123-Pairs

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,,123-Pairs”, ktére pojawilo sie
na ,,Code Festival 2016”.

123-Pairs: Danych jest 2n liczb naturalnych od 1 do 2n. Chcemy polgczyé te liczby w n par tak, aby kazda liczba
nalezata do dokladnie jednej pary. Dodatkowo, chcemy aby a par mialo réinice 1, b par mialo réZnice 2 oraz ¢ par
mialo réznice 3. Innych par nie powinno byé, tzn. a + b+ ¢ = n. Na ile sposobéw mozna poparowad liczby od 1 do 2n?

Nalezy podad reszte z dzielenia wyniku przez 107 + 7.

Przedzial liczb naturalnych nazwiemy zamknietym,

jesli liczby z tego przedziatlu sa poparowane. Niech
tréjka (o', b, ¢’) opisuje zamkniety przedzial, ktéry
zawiera a’ par o réznicy 1, b’ par o réznicy 2 oraz ¢’ par
o réznicy 3.

Wstep

Na poczatku zastanéwmy sie, w jaki spos6b mozna
sparowad 1.

e 1 parujemy z 2. Wéwczas uzyskujemy zamkniety
dwuelementowy przedzial, ktéry mozna opisaé tréjka
(1,0,0). Takie parowanie nazwijmy P;.

OO

e 1 parujemy z 3. Teraz 2 mozemy sparowac z 4 lub 5.
Jedli 2 sparujemy z 4, to uzyskamy zamkniety
czteroelementowy przedzial, ktéry mozna opisaé
tréjka (0,2,0).

Jedli natomiast 2 sparujemy z 5, wtedy 4 mozemy
sparowac z 6 i uzyska¢ zamkniety przedzial. Z drugiej
strony 4 mozemy tez sparowac¢ z 7. W ogdlnosci par

o réznicy 3 mozemy wybraé¢ dowolnie wiele. Aby
uzyskaé¢ zamkniety przedzial, na koncu trzeba ustalié¢
pare o roznicy 2. Kazdy z takich przedzialéw mozna
opisa¢ tréjka (0,2, z) dla dowolnego catkowitego > 0.
Przedzialy tego typu nazwijmy Ps.

ofolololelolalololT

e 1 parujemy z 4. Nastepnie 2 mozemy sparowaé z 3
i uzyskaé¢ zamkniety czteroelementowy przedzial
opisany tréjka (1,0, 1). Nazwijmy go Ps.

OGO

7 drugiej strony mozna tez 2 sparowac z 5, wtedy
3 trzeba sparowaé z 6 i uzyskamy zamkniety
szescioelementowy przedzial opisany tréjka (0,0, 3).
Nazwijmy go Pj.

VOGO

Niech S (o mocy O(n)) oznacza zbiér wszystkich tréjek
opisujacych zamkniete przedziaty:
5 =1{(1,0,0),(1,0,1),(0,0,3)} U{(0,2,2) : 0 Sz < n— 2}
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Rozwiazanie O(n?)

W tym rozwigzaniu wykorzystamy technike
programowania dynamicznego. Niech W[a/][V'][¢/]
oznacza, na ile sposobéw mozna poparowac liczby od 1
do 2(a’ + V' + ) tak, aby @’ par mialo réznice 1, b’ par
mialo réznice 2 oraz ¢’ par miato réznice 3. Przypadkiem
bazowym jest W0][0][0] = 1. Rozwazmy zatem przypadek
a' +V + ¢ > 0. Zauwazmy, ze poprawnie poparowany
przedzial [1;2(a’ + V' + ¢)] jest suma przedzialéw
zamknietych. Kazdy z wymienionych we wstepie
przedzialéw zamknietych moze by¢ pierwszym
przedziatem takiej sumy. Stad otrzymujemy, ze:

W)= Y. W' —pi][b —pa][c — ps]
(p1,p2,p3)€S

Wynikiem jest Wa][b][c]. Wszystkich stanéw jest O(n?3),
obliczenie jednego stanu zajmuje O(n) operacji, zatem
catkowita zlozonosé rozwigzania to O(n?).

Rozwigzanie O(n?)
Podobnie, jak we wczedniejszym rozwiazaniu, bedziemy
konstruowali poprawne parowanie z mniejszych
elementéw (przedzialéw zamknietych). Zalézmy, ze
do parowania wykorzystaliémy e; przedzialéw P;
oraz ey przedzialow P,. Wynika stad, ze przedzialéow
P; wykorzystaliSmy es = a — ey, za$ przedzialow
P, wykorzystaliSmy g. Jedli b jest nieparzyste, to
odpowiedzia jest 0. Liczba par o réznicy 3 we wszystkich
przedzialach typu P>, wynosi t = ¢ — e3 — 3e4. Wybrane
przedzialy mozemy ulozy¢ na % sposobow.
Prosze zauwazy¢, ze jako P rozumiemy klase
przedzialéw postaci (0,2, ) (nie ustaliliSmy, ile par
o réznicy 3 jest w kazdym z tych przedzialéw). Niech
zatem z; (dla kazdego i od 1 do es) oznacza, ile par
o réznicy 3 wystepuje w i-tym przedziale typu Ps.
Chcemy, zeby z1 + x2 + ... + e, = t. Liczba rozwiazan
tej réwnosci w liczbach naturalnych to (ttjil). Stad,
dla ustalonego e; i e4 liczba parowan wynosi:

(61+62+€3+64)! t+ey—1

' ( ez — 1 )

61! . 62! . 63! . 64!

Po spamietaniu wartosci silni oraz odwrotnoéci
modularnych silni, powyzsze wyrazenie potrafimy
obliczyé w czasie O(1). Liczba wszystkich parowan
to suma wynikéw dla kazdego e; od 0 do a oraz

dla kazdego e4 od 0 do [£]. Cale rozwiazanie dziala

w czasie O(n?).

Bartosz LUKASIEWICZ



Klub 44 F Zadania z fizyki nr 684, 685

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

684. Na rysunku 1 przedstawiony jest uklad sze$ciu niewazkich pretéw,
L polaczonych przegubowo. Prety AF i BE sg jednorodne, z przegubem w $rodku.
Il Dtugosci odcinkéw AC, CB, BD, AD, DE, DF, FG i GE sa jednakowe. Do
przegubu G przymocowany jest ciezar ). Znalezé naprezenie linki laczacej
przeguby A i B.

685. Znalez¢ natezenie pola elektrycznego i potencjal od dwoéch nieskonczonych
warstw dielektryka o stalej dielektrycznej €, naladowanych z gestosciami
objetosciowymi p > 01 —p (rys. 2). Grubosé kazdej warstwy wynosi d. Przyjaé
warunek brzegowy dla potencjatu ¢ (—d) = 0.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2019

Przypominamy tresé zadan:

680. Walec o masie M znajduje si¢ migdzy ruchomg poziomg platformg i nieruchomg powierzchnig
nachylong do poziomu pod katem « (rys. 3). Wspélczynnik tarcia walca o platforme wynosi pu1,

a o powierzchni¢ nachylona po. Jaka minimalng site trzeba przytozyé do platformy, aby walec nie
obracal sie, a platforma poruszala sie¢ w lewo ruchem jednostajnym?

681. Na powierzchnie¢ szkla naniesiono cienka warstwe materiatu, ktérego wspélczynnik zatlamania

n = 4/3 jest mniejszy od wspdlczynnika zalamania szkla. Jaka moze by¢ najmniejsza grubosé tej
warstwy, aby przy prostopadlym padaniu $wiatta bialego dlugosci fali A1 = 700 nm oraz A2 = 420 nm
w $wietle odbitym byly jednoczesnie maksymalnie wygaszone?

680. Jezeli walec nie obraca sig, to suma momentéw sit wzgledem srodka walca
wynosi zero, stad T3 = T = F (rys. 4), gdzie F jest pozioma sila przylozona
do platformy. Srodek masy walca pozostaje w spoczynku, zatem z warunkéw
réwnowagi w kierunkach poziomym i pionowym otrzymujemy:

(1) Nosina — Trcosa = 17,

(2) Ny — Mg — Nycosa = Tysina.
Rozwiazujac te rownania dostajemy:

(3) F = Nysina/ (14 cosa),
(4) Ny = Mg+ Ns.

Speliony musi byé tez warunek T7 = 1 N1 < paNo, aby platforma mogta
wysuwac sie spod nieruchomego walca. Uwzgledniajac, ze F' = 1 Ny, otrzymujemy

7 réwnan i :

sin «
N :MlMg/(1+cosa —M1>7

a szukana sita F'| zgodnie z réwnaniem , dana jest wzorem:

w1 Mgsin o

Rys. 4 sina — pg (14 cosar)’
Otrzymane wyrazenie musi by¢ dodatnie, stad otrzymujemy warunek:
p1 < sina/ (1+ cosa).
Z nieréwnoéci p1 N1 < po Ny wynika ograniczenie na drugi wspélczynnik tarcia:
pe > sina/ (1 + cosa) .
681. Roéznica drég optycznych promieni odbitych od gérnej i dolnej powierzchni
warstwy As = 2dn, gdzie d jest gruboscia warstwy. Oba promienie odbijaja sie

od osrodka gestszego optycznie, warunki na minima interferencyjne dla obu
dlugosci fal maja wiec postac:

2dn = (2k1 + 1)\ /2 = (2k2 + 1) X2/2,
gdzie A\ > Ao. Stad:
A1 — Ao = 2(kada — k1 \1).

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy 280 = 2 (420ky — 700k ).
Najmniejsze liczby calkowite nieujemne spelniajace to réwnanie to k1 =1 ;| ky = 2.
Szukana grubos¢ warstwy d ~ 394 nm.
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsyltania rozwigzan: 31 XII 2019

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

777 (WT = 2,45) i 778 (WT = 1,67)

z numeru 3/2019

Pawel Najman Krakéw 44,64
Witold Bednarek 1.6dz 44,57
Jerzy Cisto Wroctaw 44,26
Pawel Kubit Krakéw 41,98
Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Krzysztof Kamiriski ~ Pabianice 38,73
Michal Kozlik Gliwice 35,73
Janusz Olszewski Warszawa 33,28
Janusz Fiett Warszawa 31,23
Z trzech Panéw zaden nie jest
nowicjuszem. .. Pawel Najman jest

z nami od roku 2001; za$ panowie Witold

Bednarek oraz Jerzy Cisto — chociaz

z dlugimi przerwami — od 1981 oraz 1984.
Pierwsi dwaj panowie pokonuja prog 44 p.

juz po raz 6smy!

Zadania z matematyki nr 787, 788
Redaguje Marcin E. KUCZMA

787. Niech M bedzie dowolnym niepustym skoniczonym zbiorem liczb
catkowitych. Dowies¢, ze mozna ustawié¢ elementy zbioru M w ciag (z1,...,Ty)
tak, by dla kazdej trojki wskaznikéw i, 5,k € {1,...,n}, i < j < k, spelniony byl
warunek: x; + xp # 2x;.

788. Znalez¢ najwieksza liczbe ¢, dla ktorej nieréwnosé
(a®b+ b?c + c?a) + (ab® + bc? + ca?) — 3abe > t(a + b + ¢)®

zachodzi dla kazdej trojki liczb dodatnich a, b, ¢, bedacych dlugoéciami bokéw
trojkata.

Zadanie 788 zaproponowal pan Zbigniew Skalik z Wroclawia (wskazujac
zadanie 716 z A2, jako Zrédlo inspiracji).

Rozwigzania zadan z numeru 6/2019

Przypominamy tresé¢ zadan:

783. Na plaszczyznie narysowano N kwadratéw o bokach réwnolegtych i prostopadlych do
ustalonego wspdlnego kierunku. Niech S bedzie zbiorem $rodkéw tych kwadratéw; zakltadamy, ze
jest to N réznych punktéw oraz ze zaden punkt zbioru S nie lezy na brzegu zadnego kwadratu.
Udowodni¢, ze mozna wyrézni¢ niektore z tych N kwadratéw tak, by kazdy punkt zbioru S
lezal w co najmniej jednym wyrdéznionym kwadracie oraz w co najwyzej czterech wyréznionych
kwadratach.

784. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, ktére mozna zapisaé w postaci sumy p = a? + b2

(a,b > 1 catkowite) tak, by liczba 2ab byla kwadratem liczby catkowitej.

783. Niech K bedzie najwickszym spoéréd N kwadratéw (jesli jest kilka
przystajacych, wiekszych od pozostalych, wybieramy dowolny). Niech Ky bedzie
najwiekszym spoérdd tych, ktérych srodki nie leza w Ki; itd. (indukcja): niech
K bedzie najwigkszym sposéréd tych, ktérych srodki nie leza w Ky U ... U Kj_q;
gdy takich kwadratéw juz nie ma, konczymy numerowanie. Ponumerowane
kwadraty Ki,..., K, beda tymi ,wyréznionymi”. Zbioér S zawiera sie

w Ky U...UK,,. Przy tym $rodek zadnego wyrdznionego kwadratu nie lezy

w zadnym innym wyréznionym kwadracie.

Przypusémy, ze srodek O ktoregokolwiek sposréd pozostatych kwadratéw

lezy w co najmniej pieciu wyrdznionych kwadratach. Przyjmujemy punkt O

za poczatek uktadu wspdtrzednych Ozy o osiach réwnoleglych do bokéw
kwadratéw (jednostke dlugosci wybieramy dowolnie). Osie dziela plaszczyzne na
cztery éwiartki, wiec pewne dwa wyréznione kwadraty Ky, K; (zawierajace O)
maja Srodki Oy = (zk,yr), O1 = (x1,y;) polozone w jednej é¢wiartce. Bez straty
ogdlnosci przyjmijmy, ze |xg| + |yk| = |@i] + |y Wéwezas O; € Ky, whrew
wczesniejszemu spostrzezeniu. Sprzeczno$é konczy dowdd.

784. Niech p bedzie liczba pierwsza o rozwazanej wlasnoéci: p = a2 + b2,
2ab = c? (a,b,c > 1 caltkowite). Oznaczmy a + b = s. Tak wiec
p=s2—c?=(s—c)(s+c), wobec czego s — ¢ = 1. Réwnoéé ¢ = s — 1, po
podniesieniu stronami do kwadratu i podstawieniu wyrazen okreslajacych c, s,
przybiera postaé )
2ab = (a+b)* — 2(a +b) + 1;
po kolejnym przeksztalceniu

(a—1)2+(b-1)2=1.
To znaczy, ze jedna z liczb a, b jest rowna 2, a druga 1, i ostatecznie
p = a?® + b?> = 5. Skoro 2ab = 4, zatem liczba pierwsza p = 5 spelnia wymagane
warunki, i jest to jedyna taka liczba.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Kto wie, do czego potrzebny jest nam
molibden? Mimo ze w ludzkim organizmie
wystepuje w §ladowych iloéciach, peini
bardzo wazng role: umozliwia migdzy
innymi produkowanie enzymoéw
potrzebnych do przyswajania ttuszczéw,
cukréw i zelaza, wystepuje takze

w zebach i kosciach.

»A nearby neutron-star merger explains
the actinide abundances in the early Solar
System”, Imre Bartos & Szabolcs Marka,
Nature 569, 85-88 (2019).

Niebo w pazdzierniku

Prosto z nieba: Skad sie wziely ciezkie pierwiastki?

W A, pisaliémy o ,metodach produkcji” réznych pierwiastkéw, od lekkich —
niezbednych do podtrzymywania proceséw zyciowych — do bardzo ciezkich,
wykorzystywanych przez nasza cywilizacje w technologii. Dzieki nowym
obserwacjom zwiazanym z emisja i detekcja fal grawitacyjnych gromadzimy
obecnie coraz wiecej dowodéw na to, ze pierwiastki ciezsze od molibdenu
powstaja w bardzo specyficznym otoczeniu ekstremalnie neutrononadmiarowych
jader atomowych bombardowanych przez szybko poruszajace sie swobodne
neutrony. ,,Proces r”, od rapid, to zjawisko na tyle szybkiego wychwytu wielu
neutronéw przez jadro, by zysk na jego masie kompensowal, a nawet przewazal
naturalnie zachodzace w tym samym czasie rozpady. Proces r zachodzi bardzo
efektywnie podczas zderzenia si¢ gwiazd neutronowych w uktadach podwdjnych,
podobnych do historycznego GW170817 i pozostalej po nim szybko gasnacej
kilonowe;j.

Wiekszosé produktéow procesu r ma ograniczony okres trwalosci: egzotyczne
izotopy, dalekie od stabilnych konfiguracji, rozpadaja sie na mniej masywne, ale
za to stabilne jadra. Zasadne wydaje sie pytanie, skad z praktycznego punktu
widzenia wziely sie na Ziemi uzywane przez nas pierwiastki. Czy wszystkie
okoliczne planety sa rownie bogato lub ubogo wyposazone w pierwiastki
sprzyjajace rozwojowi cywilizacji? Z tego, co wiemy do tej pory, zderzenia gwiazd
neutronowych podobne do GW170817 zdarzaja si¢ stosunkowo rzadko (czestosé
wystepowania jest okoto 100 razy mniejsza od zapadania sie masywnych gwiazd,
czyli zjawisk supernowych). Obecnosé radioaktywnych izotopéw w meglawicy,

z ktorej powstal Uklad Stoneczny, jest zatem najprawdopodobniej wynikiem
najwyzej kilku pobliskich wydarzen typu GW170817. Jak mozna odtworzy¢

te historie? Krotkozyciowe izotopy wyprodukowane w procesie r — o okresach
pottrwania krétszych niz 100 milionéw lat — nie sg aktualnie obecne w Ukladzie
Stonecznym, ale ich poczatkowe obfitosci sg znane, poniewaz produkty pochodne
zostaly zachowane w wysokotemperaturowych kondensatach znajdowanych

w meteorytach. Ich wzgledna obfito$¢ wskazuje na pochodzenie: bardzo dobrze
pasuje do hipotezy, w ktorej powstaja one podczas zderzen gwiazd neutronowych.
7Z obfitosci aktynowcdéw produkowanych wylacznie w procesie r da sie takze
wywnioskowaé, ze do ,zanieczyszczania” pierwotnej materii pre-Uktadu
Stonecznego doszlo poprzez pobliskie zderzenia gwiazd neutronowych. Dzieki
symulacjom komputerowyn mozna stwierdzi¢, ze czestotliwo$é takich zjawisk

w naszej Galaktyce to od okoto 1 do 100 razy na milion lat. Jest to zgodne

z obserwacyjnymi szacunkami czestotliwosci pojawiania sie fal grawitacyjnych
typu GW170817, ale wyklucza supernowe i procesy zachodzace w ,,zwyklych”
gwiazdach. Jest bardzo prawdopodobne, ze wiekszo$¢ ciezkich pierwiastkéw,
ktore mamy do dyspozycji na Ziemi, pochodzi z jednego zderzenia, w ktérym
powstala m.in. duza cze$¢ kiuru (Cm) i znaczna czesé plutonu (Pu), obecnego we
wczesnym Ukladzie Stonecznym. Takie kosmiczne zderzenie i eksplozja, potaczona
zapewne z blyskiem gamma, mogly nastapi¢ okolo 300 parsekéw od pierwotnej
mglawicy, z ktérej powstaliSmy, tuz przed uformowaniem si¢ Ukladu Stonecznego.

Michat BEJGER

Zaczal si¢ ostatni kwartat 2019 roku. Przed nami jeszcze  Ksiezyc rozswietli nocne niebo w srodku miesiaca.

jego trzy miesiace, z dtugimi nocami i krotkimi dniami. Poczatkowo, 5 pazdziernika, Srebrny Glob

Niestety w tym czasie pogoda bardzo czesto nie sprzyja przejdzie przez I kwadre, 13 pazdziernika — przez
obserwacjom, dlatego nalezy wykorzystywacé¢ wszelkie pelnie, 21 pazdziernika — przez ostatnia kwadre

chwile rozpogodzen. Nastepne moga trafi¢ si¢ niepredko. i 28 pazdziernika — przez néw. Oczywiscie jesienia

W pazdzierniku Storice wedruje szybko na potudnie. nachylenie ekliptyki wieczorem, w przeciwienstwie do
Przez miesiac jego deklinacja (i wynikajaca z niej poranka, jest niekorzystne, a zatem przed I kwadra
wysoko$é gérowania) zmniejszy sie o ponad 10°, a czas Ksiezyc (i inne ciala niebieskie przebywajace blisko
przebywania Stonca na niebosklonie skréci si¢ o ponad ekliptyki) jest widoczny stabo, natomiast rano —

100 minut. przeciwnie. Stad 27 pazdziernika nadarzy sie okazja do
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odnalezienia bardzo cienkiego sierpa Ksiezyca na 22
godziny przed nowiem. Tego ranka na poczatku $witu
cywilnego (okolo godziny 5:50, czasu juz zimowego)
Ksiezyc zdazy sie wznie$¢ na wysokos$¢ prawie 7°,
prezentujac tarcze w fazie zaledwie 1%. W odleglosci 7°
towarzystwa dotrzyma mu powracajaca na niebo poranne,
po kilkumiesiecznej niewidocznoéci, planeta Mars, ktora
na razie $wieci blaskiem +1,8™.

Czerwona Planeta na poczatku wrzesnia spotkala sie
ze Storicem i w drugiej potowie pazdziernika zacznie
wytlaniaé sie ze zorzy porannej. Na poczatku miesiaca
na godzine przed $witem planeta znajduje sie jeszcze
pod horyzontem, ale w polowie miesiaca o tej samej
porze wznosi sie juz na wysoko$é 3°, zas§ na koniec
miesiaca zwiekszy wysokosé do ponad 7°. Mars dopiero
co oddala sie od Stonica po koniunkcji, a zatem jest
jeszcze daleko od Ziemi. Stad przez caly miesiac jego
jasnos¢ utrzyma sie na poziomie +1,8™, a $rednica
tarczy nie przekroczy 4”. W drugiej polowie miesigca,
20 pazdziernika, Mars przejdzie niecale 2° na potudnie
od Porrimy, gwiazdy Panny oznaczanej na mapach nieba
grecka litera v, natomiast 6 dni p6zniej 9° nad nim
przejdzie Ksiezyc w fazie 5%.

Pozostate dwie planety typu ziemskiego przebywaja na
niebie wieczornym i w zwiazku z kiepskim nachyleniem
ekliptyki sa u nas niewidoczne, mimo tego ze elongacja
Wenus jest podobna do marsjanskiej, a Merkurego nawet
wieksza. Nie wystarcza to jednak do przebicia sie przez
zorze wieczorna. Merkury znajduje si¢ z perspektywy
obserwatora na po6tkuli péinocnej kilka stopni pod
ekliptyka i zachodzi mniej niz 0,5 godziny po Stoncu;
Wenus jest nad ekliptyka, lub na niej, ale ma mniejsza

elongacje i zachodzi tylko 15 minut p6Zniej od Merkurego.

Pod koniec miesiaca, 29 pazdziernika, niecale 3° na
pénoc od Wenus przejdzie Ksiezyc w fazie 2%, lecz

w momencie zachodu Stonica oba ciala zajma pozycje

na malych wysokosciach, odpowiednio 5 i 7°, a mniej
niz godzine po zmierzchu znajda sie pod horyzontem,

a zatem ich wylowienie z jasnego jeszcze tla nieba nie
bedzie sprawg prosta. Poza bardzo przejrzysta atmosfera
niezbedna moze okazaé sie tez lornetka.

Dalszemu pogorszeniu w poréwnaniu z wrze$niem ulegna
warunki obserwacyjne planet Jowisz i Saturn. Skracajacy
sie dzien sprawi, ze popsuja sie one wolniej, niz staloby
sie to na wiosne, ale i tak do konca miesiaca planeta
Jowisz zniknie z ciemnego nieba, zachodzac tuz po
rozpoczeciu sie nocy astronomicznej. Planeta Saturn
znajduje sie ponad 20° na wschod od Jowisza i stad
zachodzi dwie godziny po nim, zajmujac o tej samej
porze pozycje na wysokosci mniej wiecej 10°, a zatem
jej obraz teleskopowy réwniez pozostawia wiele do
zyczenia. W pazdzierniku obie planety poruszaja sie
ruchem prostym. Jowisz w swojej najblizszej okolicy

nie ma jasnych gwiazd, natomiast Saturn pod koniec
miesiaca przejdzie niecaly 1° na potudnie od gwiazdy

o Sgr, czyli najbardziej na poludnie wysunietej gwiazdy
z tuku gwiazd nalezacego do poétnocno-wschodniej czesci
gléwnej figury Strzelca. W pazdzierniku jasnosé Jowisza
spadnie do —1,9™, a jego $rednica katowa — do 34”.

W tym samym czasie Saturn zmniejszy blask do +0,5™,
prezentujac tarcze o Srednicy 16”. Ksiezyc minie
Jowisza 3 pazdziernika, majac tarcze oSwietlona w 30%,
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zblizajac si¢ don na 2° i ponownie 31 pazdziernika,
gdy 15-procentowy sierp Srebrnego Globu znajdzie sig¢
wieczorem niecaly 1° od planety. Z Saturnem Ksiezyc
spotka sie 5 pazdziernika, czyli w I kwadrze. Oba ciala
oddzieli wtedy dystans 1,5°.

Wreiaz bardzo dobrze widoczne sa dwie ostatnie planety
Uktadu Stonecznego. Neptun mial opozycje we wrzeéniu,
natomiast Uran znajdzie si¢ po przeciwnej stronie

Ziemi niz Stonce 28 pazdziernika. Tego samego dnia
wypada néw Ksiezyca, a zatem wtedy Stonce, Ksiezyc,
Ziemia i Uran znajda sie prawie na jednej linii. Opozycja
Urana oznacza, ze mozna go obserwowac przez cala

noc, a planeta goruje okoto péinocy, na wysokosci
przekraczajacej 50°. Neptun goruje ponad 2 godziny
wezesniej i jakie$ 20° nizej. Obie planety poruszaja sie
ruchem wstecznym. Do konca miesiaca Neptun oddali
si¢ na ponad 70’ od gwiazdy ¢ Aquarii, zblizajac si¢ na
prawie tyle samo do tréjkata gwiazd 81, 82 i 83 Aquarii,
przez ktéry wedrowal w zeszlym sezonie obserwacyjnym.
Planeta Uran nie ma w swojej okolicy jasniejszych od
niej gwiazd. Przez caly miesiagc przebywa mniej wiecej
11° na potudnie od Hamala, najjasniejszej gwiazdy
Barana. Ksiezyc w fazie 92% przejdzie 10 pazdziernika
5° na potudnie od Neptuna, 4 dni pdzniej, juz w pelni,
w podobnej odlegtosci minie Urana. Neptun Swieci
blaskiem +7,8" i jest widoczny przez lornetki lub
teleskopy, natomiast Uran jest o 2™ jadniejszy i na
ciemnym niebie mozna prébowaé odszukaé¢ go gotym
okiem.

Podczas swojej wedrowki Ksiezyc zakryje dwie

dobrze widoczne golym okiem gwiazdy 3. wielkoSci:

19 pazdziernika nad ranem, w fazie 76%, ¢ Tau, czyli
potudniowy rég Byka, i 20 pazdziernika wieczorem,

w fazie 57%, Wasat, czyli § Gem. Zakrycie pierwszej

z nich zdarzy si¢ mniej wiecej od 2 do 2:30, lecz tylko
w potnocno-zachodniej czesci kraju. Natomiast druga
gwiazda wzejdzie juz zakryta przez Ksiezyc, a odkrycie
da sie zaobserwowaé tylko w péinocno-wschodniej Polsce.
W Suwalkach odkrycie nastapi o 23:04, na wysokosci 3°
nad widnokregiem.

W pazdzierniku promieniuje kilka corocznych rojéw
meteoréow. Najwczeéniej maksima aktywnosci maja
Drakonidy (8 pazdziernika) i Taurydy Poludniowe (2 dni
pézniej). Niestety ich obserwacje popsuje Ksiezyc przed
pelnia. 22 pazZdziernika maksimum majg Orionidy. Tutaj
tez Ksiezyc zaznaczy swoja obecnosé, Swiecac w ostatniej
kwadrze kilkadziesiat stopni od radiantu i wschodzac
niecale 2 godziny po nim, a wiec zanim jeszcze radiant
zdazy sie wznies¢ na jakas przyzwoita wysokosc.

Na poczatku listopada maksimum aktywnosci osiagnie
miryda o Ceti, czyli najjasniejsza gwiazda tego typu.

W maksimum jej jasno$¢ moze przekroczyé +4™ i doéé
tatwo da si¢ ja wtedy dostrzec gotym okiem, ale juz pod
koniec pazdziernika jej jasno$¢ powinna osiagnaé¢ +5™.
W drugiej potowie miesiaca Wieloryb jest widoczny
bardzo dobrze, o Ceti goruje okolo pdlnocy, na wysokosci
mniej wigcej 35°.

Ariel MAJCHER
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Tréojmian kwadratowy  Bartlomiej BZDEGA

Ustalmy liczby rzeczywiste a, b i ¢, przy czym a # 0. Wyrazenie ax? 4 bz + ¢
nazywamy tréjmianem kwadratowym zmiennej x o wspbélczynnikach a, b i c,
natomiast funkcje f(z) = ax® + bx + ¢ — funkcjg kwadratowq.

Trojmian kwadratowy mozna zapisaC nastepujaco:

ar’ +br+c = alz—p?+q¢ = alz—z)(z—22),
— —_——

posta¢ normalna postaé¢ kanoniczna postaé iloczynowa

gdzie A = b? — dac, p = ;—;’7 q= %, = _b;a‘/g, Lo = _b‘{a‘/z (oile A > 0).
Dowdd, ktory polega na zwyklym przemnazaniu, wspanialomyslnie pomijamy.

Kazda z powyzszych postaci ma swoje unikalne zastosowania. Postaé¢ kanoniczna
méwi nam, ze funkcja kwadratowa przyjmuje warto$é¢ najmniejsza (gdy a > 0) lub
najwieksza (gdy a < 0) réwna ¢ dla argumentu x = p. Te postaé wykorzystujemy
w zadaniach 2 i 4. Postaé iloczynowa jest pomocna w zadaniu 10.

Wyzej okreslone liczby x1 1 2 nazywamy pierwiastkami trojmianu
kwadratowego ax? + bx + ¢. Sa to miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(z) =

= az? + bx + ¢ — jest jasne (postaé iloczynowa), ze f(x1) = f(w2) = 0. Jesli A > 0,
to tréjmian ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste. Jesli A = 0, to jeden (x1 = 2).
Jesli A < 0, to tréjmian nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Warto jeszcze wspomniec¢, ze funkcja kwadratowa jest ciagla, wiec ma wlasnosé
Darboux — jezeli y1 < yo sa wartoSciami pewnej funkcji kwadratowej, to wszystkie
liczby rzeczywiste z przedziatu [y1,y2| tez sa jej wartoSciami. Korzystamy z tego
w zadaniach 3 1 9.

<

. . s s . b - o
Poréwnujac posta¢ iloczynows i normalng, otrzymamy x1 + z2 = —¢ i 1172 = £.

Sa to wzory Viete’a, ktérymi warto sie postuzyé w zadaniach 1, 51 7.
Zadania

1. Liczby rzeczywiste x1 < x2 i y1 < y2 spelniaja réwnosci 1 + x2 = y1 + yo
oraz r1Ts = Y1y2. Udowodnié, ze x1 = y1 i 2 = yo.

2. Niech aq,as,...,a, beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Dla jakiego x
warto$¢ funkcji

fx)=(r—a)’+ (. —a)* + ...+ (x — a,)?

jest najmniejsza?

3. Liczby rzeczywiste a, b i ¢ spelniaja nier6wnos$é¢ (a + b+ c)c < 0, przy czym
a # 0. Wykazaé, ze b? > 4ac.

4. Niech T(z) = 2% + 42 + 2. Znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania
T(T(T(x))) =0.

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary (b, ¢) liczb rzeczywistych, dla ktérych trojmian
kwadratowy x2 + bx + ¢ ma dwa rézne pierwiastki i sg nimi b i c.

6. Wykorzystujac funkcje kwadratowa

f(x) = (a1 +b1)* 4 (agx +b2)* + ... + (anz + by)?,
udowodnié¢ nieréwno$¢ Cauchy’ego—Schwarza

(a3 4a54...+a2)(b] +b3+...+b2) > (a1by +agby + ... +anby)>
7. Liczby m, n oraz mTZ + %2 sa catkowite. Udowodni¢, ze liczba ng rowniez jest
calkowita.

8. Funkcja kwadratowa f(x) = ax?® + bx + ¢ spetia dla kazdego = € [—1,1]
nieréwnos$é | f(z)| < 1. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg warto$é wyrazenia
|a] +1b] + |c].

9. Rozwazmy tréjmiany kwadratowe f(z) = 2% + byz + c1 i g(z) = 22 + box + c2,

ktorych wspédlezynniki sa rzeczywiste i spelniaja warunek

(CQ — 81)2 + (b1 — bg)(blc2 — Clbg) < 0.

Dowiesé, ze tréjmiany f i g maja obydwa pierwiastki rzeczywiste, a kazdy

z nich ma jeden pierwiastek lezacy na osi liczbowej pomiedzy pierwiastkami

drugiego.

Liczba trzycyfrowa, w ktérej a jest cyfra setek, b — cyfra dziesiatek,

a ¢ — cyfra jednosci, jest pierwsza. Dowieéé, ze b% — 4ac nie jest kwadratem

liczby naturalne;j.

10.
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Wyniki konkursu

Matematyka, Informatyka i Analiza Danych w komiksie

Wszystkie wymienione prace zobaczyé
mozna na stronie

https://dpm.mini.pw.edu.pl/node/715.

Do konca czerwca mozna bylo nadsylaé prace na komiksowy konkurs,
zorganizowany przez Wydzial MiNI Politechniki Warszawskiej, Fundacje
Naukowa Smarter Poland oraz Redakcje Delty.

Sposréd wielu ciekawych prac nasza Redakcja postanowila wyréznié¢ dwie, ktore
publikujemy ponize;j.

PATRZ PAN,
PR2YSTAJACE AuTOBUSY...

o)

il

[l iﬁ%

Malgorzata bLazecka, Inwersja

Jury w skladzie: Przemystaw Biecek, Tomasz Biernacki, Kamila Lyczek, Barbara
Roszkowska-Lech, w kategorii uczniowie postanowito przyznaé:

« I miejsce: Julia Scistowska — LO im. Tadeusza Ko$ciuszki w Pruszkowie, za
prace Przygody Calkomena;

e wyréznienie: Wiktoria Klytta — V LO z Oddzialami Dwujezycznymi
im. Andrzeja Struga w Gliwicach, za prace Kubek Pitagorasa.

W kategorii otwartej przyznano:

o I miejsce: Malgorzata YLazecka za prace Inwersja;
e wyrdznienia: Marta Czarnocka-Cieciura za prace Wplyw spolecznosci na
rozwoj PYTHONA oraz Piotr Niezurawski za prace Przystajgce autobusy.

25


https://dpm.mini.pw.edu.pl/node/715

	Przejscie Merkurego na tle Słonca
	Dzienne i nocne krzywe rowerowe
	Funkcja Eulera
	Zadania
	Systemy pozycyjne w trikach karcianych
	Dryfujace kontynenty
	Historia pewnego trenera
	Nieskonczonosc: 6. Zaskakujace rozwiazanie
	Recenzja ksiazki Davida Weintrauba ,,Mars. W poszukiwaniu zycia''
	Wyniki XXXVI Ogólnopolskiego Sejmiku Matematyków
	NieNagrodzeni
	Pół szklanki mocnego kodu. Cierpienia zbieracza danych
	Konkurs Uczniowski ,,Fizyczne Sciezki''
	Informatyczny kacik olimpijski (131): 
	Klub44
	Prosto z nieba: Skad sie wzieły ciezkie pierwiastki?
	Niebo w pazdzierniku
	Trójmian kwadratowy
	Wyniki konkursu Matematyka, Informatyka i Analiza Danych w komiksie

