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Rysunek upamiegtniajacy setng rocznice
powstania PTM, wykorzystany na
pamiatkowej kartce pocztowej (projekt:
Maciej Denkowski). Na rysunku motywy
okregu warszawskiego i wiezy

Kosciota Mariackiego w Krakowie.

Krzysztof CIESIELSKI*

Gdy dobiegla konca I wojna $wiatowa, rozpoczeto realizacje wielu zamierzen,
ktore w latach wojennych nie mogtly zostaé¢ urzeczywistnione. Dotyczylo to
takze matematyki. Franciszek Leja w swoich nieopublikowanych wspomnieniach
»,2Dawniej bylto inaczej” pisal: W latach 1917-1919 skupial Krakow wielu ludzi
interesujgcych sie Zywo naukq, a w szczegolnosci matematykq, fizyka, logikq

i filozofig. (...) W kawiarniach toczyly sie dyskusje nie tylko na temat wojny,
ale réwniez na tematy naukowe z réznych dziedzin wiedzy. (...) W spotkaniach
1 dyskusjach nie brali udzialu matematycy starsi. Nalezeli do nich miedzy innyms
profesorowie S. Zaremba i K. Zorawski. Potrzebe systematycznych spotkari
wszystkich interesujgcych sie matematykq odczuwato wielu z nas i stgd powstala
mysl zaloZenia statutowego towarzystwa, grupujgcego wszystkich matematykow.
Mysl ta zostala wkrotce zrealizowana i w kwietniu 1919 powstalo Towarzystwo
Matematyczne w Krakowie.

A przebywali wéwczas w Krakowie znamienici matematycy. W 1895 roku
katedre na UJ objal Kazimierz Zorawski, ktéry wezeéniej uzyskal w Lipsku
doktorat na podstawie pracy napisanej pod kierunkiem Sophusa Liego. Druga
katedre objal w 1900 roku Stanistaw Zaremba. Pisano o nim, ze ,,przyszedt

do Krakowa juz opromieniony europejska stawa” — po doktoracie na Sorbonie

i kilkunastoletnim pobycie we Francji. Zaremba i Zorawski osiagali $wiatowej
rangi wyniki. Niektore rezultaty Zaremby uzyskane w Krakowie przed pierwsza
wojna $wiatowa wymieniane sg przez ekspertéw wsréd najwazniejszych
matematycznych osiagnieé¢ pierwszej polowy XX wieku. Sam Henri Poincaré
napisat artykul streszczajacy i opisujacy wyniki jednej z prac Zaremby. Zaremba
zajmowal sie przede wszystkim réwnaniami rézniczkowymi, Zorawski byl jednym
z pionieréw badan w dziedzinie geometrii rézniczkowej. Obok nich byli mtodsi,
wtedy juz znakomicie si¢ zapowiadajacy — Franciszek Leja, Antoni Hoborski,
Alfred Rosenblatt, Witold Wilkosz, a takze Stefan Banach oraz Otton Nikodym.
Rozmowe tych dwdch ostatnich o calce Lebesgue’a na krakowskich Plantach
przypadkowo ustyszal latem 1916 roku Hugo Steinhaus; ich spotkanie dato
poczatek pdzniejszej wielkiej karierze Banacha.

W dniu 2 kwietnia 1919 roku o godzinie piatej po potudniu w budynku
Collegium Nowodworskiego UJ przy ulicy $w. Anny 12 rozpoczelo sie
(ogloszone wcezesniej w gazecie Nowa Reforma) zebranie, na ktérym zaltozono
Towarzystwo Matematyczne w Krakowie. Posiedzenie otworzyt Zorawski,

ktory powiedzial, ze w Warszawie ma powstac¢ ogoélnopolskie towarzystwo
matematyczne, i postawil wniosek o zatozenie w Krakowie towarzystwa, ktore
potem mogloby wejs¢ w zwiazek z towarzystwem warszawskim. Wniosek
uchwalono jednomys$lnie. Wéréd zalozycieli towarzystwa znalazty sie tez osoby
dzi$ stawne z niematematycznej dziatalnosci: Leon Chwistek — logik, dzi§ znany
przede wszystkim jako malarz, oraz Antoni Wilk — astronom, odkrywca czterech
komet. Szesnastoosobowe grono zalozycielskie sktadato sie z trzech profesorow
uniwersytetu, dwéch docentéw uniwersytetu, asystenta uniwersytetu, kilku
profesoréw gimnazjum, inzyniera i paru oséb bez stalego zatrudnienia (jak
Stefan Banach). W wyniku wyboréw pierwszym prezesem zostal (jednomygélnie)
wybrany Zaremba, zastepca prezesa — Hoborski, sekretarzem — Leja, skarbnikiem
— Ludwik Hordynski.

Towarzystwo rozpoczelo aktywna dzialalnos$é, zgodna z wezesniejszymi ideami
zalozycieli. Juz tydzien pdzniej, 9 kwietnia, odbylo sie posiedzenie, na ktérym
Antoni Hoborski wyglosil odczyt ,,Z teoryi funkcyi zmiennej rzeczywistej”.
Wtedy tez zgloszono dziesieciu nowych kandydatéw na cztonkéw Towarzystwa.
Na kolejnym zebraniu, 30 kwietnia, odczyt ,,Z rachunku waryacyjnego” wygtosit
Alfred Rosenblatt. W ksiedze protokotéw znajduje sie dokladne streszczenie
tego wyktadu. Po tygodniu, 7 maja 1919 roku, odczyt ,,Z teoryi funkcyi
zmiennej rzeczywistej” wyglosit nie kto inny, jak Stefan Banach. Na nastepnym
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Okolicznosciowy stempel upamigtniajacy
setng rocznice PTM. Wykorzystano

w nim motywy logotypéw dwéch
najwigkszych miedzynarodowych

Kongreséw zorganizowanych przez PTM:
International Congress of Mathematicians
(Warszawa, 1983 r.) i European Congress

of Mathematics (Krakéw, 2012 r.).

posiedzeniu wystuchano odczytu Edwarda Stamma ,,Algebra logiki jako nauka
dedukcyjna”. Wtedy wybrano tez dwuosobowa Komisje Rewizyjna (weszli

do niej Rosenblatt i Nikodym), piecioosobowy Sad Polubowny oraz nowego
skarbnika — Antoniego Wilka, gdyz poprzedni ,,z przyczyn niezaleznych od jego
przynaleznoéci do Towarzystwa” zrezygnowal z tej funkcji.

Aktywna praca trwala. Jednak wbrew pierwotnym przewidywaniom
Towarzystwo Matematyczne w Krakowie nie polaczylo si¢ z warszawskim.

Otéz w Warszawie towarzystwo matematyczne nie powstalo, natomiast po
kilku miesiacach znakomici warszawscy matematycy — Samuel Dickstein,
Wactaw Sierpinski, Zygmunt Janiszewski i Stefan Mazurkiewicz zglosili akces
do towarzystwa w Krakowie. Dickstein, majacy wtedy 68 lat, znany byt

ze wspanialej dzialalnodci na rzecz upowszechniania matematyki. Sierpinski,
Janiszewski i Mazurkiewicz byli czolowymi przedstawicielami mtodego
pokolenia, ktore szturmem wdzieralo sie na szczyty $wiatowej matematyki, a ich
wyniki z topologii stawaly sie powoli duma tworzacej sie warszawskiej szkoty
matematycznej. Uczeni ci zostali przyjeci do Towarzystwa na IX posiedzeniu
zwyczajnym, w dniu 19 listopada 1919 roku, a wydarzenie to dato impuls

do nadania Towarzystwu ogdlnopolskiego charakteru. Juz na 29 listopada
zaplanowano Nadzwyczajne Walne Zebranie. Jego celem miala byé¢ organizacya
biura sprawozdawczego z ruchu naukowego matematycznego w Polsce celem
informowania zagranicy, a potem ewentualna reorganizacya Towarzystwa

1 uchwalenie statutu, Towarzystwo bowiem zostalo zatoZone gltownie w celu
skupienia matematykow, pracujgcych w Krakowie, obecnie zas powstata mysl,
aby dzialalnosé Towarzystwa rozszerzyé na calq Polske.

I tak sie stalo... Na zebraniu dziesie¢ dni pdzniej zatozono biuro, ktérego
zadaniem bylo zamieszczanie sprawozdan z prac matematykéw polskich

w jednym z polskich pism, na przyklad w ,Wiadomosciach Matematycznych”,
na co wyrazit zgode redaktor tego pisma, Samuel Dickstein. Dickstein, obecny
na tym posiedzeniu, przypomnial, ze juz w 1880 roku powstalo w Petersburgu
,Kolo matematykéw Polakéow”, ktore wydato drukiem 4 tomy sprawozdan

z matematycznych prac polskich matematykéw. Na tymze zebraniu prezes
poinformowal, ze wlasnie nadszed? list od Antoniego Lomnickiego ze Lwowa.
F.omnicki napisal, ze we Lwowie przed dwoma laty powstalo towarzystwo
matematyczne, lecz jego dziatalnosé ,w ostatnim czasie ostabta z powodu
dziatan wojennych” i czlonkowie zamierzaja przystapi¢ do towarzystwa
krakowskiego w razie poszerzenia jego dzialalnosci.

Jak mozna si¢ domysli¢, kwestia zmiany obszaru dzialalno$ci Towarzystwa

na cala Polske — zwlaszcza w kraju scalonym po ponad stuletnim okresie
zaborow — musiala by¢ przedmiotem szczegétowych rozwazan i ustalen. Niemniej
ré6zne kwestie zostaly uzgodnione bardzo szybko (ciekawe, jak dlugo by to
trwalo obecnie). Na Nadzwyczajnym Walnym Zebraniu w dniu 21 kwietnia
1920 roku Zaremba otwierajgc dyskusye, podnidst, Ze zmiana nazwy towarzystwa
na ,, Polskie Towarzystwo Matematyczne”, na co godzq sie matematycy spoza
Krakowa, jest korzystng ze wzgledu na przyszle stosunki z towarzystwams
zagranicznymi i ze wzgledu na to, Ze po tej zmianie latwiej mozna bedzie od
rzqgdu polskiego otrzymac subwencje na cele towarzystwa. Wniosek Zaremby

o zmiane¢ nazwy uchwalono. Na nowy statut trzeba byto czekaé troche diuzej —
do grudnia 1920 roku. Zgodnie z nim czlonkowie zamiejscowi mogli tworzy¢
zamiejscowe oddzialy towarzystwa. Nalezalo tez wybraé¢ nowy zarzad, jednak
(na wniosek Nikodyma) odroczono to do kotica okresu administracyjnego, czyli
do maja 1921 roku. Nowe wladze wybrano 4 czerwca, lecz Kazimierz Zorawski
(wtedy reprezentujacy juz Warszawe ze wzgledu na objecie waznej funkcji
rzadowej — Dyrektora Departamentu Nauki i Szk6t Wyzszych w Ministerstwie)
wyboru na funkcje prezesa nie przyjal. Zastapil go Wiktor Staniewicz z Wilna.
Na poczatku 1921 roku PTM miat 51 czlonkéw. Dzi§ jest ich znacznie wiecej. . .

Dodajmy jeszcze, ze wiosng 1920 roku Towarzystwo wybralo delegatow Polski
na Miedzynarodowy Kongres Matematykdéw w Strasburgu — Sierpinskiego

i Zarembe. Na tym Kongresie powotano (20 wrze$nia 1920 r.) Miedzynarodowa
Unie Matematyczna, a Polska byla jednym z jedenastu krajow zatozycielskich.
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* Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu, z inicjatywy Oddziatu
Poznanskiego PTM

Zachecamy do aktywnego czytania —
wigkszo$¢ przeksztalcen mozna zbadaé
empirycznie, wystarcza cztery kawalki
sznurka.

Autorka nie prébuje tutaj definiowad
normalnosci, toz to sprawa konieczna do
rozwazenia przez filozoféw, jednak
roboczo zalézmy, ze przez normalnosé
rozumieé¢ bedziemy cztowieka
nieskazonego wiedza z zakresu wyzszej
matematyki.

Pe =~ q4
D3 3
S G
Pt — ~aq

Rys. 1. Przykladowy warkocz
geometryczny

Grupa to jedno z fundamentalnych pojeé
w matematyce. Przesledzimy je na
przykladzie zbioru liczb rzeczywistych bez
zera. Zbiér wraz z dzialaniem (u nas
mnozeniem) nazywamy grupa, gdy
wskazane dziatanie jest laczne, czyli
a(bc) = (ab)c, oraz istnieja w nim
szczegblne elementy: element neutralny

i dla kazdego elementu mozna wskazac
element odwrotny (dla liczby a
odwrotnoscia jest 1/a). Wiecej o grupach

mozna przeczytaé np. w Ag.

Nieuczesane mysli topologa
Agnieszka STELMASZYK-SMIERZCHALSKA*

W salonie fryzjerskim siedzi matematyk, obok lezy polyskujgca para nozyczek,
mnostwo szczotek i innych sprzetow. Matematyk nerwowo wierci sie w fotelu —
przecieZ nie od dzis wie, zZe sfery zaczesac sie nie da. Fryzjer intuicyjnie siega
po nozyczki, szalejgce nad czolem rozmaito$ci nie rokujg zbyt dobrze. Niechetny
rozspdjnieniu klient wpada na pomyst — warkocz bedzie idealny!

U progu XX wieku Emil Artin wprowadzil do topologii dziedzine (pozornie)
blisko zwiazang z codziennoscia. Teoria warkoczy znajduje zastosowanie miedzy
innymi w biologii i kryptografii oraz w teorii weztéw. Artykut ten stanowi
zaproszenie do elementarnych rozwazan nad tym zagadnieniem, przedstawiajac
niezbedne definicje i fakty dotyczace struktury grup warkoczy oraz klasyczne
algorytmy czesania.

Czym jest warkocz dla matematyka?

Dla ,normalnego” czlowieka warkocz stanowia zaplecione pasma wloséw,
sznurkéw itp. Dla wygody (i z empirycznego doswiadczenia) wprowadzamy
pewne uproszczenia — rozwazamy n-pasmowe warkocze umieszczone wewnatrz
walca, a konce zaczepione sa w réznych punktach podstaw. Zakladamy, ze
wszelkie przeplecenia odbywaja sie wewnatrz ,,tuby”, w zadnym punkcie dwa
pasma nie tacza si¢ w jedno (nie przecinaja si¢) i nie moga zawraca¢. Nie ma
tez obawy, ze ustalona dlugo$é pasm i skomplikowanie przeplecen spowoduje, ze
ktéres nie dotrze do punktu zaczepienia koncéw — topologia to w uproszczeniu
,gietka geometria” i nie ma problemu z rozciaganiem pasm.

Tak wiec wybieramy po n punktéw na podstawach walca (utozonego
w poziomie), powiedzmy p1, pa, ..., p, na lewej podstawie oraz ¢, qa, ..., qn
na prawej podstawie. Rozpoczynajac od punktéw p;, odbywa si¢ splot az do
punktéw zaczepienia ¢;. Fachowo, warkoczem geometrycznym [ nazywamy
uklad (ciag) gietkich pasm (formalnie: wykreséw funkcji), ktore zaplataja sie
wewnatrz walca, tak jak na rysunku 1.
Warto zwrécié¢ uwage na zachowanie pasm na podstawach walca. Przypusémy, ze
pasmo zaczynajace sie¢ w punkcie p; na lewej podstawie, konczy sie¢ w punkcie g4
na prawej podstawie itd. Wowczas polaczenia miedzy podstawami mozemy
zapisaé jako

(pl P2 Pn

12...
) lub prosciej, zostawiajac tylko indeksy: (

Widzimy, ze warkocz definiuje przyporzadkowanie liczbom ze zbioru {1,2,...,n}
liczby z tego samego zbioru (niekoniecznie inne). Przyporzadkowania
(réznowarto$ciowe) opisujace przestawienia/przetasowania liczb nazywa sie
permutacjami. Permutacje pochodzaca od warkocza 8 nazywamy permutacjg
indukowang przez ten warkocz.

Dwakro¢ zapleciony ,taki sam” warkocz (mimo usilnych checi czeszacego)
zawsze wyglada odrobine inaczej. Fakt, ze mozemy uzy¢ okreslenia ,taki sam”,
pozwala nam wnioskowaé, ze niektore warkocze reprezentuja ten sam ,rodzaj”
warkocza (chociazby klos, francuz czy warkocz klasyczny tréjpasmowy). Dwa
warkocze uznamy za réwnowazne, jesli jeden powstaje z drugiego poprzez
powyginanie pasm z zaczepionymi nieruchomo koricami. Stad indukowana
permutacja jest ustalona dla konkretnej klasy rownowaznych warkoczy.

Struktura grupy

7 warkoczami, poprzez permutacje indukowane, nieodtacznie zwigzana jest
grupa permutacji. Grupg permutacji S, nazywamy zbiér permutacji na n
elementach wraz z dziataniem sktadania, ktéremu przyjrzymy sie na przykladzie
grupy Ss, czyli

(020,020 (22). 029, (20) . (2 )
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Rys. 2. Zlozenie warkoczy o i T

Twierdzenie. Zbiér warkoczy na
n-pasmach wraz z dziataniem sktadania
tworzy grupe (oznaczang B, ). Grupa ta
nie jest przemienna.

Odwzorowanie grup f : B, — Sy,
przypisujace kazdemu warkoczowi jego
permutacje indukowana, spelnia warunek
flaxb) = f(a)- f(b) dla a, b € B,,.
Odwzorowanie o tej wlasnosci nazywamy
homomorfizmem.
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Rys. 3. Warkocz o; i odwrotny afl
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Rys. 4. Warkocz 051
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Rys. 5. Zamiana kolejnosci pierwszych
dwéch skrzyzowani (liczac od lewej) daje
réwnowazny warkocz
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Rys. 7. Przeploty sasiednich pasm —
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Pozostaje jeszcze zastanowié sie, jak

. (1
Role elementu neutralnego peini (1 2 3>

uzyskaé¢ wynik ztozenia <3 2 3) . (; ; “Z’) (é ? g)‘? Zaczynamy od wewnetrznej

permutacji, ktéra przesyta 1 — 2, z kolei zewnetrzna 2 — 2, wiec taczac te dwa
warunki, dostajemy w wyniku 1 — 2. Podobnie postepujac z 2 i 3, uzyskujemy
permutacje konicowa. Warto zwrdci¢ uwage, ze zamieniajac permutacje

- . . . . 123 123 123 -
miejscami, dostajemy inny wynik: (2 3 1) . (3 5 1) = (1 3 2). Oczywiscie dla
kazdej permutacji z S3 mozemy znalezé permutacje odwrotna, co pokazuje, ze
Ss ma strukture grupy.

Podobnie jak w przypadku permutacji, w zbiorze warkoczy na okreslonej

liczbie pasm wprowadzamy dziatanie sktadania warkoczy. Intuicyjnie mozna

je rozumiec¢ jako przedluzenie jednego warkocza drugim poprzez zwigzanie pasm.
Wyobrazmy sobie dwa identyczne walce z warkoczami wewnatrz o ustalonej
liczbie pasm. Przyjmijmy, ze konce pierwszego warkocza i poczatki drugiego
wystepuja doktadnie w tych samych miejscach na podstawach. Zestawiamy te
walce tak, aby wskazane punkty sie spotkaly, i sklejamy pasma na styku. Mamy
wiec walec o podwdjnej dtugosci ze zwiazanymi dwoma warkoczami. Znéw
mamy twoér spelniajacy definicje warkocza geometrycznego, a tym samym wynik
dziatania, co wida¢ na rysunku 2.

Nietrudno zauwazy¢, ze takie okreslenie spelnia aksjomaty grupy: zachodzi
taczno$é, mamy warkocz neutralny o prostych pasmach i dla kazdego warkocza
mozemy wskaza¢ warkocz do niego odwrotny — odbicie lustrzane.

Zauwazmy réwniez, ze permutacja indukowang przez ztozenie warkoczy jest
ztozenie odpowiednich permutacji. Przykladowo, na rysunku 2 pierwszy

z warkoczy indukuje permutacje <4 3 ‘1’ 2), zas drugi G g Z g) Ich zlozenie

to (; i f ;), czyli permutacja wyniku. Warto réwniez zwroci¢é uwage na to,
ze zlozenie powyzszych permutacji w odwrotnej kolejnosci da inny wynik. To
pokazuje, ze zlozenie warkoczy o * 7 nie bedzie tym samym co 7 x .

Zapiszmy to slowami!

Aby usystematyzowaé opis warkoczy, wprowadza sie tak zwane warkocze
elementarne, czyli ,cegietki” budulcowe kazdego warkocza. Precyzyjniej,
warkoczem elementarnym o; nazywamy warkocz, w ktérym wystepuje tylko
jedno przeplecenie: (i + 1)-sze pasmo przecina i-te (przechodzac ponad nim),

a pozostale pasma pozostaja proste (rys. 3). Jego odwrotnoscia 0;1 jest warkocz
elementarny, w ktérym i-te pasmo przechodzi ponad (i + 1)-szym. Odpowiednio
wrozluzniajac” sploty, mozemy podzieli¢ dowolny warkocz na segmenty, w ktérych
wystepuje tylko jedno przetozenie pasm odpowiadajace konkretnemu warkoczowi
elementarnemu (przyktad na rysunku 4). Kazdy warkocz mozemy zatem
przedstawié jako zlozenie (polaczenie) warkoczy elementarnych. Taki opis (ktéry
nazywamy sfowem) niestety nie jest jednoznaczny. Zastanéwmy sie, czy warkocz
z rysunku 5 ,bardzo” sie zmieni, jesli zamiast poczatkowego przelozenia pasm
trzeciego i czwartego (od dotu) wykonaé je najpierw na pasmie pierwszym

i drugim? Biorac pod uwage gietkosé i ciagliwosé, zmiana nie bedzie istotna.

Jak zatem sprawdzi¢, kiedy rézne slowa opisuja ten sam warkocz? Problem ten
rozstrzyga twierdzenie zaproponowane przez Artina i Magnusa. Wyrdznia ono
trzy typy niejednoznacznosci zapisu warkoczy:

(a) Ztozenie warkoczy elementarnych o; * o; ! L% o, jest réwnowazne
warkoczowi neutralnemu.

(b) Jesli w warkoczach elementarnych o, oraz o; przeplecenia wystepuja

na niezaleznych pasmach, tzn. |i — j| > 1, wéwczas warkocz o; * 0 jest

réwnowazny warkoczowi o; * o; (przyklad na rysunku 6).

W przypadku gdy przeplecenia w warkoczach elementarnych o; oraz o;

maja jedno wspélne pasmo (czyli j =i+ 1), to warkocz o; * 0 * 0; jest

réwnowazny o; * 0; * 04, co wida¢ na rysunku 7.

oraz o;

()

Wspomniane twierdzenie orzeka, ze jesli dwa stowa koduja ten sam warkocz, to
jedno z nich mozna uzyskaé z drugiego poprzez zastosowanie operacji (a)—(c).
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Przedstawione algorytmy sa dalekie od

optymalnych dla komputera i w praktyce

raczej ustepuja miejsca innym.

e

Rys. 8. Warkocze: 3 (z lewej) i y1

(z prawej)
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Rys. 9. Warkocz an
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Rys. 10. Warkocz a1 po naciggnieciu
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Rys. 11. Posta¢ normalna warkocza 3
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Rys. 12. Warkocz zawierajacy raczke
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Rys. 13. Raczka (na trzecim padmie)

przed (po lewej) i po redukcji (po prawej)

Niestety twierdzenie to nie daje algorytmicznej formuly na rozwiazanie tego
zadania.

Problem stéw — algorytmy

Czasem codziennos¢ wymusza od nas syzyfowa prace rozplatywania réznych
rzeczy, chociazby kabli. W przypadku warkoczy orzeczenie, czy by¢ moze
skomplikowana platanina rzeczywiscie co$ splotta czy nie, jest zagadnieniem

z kombinatorycznej teorii grup zwanym problemem stow. W dalszej czesci
przyjrzymy sie metodom rozstrzygania go. Ograniczymy nasza uwage do
warkoczy czystych, czyli takich, ktére indukuja permutacje identycznosciowsa
(tzn. nie zmieniaja ukladu konicéw). Innych warkoczy nie ma sensu rozpatrywad,
poniewaz nie mogg by¢ rownowazne z neutralnym.

W 1926 roku ukazal sie artykul Emila Artina ,, Theorie der Zopfe”, w ktérym
przedstawil on algorytm ,czesania” (porzadkowania kolejnosci przeplecen)
warkoczy. Wezmy warkocz czysty 5 o n pasmach i rozczeszmy go w nastepujacy
sposdb:

1. Tworzymy kopie warkocza f i usuwamy z niej pierwsze pasmo od gory,
zastepujac je prostym. Otrzymany w ten sposéb warkocz nazywamy v,
(rys. 8).
2. Rozwazmy zlozenie a1 = S * ;' (rys. 9). Gdybyémy zabrali pierwsze od
gbry pasmo z a1, to pozostale pasma moglibySmy rozplata¢. W tej sytuacji,
postugujac sie operacjami (a)—(c), mozemy doprowadzi¢ a; do réwnowaznej
postaci, w ktérej w kazdym przepleceniu bierze udzial pierwsze pasmo
(rys. 10). Nasz wyjsciowy warkocz mozemy zapisaé jako 8 = ay * v,. Wowcezas
w jego pierwszej czesci () w kazdym przepleceniu bierze udzial pierwsze
pasmo i nie bierze ono udzialu w zadnym przepleceniu pozostatej czesci
warkocza.
Procedure opisana w krokach 1 i 2 powtarzamy dla warkocza ~;.
4. Po odpowiedniej liczbie powtorzen otrzymujemy rozklad 8 = aq * ... * ay_1,
w ktérym kazdy z segmentéw «; jest ,wyczesany” (tzn. w jego przepleceniach
bierze udzial tylko i-te pasmo od géry, rys. 11).

e

Tak uzyskany ,,wyczesany” rozklad nazywamy postacig normalng. Dla kazdego
warkocza istnieje dokladnie jeden ,wyczesany” warkocz, w ktérym wszystkie «;
sg zredukowane zgodnie z relacjami. Jak tatwo si¢ domysli¢, badany warkocz jest
réwnowazny neutralnemu wtedy i tylko wtedy, gdy po czesaniu jest neutralny
(ma proste pasma).

Przyjrzymy sie teraz drugiej metodzie rozstrzygania problemu stéw w grupie
warkoczy, zaproponowanej przez Patricka Dehornoya w 1997 roku. Redukcja
rgczek polega na wskazaniu podwarkoczy okreslonego typu, tzw. raczek, ktore
stopniowo opuszczane za pomoca pewnego odwzorowania (homomorfizmu)
rozplataja warkocz, a tym samym pozwalaja na sprawdzenie jego neutralnosci.
Formalnie, rgczkqg nazywamy podwarkocz postaci of * z * o; ¢, gdzie e = %1,

a x zlozony jest tylko z generatorow O’;tl przy j < i, rysunek 12 tlumaczy
nazwe. Podobnie jak poprzednio, bedziemy rozpatrywaé warkocze czyste.
Przesuwajac si¢ od poczatku warkocza po lewej znajdujemy pierwsza raczke

i opuszczamy ja (rys. 13). W otrzymanym warkoczu réwniez szukamy raczki
itd., az do wyczerpania dostepnych raczek. W zaleznosci od tego, czy koncowy
warkocz jest neutralny czy tez nie, dostajemy odpowiedz. Nie ma obawy, Ze
zmienimy warkocz w trakcie przeprowadzania redukcji, poniewaz korzystamy
tylko z operacji dozwolonych (wskazanych przez twierdzenie Artina i Magnusa).
7 algorytmicznego punktu widzenia sytuacja réwniez jest dobra, poniewaz
algorytm redukcji nigdy sie nie zapetli.

Imponujgcy warkocz podskakuje w rytm przytupow — wybor krawata to nie

btaha sprawa. Sprzedawca pokazuje kolejno rézne modele, jednak matematyk
nieustannie obserwuje zwinnie tworzone wezly, do Windsora kolejno dotgcza
four-in-hand, eldredge i Shelby. .. Wreszcie kupuje siedem z nich — nie tylko dla
urozmaicenia dni, ale ¢ zabawy. Skoro da sie opisaé warkocze, to czemu by nie
sprobowad z wezlami?
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Poczatki Warszawskiej Szkotly Matematycznej

* Uniwersytet Warszawski,
Oddzial Warszawski PTM

WIADOMOSCI

MATEMATYCZNE.

Wiadomosci Matematyczne

A
A,

Stefan Mazurkiewicz (1888-1945)

Zygmunt Janiszewski (1888-1920)

Urszula FORYS*

Warszawscy matematycy postanowili, ze w 2018 roku beda Swietowaé stulecie
Warszawskiej Szkoly Matematycznej. W roku 2018 caly naréd swietowal
odzyskanie niepodlegtoéci, ale dlaczego ten wlasnie rok uznajemy za rok
powstania WSM? Ot6z w tym czasie ukazal si¢ drukiem artykul, autorstwa
Zygmunta Janiszewskiego, ,,O potrzebach matematyki w Polsce”, ktéry zostat
uznany za manifest calego pokolenia matematykéw i jednoczesnie zainicjowal
polska szkole matematyki.

Do manifestu wrécimy, zadajmy jednak na poczatku pytanie, jak to sie stato,
ze ,garstka zapalencéow” byla w stanie stworzy¢ ,,co$ z niczego”, a na dodatek
to co$ okazalo si¢ wyjatkowe i wyniosto polska nauke na Swiatowe wyzyny.

W latach niewoli Polacy na rézne sposoby starali si¢ dazy¢ do niepodlegtodci,
a po nieudanych powstaniach najwlasciwsza droga wydawala sie¢ tzw. ,praca
u podstaw”. Mozna to hasto rozumieé¢ na rézne sposoby, w szczegdlnoéci

na swéj wlasny sposéb rozumial je Samuel Dickstein, ktérego uznajemy

za nieformalnego ministra nauki polskiej na przetomie XIX i XX wieku.
Wyksztalcony w Warszawie, w Szkole Gléwnej, a nastepnie w Cesarskim
Uniwersytecie Warszawskim, Dickstein byl wyjatkowo skutecznym dzialaczem
na rzecz rozwoju polskiej nauki, a w szczegélnoéci matematyki. Wsréd jego
licznych zastug wymienmy kilka: stworzyt Kase pomocy dla 0s6b pracujgcych
na polu naukowym im. J. Mianowskiego, a takze wspottworzyl czasopisma
Prace Matematyczno-Fizyczne i Wiadomosci Matematyczne. Z jego inicjatywy
w 1905 roku powstato Kolo Matematyczno-Fizyczne, ktére byto pierwsza
organizacjg zawodowa zrzeszajacg polskich matematykow, fizykow i astronomow.
Rok pézniej zostatl pierwszym przewodniczacym Rady Naukowej Towarzystwa
Kurséw Naukowych (wyklady prowadzili m.in. Waclaw Sierpiniski i Stefan
Magzurkiewicz, p6zniejsi wspottworcy WSM), a w kolejnym roku — wiceprezesem
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, ktoremu w 1914 roku ofiarowal swéj
unikatowy ksigegozbioér, stanowiacy podstawe zbioréw Matematycznego TNW
(w 1937 r. ksiggozbiodr liczyl ponad 10 tysiecy toméw i 11 tysiecy czasopism).
Dickstein byl tez czlonkiem wielu innych towarzystw naukowych, w tym
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, a w kadencji 1923-1926 byt jego
prezesem.

Tytaniczna praca Dicksteina zostatla doceniona przez reaktywowany w 1915 roku
Uniwersytet Warszawski — zostal profesorem honorowym UW, a w 1923
doktorem honoris causa. Dzieki tej wlasnie pracy u progu niepodleglosci
Polska miata wielu doskonale wyksztalconych matematykéw, ktérzy pracowali
na najwyzszym $wiatowym poziomie. Tak wiec odradzajace sie polskie

uczelnie mogtly zatrudnié $wietng kadre matematyczng. Cofnijmy sie

jednak nieco w czasie i przenieSmy do Lwowa. To wlasnie na tamtejszym
uniwersytecie zaborcy pozwolili na wznowienie nauczania po polsku, co
przyciagalo zaréwno wyktadowcéw, jak i studentéw. To tam spotkali sie

nasi trzej gtéwni bohaterowie, pochodzacy z Warszawy: Wactaw Sierpinski,
Stefan Mazurkiewicz i Zygmunt Janiszewski. W 1910 roku Sierpinski objat
kierownictwo II Katedry Matematyki na Uniwersytecie Lwowskim. Jego
doktorantem byl Mazurkiewicz, ktéry w 1913 roku otrzymal stopien doktorski.
W tym samym roku habilitowal sie Janiszewski. Wszyscy trzej oprécz spraw
naukowych zywo interesowali sie przyszloscia polskiej nauki, w tym oczywiscie
matematyki. Zywo dyskutowali o tych sprawach, w szczegdlnoéci w kontekscie
wlasnych doswiadczen zagranicznych. Najpewniej idee przedstawione przez
Janiszewskiego w ,,manifeécie” uksztaltowaly sie wlasnie pod wplywem tamtych
dyskusji.

W 1915 roku nastapita reaktywacja Uniwersytetu Warszawskiego, powstaty
dwie katedry matematyki — kierownictwo zaproponowano Mazurkiewiczowi
i Janiszewskiemu. Mazurkiewicz swoja katedre objal, natomiast Janiszewski
zaciagnal sie¢ do Legionéw Polskich, dajac patriotyzmowi pierwszenstwo przed
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matematyka. Na wlasne zyczenie pelnit stuzbe szeregowca w artylerii, co dobrze
odzwierciedla jego zyciowa postawe. Po zakonczeniu kampanii karpackiej

zostal przeniesiony do Kroélestwa, do Jezowa, a nastepnie do Lwowa, gdzie
wzial udzial w tworzeniu Polskiej Organizacji Wojskowej. Jego wojskowa
kariera zakonczyla sie w 1916 roku, kiedy to wraz z innymi odméwit zlozenia
przysiegi wiernosci rzadowi austriackiemu. Do korica wojny ukrywal sie pod
zmienionym nazwiskiem. W tym czasie uczyt bezplatnie dorostych, zorganizowat
i prowadzit ochronke dla uzdolnionych dzieci z biednych rodzin. Kiedy Kasa
im. Mianowskiego rozpisata konkurs na opracowania dotyczace potrzeb nauki
w Polsce, Janiszewski byt jednym z tych, ktérzy przedstawili swoja wizje —
Zachowaly sic tylko dwa zdjecia i to jego artykut zatytutowany ,,O potrzebach matematyki w Polsce” zostal
Janiszewskiego! opublikowany w czasopi$mie Nauka Polska (1918, t. 1, str. 14-18). W tym
samym roku Janiszewski objal katedre na UW.

FUNDAMENTA . . . . e e .
MATHEMATICAE Oddajmy teraz glos Janiszewskiemu: ,Najwazniejsza potrzeba matematyki

u nas obecnie jest: jednostki o wybitnych zdolno$ciach matematycznych
zachowa¢ dla matematyki”. I dalej czytamy: ,,Widze szereg zdolnych, twérczych
jednostek, marnujacych sie wskutek trudnosci materialnych. [...] Takie
jednostki nalezy wyszukiwadé, nie czekajac na ich zgloszenie si¢”. W tym celu
zaproponowal powotanie specjalnej komisji, ktérej zadaniem bytoby odpowiednie
gospodarowanie stypendiami, jak réwniez dzialalno$cia wydawnicza, ktora
Oryginalny drugi zeszyt czasopisma moglaby stanowié¢ zrédlo dochodéw owych , jednostek o wybitnych zdolno$ciach
Fundamenta Mathematicae .
matematycznych”. W ten sposéb przeszedl do sprawy wydawnictw naukowych:
»W mysl powyzszego projektu nalezaloby zalozy¢ u nas czasopismo $cisle
naukowe, po$wiecone wytacznie jednej z tych gatezi matematyki, w ktérych
mamy pracownikéw wybitnych, prawdziwie tworczych i licznych”. T tak sie
tez wkrotce stalo. Janiszewski, Mazurkiewicz i Sierpinski zatozyli czasopismo
Fundamenta Mathematicae — pierwsze specjalistyczne czasopismo matematyczne,
poczatkowo poswiecone wylacznie teorii mnogoéci i jej zastosowaniom. Wydania
pierwszego zeszytu w 1920 roku Janiszewski niestety nie doczekal — na poczatku
roku zmarl z powodu powiklan po hiszpance.

Budynek przy ul. Oczki 3 /7 . . .. . .
(Narﬁdowfj R Cyfrowe, Wréémy jednak do artykutu. Kolejne, bardzo trafne spostrzezenie Janiszewskiego

sygn. 1-N-3284-1) zawiera sie w stowach: ,Matematyk nie potrzebuje wprawdzie do swej

pracy zadnych laboratoriéw, zadnych kunsztownych i kosztownych srodkéw
pomocniczych, potrzebuje jednak odpowiedniej atmosfery matematycznej,
stycznosci ze wspolpracujacymi. [...] Tu atmosfere odpowiednia moze
wytworzy¢ dopiero zajmowanie sie wspolnymi tematami. Konieczni prawie dla
badacza sa wspolpracownicy. Odosobniony najczesciej zamiera” Taka wlasnie
atmosfere wspoélpracy staral sie stworzy¢ Mazurkiewicz, ktory byl ,,dusza”
seminariéw matematycznych odbywajacych sie co piatek w Warszawie. W latach
trzydziestych seminaria znalazly swoja siedzibe w nowym budynku Wydziatu
Matematyczno-Przyrodniczego przy ul. Oczki 3.

Biblioteka przy ul. Oczki 3
(Narodowe Archiwum Cyfrowe,
sygn. 1-N-3284-8)

Wsréd innych pomystow Janiszewskiego znalazl sie tez taki: ,,sprawa wielkiego
znaczenia dla wydajnosci nauki bytoby planowe uprzywilejowywanie jednego
dziatlu nauk w kazdym z naszych uniwersytetow, np. biologicznych w jednym,
matematycznych w innym itd., naturalnie, dbajac odpowiednio i o nauki
pokrewne z uprzywilejowanymi.” Tak sie jednak nie stalo, cho¢ zdarza sie, ze
jedne nauki maja w danym osrodku pozycje silniejsza niz inne, ale z pewnoscia
nie wynika to z planowych dziatan. Zreszta w dzisiejszym $wiecie bardzo istotne
sa dziatania interdyscyplinarne, a zespoty interdyscyplinarne moga dziataé tylko
w osrodkach, ktére stawiaja na rozwdj réznych nauk.

Artykul zostal przygotowany na
podstawie materialéw zebranych na
wystawe zorganizowana w Senacie RP

2 okazji Jubileuszowego Roku W konicowej czeSci tego znamienitego artykutu autor postuluje: ,,0téz, jesli

Matematyki, ktérym to rokiem Senat nie chcemy zawsze pozostawaé w tyle, [...] Musimy stworzy¢ taka kuZnie
ustanowil rok 2019 na wniosek Polskiego iebie! Ch dobvé bi d iednie st isk e . k
Towarzystwa Matematycznego. Dzickuje U Siebiel [...] Cheac zdoby¢ sobie odpowiednie stanowisko w $wiecie naukowym,
za pomoc prof. Stanistawowi przyjdzmy z wlasng inicjatywa.” Dzieki tej wladnie inicjatywie powstata

Domoradzkiemu, jak réwniez 3 5 . . L. e . . i1
sa udostepnione materialy Warszawska Szkota Matematyczna i takich Smialych inicjatyw zycze wszystkim

dr. Walerianowi Piotrowskiemu. Czytelnikom!
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Twierdzenia geometrii euklidesowej we Wszechswiecie

* Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej
w Lublinie, Oddzial Lubelski PTM

W artykule rozwazymy geometryczny problem, do ktérego
sformutowania uzyjemy motywacji astronomicznych.
Zatézmy, ze chcemy sprawdzi¢, czy najblizsza naszej

intuicji szkolna geometria, zwana geometria euklidesowa,
opisuje Wszechéwiat. Naturalng préba odpowiedzi bedzie
eksperymentalne sprawdzenie, czy twierdzenia tej geometrii
zachodza w otaczajacej nas przestrzeni. Na przyktad mozemy
zbadac, czy suma katéw wewnetrznych trojkata utworzonego
przez punkt na Ziemi i dwa punkty na réznych odleglych
gwiazdach wynosi 180°. Jednakze wszystkie takie sprawdzenia
tego i innych twierdzen geometrii euklidesowej mozemy
wykonac jedynie w pewnym otoczeniu Ziemi, ktérego

Witold MOZGAWA*

promien jest wyznaczony zasiegiem naszych teleskopow.
Przyjmujemy, ze nasze sprawdzenia daly wynik pozytywny,
i zaktadamy, ze Ziemia nie zajmuje wyréznionego miejsca we
Wszechswiecie. Otrzymujemy stad, ze wszystkie twierdzenia
geometrii euklidesowej sa spelnione dla kazdego punktu
przestrzeni w jego otoczeniu o pewnym skoriczonym
promieniu. Czy mozemy stad wnioskowaé, jaka jest geometria
Wszechswiata? OdpowiedZ na to pytanie jest nieoczekiwana.
Jedli ograniczymy nasze rozwazania do dwéch wymiaréw, by
lepiej zrozumiec otrzymana odpowiedz, to — poza plaszczyzna, —
istnieja jeszcze cztery typy diametralnie roznych przestrzeni
posiadajacych te wlasnosé.

Na poczatek rozwazmy przyklad negatywny, tj. przyklad przestrzeni, ktéra nie
ma zadanej przez nas wlasnosci. Poniewaz zyjemy na powierzchni kuli ziemskiej,
to pierwszym kandydatem jest sfera, czyli powierzchnia kuli, na ktérej zbadamy
prawdziwosé twierdzenia o sumie katow wewnetrznych trojkata. Nie wiemy jednak,
czym sa proste w tej przestrzeni niezbedne do utworzenia trojkata. W takich
przypadkach mozemy zaadaptowaé okreslenie Archimedesa, ktéry stwierdzil, ze
linie proste w przestrzeni to te, ktore sg lokalnie najkrétsze sposrod wszystkich
linii taczacych dwa dane punkty. FLatwo mozna sie przekonaé, ze role prostych

na powierzchni sfery graja okregi wielkie, czyli takie, ktére otrzymujemy przez
przeciecia sfery plaszczyznami przechodzacymi przez jej srodek. Wtedy tréjkatem
sferycznym mozemy nazywacé figure utworzona z ukéw okregéw wielkich. Kazdy
taki trojkat ma sume katéw wewnetrznych wieksza od 180° i ta suma zmienia sie
wraz z wielkoscig trojkata, ale jest zawsze wieksza niz suma katéw wewnetrznych
w tréjkacie euklidesowym. Oznacza to, ze powierzchnia sfery nie ma zadanej
przez nas wlasnosci. Z tego rozumowania wynika przy okazji, ze nie jest mozliwe
skonstruowanie dokladnej mapy nawet matego fragmentu powierzchni Ziemi.

Przejdziemy teraz do opisania cylindra, czyli jednej z czterech przestrzeni, ktore sa
obiektem naszego zainteresowania. Cylindrem nazywamy nieskoniczona powierzchnie
zakre§long przez prosta obracajaca sie dookola innej, ustalonej i réwnolegltej do niej

na cylindrze.

- prostej. Linie prosta, ktéra obracamy, nazywamy tworzaca cylindra. Na cylindrze

- rozwazamy geometrie, ktorej punktami bedg punkty cylindra, zas odleglodcia

pomiedzy dwoma punktami bedzie dhugo$é¢ najkrétszej krzywej lezacej na cylindrze,
/ ktoéra taczy te punkty. Nie wiemy jednak, jakie sa to krzywe, ale chcemy je

/ wyznaczy¢, gdyz zgodnie z okre§leniem Archimedesa beda to linie proste w geometrii

W celu opisania tej geometrii wykorzystamy pewna metode przedstawienia cylindra,
AN ktora jest oczywista i dobrze znana — przecinamy cylinder wzdluz tworzacej
7 i otrzymany nieskonczony pas rozwijamy na plaszczyzne. Odwrotnie, cylinder

otrzymujemy z pasa o réwnoleglych brzegach, wycietego z plaszczyzny poprzez
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utozsamienie punktéw jego brzegu. Jak widaé, takie procedury nie zmieniaja
dhugoéci zadnych krzywych, wobec tego przyjmujemy, ze obrazy na cylindrze
odcinkéw prostych lezacych w pasie beda odcinkami prostych na cylindrze.

Odcinki prostych na plaszczyznie mozemy laczyé¢ w cate proste. Postepujac tak
samo na cylindrze, otrzymujemy trzy rézne typy prostych. Z rysunkéw widzimy, ze
tworzace sa jednym z typdéw prostych na cylindrze, okregi prostopadte do tworzacych
to drugi typ prostych i, na koniec, najciekawszy typ prostych daja linie $rubowe.

Latwo zauwazy¢, ze te proste maja inne wlasnosci niz linie proste w geometrii
euklidesowej. Jedna z najciekawszych jest ta, ze przez dwa dane rézne punkty A i B
na cylindrze przechodzi wiecej niz jedna prosta, ale odcinek tylko jednej z nich
minimalizuje dlugos¢ wszystkich krzywych laczacych te punkty.

Nalezy takze pamietaé, ze odlegloicia pomiedzy tymi punktami jest najmniejsza

z dlugosci odcinkéw réznych prostych na cylindrze taczacych te punkty. Wynika

stad wprost, ze geometria na cylindrze nie jest euklidesowa, gdyz na plaszczyznie
przez dwa dane rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta. Ponadto



Artykul powstal na podstawie ksiazki

V.V. Nikulina i I.R. Szafarewicza
,Geometria i grupy”, Wyd. Nauka,

Moskwa 1983.

na cylindrze istniejg zamkniete linie proste — okregi prostopadle do tworzacych, zas
na plaszczyznie wszystkie linie proste sa niezamkniete.

Na zakonczenie uzasadnimy, ze na cylindrze w kazdym kole o pewnym promieniu
geometria jest identyczna z geometrig na plaszczyznie. Kolem na cylindrze bedziemy
nazywaé figure, ktora po rozcieciu cylindra wzdtuz tworzacej nieprzecinajacej tej
figury przechodzi na zwykle koto.

Pozostaje zrozumieé, jak sie mierzy odlegtosé na cylindrze, ktéry jest reprezentowany
przez rozwiniety pas. Na rysunkach przedstawiono sytuacje, gdy odcinek taczacy
punkty A i B ma dtugosé réwna odleglosci pomiedzy tymi punktami i gdy ma
dtugosé rézna od tej odleglosci. Odcinki zaznaczone grubsza linig sa odcinkami
realizujacymi odleglo$é pomiedzy punktami na cylindrze. W drugim przypadku
powodem réznicy jest fakt, ze kawalek prostej zaznaczonej ciensza linia nie daje
odcinka najkrétszego, a najkrétszym odcinkiem jest odcinek ztozony z dwoch
odcinkéw, ktore po sklejeniu utworza wlasciwy najkrétszy odcinek.

Rozwazmy kolo o srodku w dowolnym punkcie cylindra i o Srednicy mniejszej

niz polowa szerokosci pasa, z ktorego jest wykonany cylinder. Jesli rozetniemy
cylinder wzdluz tworzacej, ktéra nie przecina kola, to dla kazdych dwéch punktow
z kota ich odleglos¢ jest réwna dlugosci taczacego je odcinka lezacego w kole.
Otrzymujemy wiec na cylindrze w dowolnym miejscu koto, w ktérym zachodza
wszystkie twierdzenia geometrii euklidesowej.

Oznacza to, ze nawet jesli sprawdzimy, ze wszystkie twierdzenia geometrii
euklidesowej zachodza w najwiekszym mozliwym do zbadania otoczeniu Ziemi, to
nie mozemy stad wnioskowaé o globalnej naturze geometrii Wszechswiata.

Pozostale trzy geometrie w przypadku dwuwymiarowym to geometrie na torusie,
wstedze Mobiusa i butelce Kleina. Rozwazajac ten problem w przypadku
tréjwymiarowym, otrzymujemy osiemnadcie réznych typow geometrii
odpowiadajacych na nasze pytanie.

i Z.adania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1612. Dana jest liczba calkowita n > 5. Wykazaé, ze elementy zbioru {1,2,...,n}
mozna tak pokolorowa¢ na czerwono i niebiesko, ze suma czerwonych liczb jest
rowna iloczynowi niebieskich liczb.

Rozwiazanie na str.

M 1613. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna, ktéra jest wspdolnym dzielnikiem
liczb n? + 2 oraz n® + 3 dla pewnej liczby naturalnej n.
Rozwigzanie na str. 22]

M 1614. Dany jest stos n kart oznaczonych liczbami 1,2, ..., n utozonych w losowej
kolejnosci. Wielokrotnie wykonujemy nastepujaca operacje: Jesli karta na gérze stosu
ma numer k, to odwracamy kolejno$¢ wierzchnich k£ kart. Wykazaé, ze w koncu na
gbrze pojawi sie karta o numerze 1.

Rozwiazanie na str. 22]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 983. Dwa jednakowe, niewazkie pierscienie §lizgaja sie bez tarcia po pionowej,
kotowej obreczy. Przez pierécienie przewleczono wiotka, nierozciagliwa i niewazka nic.
Na koncach nici umocowano dwa ciezarki, kazdy o masie m, a w jej érodku ciezarek
o masie M. W stanie rownowagi pierscienie znajduja sie w odleglosci katowej

a = 30° od najwyzszego punktu obreczy. Jaki jest stosunek mas m/M? Miedzy nicia
i pierécieniami nie wystepuje tarcie.

Rozwiazanie na str.

F 984. Bimetaliczna ptytke otrzymano w wyniku zgrzania paskéw dwéch réznych
metali, kazdy o dlugosci lp = 10 cm i grubosci d = 0,5 mm. Jeden z koncéw plytki
zostal sztywno zamocowany. O ile przesunie sig¢ jej drugi koniec po ogrzaniu plytki
o AT = 100 K? Wspdtczynniki rozszerzalnoéci temperaturowej metali wynosza

a; =1,0-107°K~1 i ap = 1,8- 1075 K~!. Rozszerzalno$¢ temperaturowa oznacza

zmiang rozmiaréw liniowych ciata wedlug prawa: [ = Iy (1 + «AT).

Rozwigzanie na str.
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Z2yCle€ na Co my tam i tu robiliSmy?
hd Istnieje taka galaz biologii molekularnej, ktéra obecnie przynosi wazne odkrycia

Z y \M 1 02 prawie co miesiac. I nie sa to badania zyjacych obecnie, bogatych w osobniki,
gatunkow zwierzat, roslin, mikroorganizmoéw. Szeroko o tym kierunku badan traktuje
Swiezo wydana ksiazka Davida Reicha: ,Kim jestesmy, skad przyszlismy... Kopalny
DNA i nowa nauka o przesztodci cztowieka”. Wersja oryginalna ukazata si¢ w jezyku
angielskim w 2018 roku; dzigki czujnosci wydawnictwa CiS i ttumaczowi, Piotrowi
Szwajcerowi, polski czytelnik ma juz utatwiony dostep do kopalni najbardziej
aktualnej wiedzy w omawianym temacie.

Do niedawna oceniano, ze najwieksza ekspansja Homo sapiens z Afryki do

Europy nastapita 45 tys. lat temu. Ale dane te ulegaja coraz czestszym korektom.
W styczniu 2018 roku w tygodniku Science opisano ,najstarsze szczatki H. sapiens
znalezione poza Afryka” (w jaskini na terenie Izraela), datowane na 177-194
tysiace lat temu. A ostatnio w Nature, drugim prestizowym tygodniku naukowym,
szczegblowo przeanalizowano dwie czaszki z greckiej jaskini Apidima (znalezione
jeszeze w latach 70. ubiegtego stulecia), z ktérych jedna, jak obecnie si¢ uznaje,
pochodzaca sprzed 210 tysiecy lat, ma cechy anatomiczne czaszki cztowieka
wspolczesnego. Greckie znalezisko cofa pojawienie si¢ czlowieka wspdlczesnego na
terenach dzi§ uznawanych za Europe o 165 tysiecy lat.

Zastanawiam sie, czy polecaé lekture Reicha Czytelnikowi ciekawemu genetycznych
odkry¢, poniewaz jest to tekst doé¢ trudny, cho¢ formulowany atrakcyjnie, lokujacy
sie miedzy podrecznikiem akademickim a wywodem popularno-naukowym.
Powiedzie¢ atrakcyjnie to na pewno za mato. Lektura wymaga cierpliwosci

i uzupelniania wiedzy w miare rozwoju tekstu. Dlatego zasygnalizuje najwazniejsze
whnioski:

e Wiemy z badan archeologicznych i genetycznych, ze wszystkie gatunki czlowieka
to gatunki aktywnych migrantéw. Dystanse, ktére przemierzali na piechote
wielokrotnie na przestrzeni tysiecy lat, to miliony kilometréw przez Azje, obie
Ameryki, wyspy potudniowo-wschodniej Azji, Australic. Czasem zapewne
korzystali z todzi, przybrzeznie. Geny Denisowian, ulatwiajace metabolizm
tlenowy (zachodnia Syberia), odnajduje si¢ dzi§ w genomie Tybetaniczykdw!
Ludzie migrujac, niesli ze soba umiejetnosci wytwarzania narzedzi kamiennych,

:& 0zdéb, rzezb, malowidetl naskalnych — czyli nowa kulture i cywilizacje.
Rozwiszanic zadania F 983. . Bywalo i tak, ze H. sapiens w miejscu, d'o ktor§g0 przngdrovsif.ill, napoty.kai na
Niech ¢ oznacza kat miedzy pionem inne grupy Homo. Dzieki badaniom Davida Reicha i Svante Pddbo (on pierwszy
i odcinkami nici , trzymajacymi” mase M. oznaczyl genom Neandertalczyka) wiemy, ze grupy rozdzielone terytorialnie

roznilty sie sekwencjami genéw. Na skutek krzyzowania sie najezdzcow z zastana
populacja w genomach potomkéw nastapily zmiany, poniewaz: w trakcie
rozmnazania plciowego potomek otrzymuje chromosomy ojcowskie i matczyne,
ale jeszcze, zeby ,nie bylo za prosto”, wymieniajg sie one fragmentami — te
fragmenty to $lad zastepowania genetycznego. Daja mozliwosé stwierdzenia
pochodzenia réznych fragmentow DNA od réznych grup etnicznych genealogicznie
poprzedzajacych badanego osobnika.

e W ostatnich latach dramatycznemu przyspieszeniu i obnizeniu ceny ulegly
procedury badania DNA (sekwencjonowanie), ktére pozwalaja na analize
nawet znikomych ilogci DNA ludzkiego (< 1%) w preparacie archaicznego,
kopalnego DNA, zawierajacego gléwnie inne niz DNA sktadniki. Ludzki DNA

Aby uklad pozostawal w réwnowadze, silty jeSt nieznaczqcym zanieczyszczeniem, ale to jego wlasnie szukamy, Z pozostaloéci
dziatajace na mase M, masy mina kostnych najwiecej DNA mozna uzyskaé z zebéw, kosci skroniowej i ucha
kazdy z pilerscienl muszg S1€ rownowazyc. . . . . .
Ni¢ porusza sie bez tarcia wewnatrz wewnetrznego. Tylko w pracowni Reicha takich ludzkich sekwencji genomowych
pierscieni, a wigc sila naciggu kazdej oznaczono do konca 2017 roku blisko 500. Warto przypomnieé, ze pierwsza
ici ,tr ajacych” mase M réwna jest . . . ..
2 el IEYIMAJQcy ey mase A7 rowna Jes sekwencja genomu ludzkiego, ogloszona w 2004 roku, byla osiagnieciem tego
Cl@zarowl masy m. Zréwnowazenie clezaru .
masy M wymaga spelnienia warunku: stulecia!
Mg = 2mg cos ¢, a rébwnowaga sil R . ) . . .
,ciagnacych” kazdy z pierscieni: Z ksiazki i danych przedstawionych przez Reicha wynika, ze ludzie:
mgsina = mgsin (¢ — a). Drugi — zawsze migrowali, bo zawsze intrygowalo ich, co znajduje sie za pasmem gor,

z warunkéw, po podstawieniu wartosci . . , P 5
funkeji sinus i cosinus kata o = 30° oraz rzeka, jeziorem, morzem. Ta cecha odkrywcy (niektérzy nazywaja ja ,,genem”)
skorzystaniu z tozsamosci przyspieszala rozwdj fizyczny i intelektualny ludzi, ich postep cywilizacyjny,
sin® ¢ + cos® ¢ = 1 prowadzi do réwnania . Ea : . : : : .s

dcost g+ 2cosp —2 = 0. Dodatnim zawsze krzyzowali si¢ z grupami, ktére zastawali w nowej lokalizacji.
rozwigzaniem tego réwnania jest : . . s . Z . 7 L. s . .
cos g = 1/2. Ostateczie otrzymujemy A wnioski powinni$émy wyciagaé i my, wspo6lczesni: na wloskiej Lampeduzie, wyspach

wigc m/M = 1. greckich, wybrzezu Hiszpanii. W Polsce tez.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Matematyczne spojrzenie na reakcje chemiczne

* Politechnika Gdanska,
Oddzial Gdanski PTM

Przyktadowy zapis (opis makroskopowy)
réwnania chemicznego reakcji spalania
wegla w tlenie ma postac

C + 0y, — CO,.

Opis mikroskopowy powstawania
dwutlenku wegla

@+ 38— oo

5
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czas

Rys. 1. Zmiany stezen substratu X
w czasie dla k = 2

Agnieszka BARTLOMIEJCZYK*

Modelowanie matematyczne jest pewnego rodzaju sztuka opisywania $wiata —
zar6éwno w skali mikro, jak i makro — za pomoca réwnan matematycznych (réwnan
rézniczkowych, réznicowych czy stochastycznych). Opis mikroskopowy moze
dotyczy¢ zachowania pojedynczych molekut (czasteczek), natomiast obiektem opisu
makroskopowego jest to, co widzimy ,,goltym okiem”, m.in. przemiany zachodzace
w wyniku reakcji chemicznych. Moga to byé¢ zmiany wlasciwosci fizycznych danych
substancji (np. stan skupienia, barwa, gestos¢) lub chemicznych (np. zapach,
smak, toksyczno$é¢). Przypomnijmy zatem, czym jest reakcja chemiczna. Jest

to zachodzaca w czasie przemiana jednej substancji w druga. W wyniku reakcji
chemicznej, w ktérej bierze udzial pewna substancja (zwana substratem), powstaje
nowa substancja (zwana produktem), na ogét o odmiennych wlasciwosciach
fizycznych i chemicznych opisujacych zachowanie wobec innych substancji. Takie
przemiany zachodza zaréwno w naszym organizmie (np. trawienie pokarméw), jak
i w otaczajacym nas $wiecie (rdzewienie przedmiotéw, kiszenie ogérkéw, pieczenie
ciasta).

Reakcje chemiczna zapisujemy jako réownanie chemiczne, ktére w przejrzysty sposéb
informuje nas, jakie substraty wziely w niej udziat i jaka ich ilo$¢ jest niezbedna
do otrzymania danego produktu. Krétko méwiac, jest to zapis przebiegu pewnego
procesu chemicznego. Przyktadem reakcji chemicznej jest synteza dwdch substratéw
X 1Y, w wyniku ktérej powstaje produkt P:

X+Y F-p
Zakladamy tutaj, ze reakcja przebiega w jednym kroku, czyli ze nie ma produktéw
posrednich, jej szybko$¢ opisuje parametr k, a strzaltka wskazuje kierunek przebiegu
reakcji. Jesli rozwazymy reakcje odwrotna (méwiac jezykiem chemicznym — reakcje
analizy, rozkladu), to z substancji zlozonej otrzymamy co najmniej dwa produkty.

Te proste reakcje chemiczne, a doktadniej zmiany stezen odpowiednich reagentdw
(czyli substratéw i produktéw), mozna zapisaé¢ w jezyku matematyki za pomoca
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Sa to tzw. rownania kinetyczne oparte na
prawie dzialania mas, zwanym od nazwisk autoréw — norweskich chemikéw,
prawem Guldberga i Waagego. Prawo to méwi, ze szybkos$é reakcji chemicznej jest
proporcjonalna do iloczynu stezen reagentéw. Do opisu przemian zachodzacych

w czasie (np. reakcji chemicznych) matematycy wykorzystuja pojecie pochodnej,
ktére dobrze charakteryzuje szybko$¢ zmian pewnej wielkoéci, np. temperatury,
ci$nienia czy nawet rozwoju choroby. Pochodna informuje, jak szybko zmienia sie
dana wielkos¢, jednocze$nie umozliwiajac przewidywanie zmian stezenia danej
substancji czy tez wzrostu liczby zachorowan na dang chorobe. Ogoélnie mozemy wiec

zapisacé, ze . o
zmiana ilosci

tempo zmian = — - .
dhugoéé przedziatu czasu

I tak na przyklad szybkos§¢ zmian w czasie stezenia substancji X, ktora rozpada si¢
ze stala predkoscia k (k # 0), tj.
X £ p
zapisujemy matematycznie (w postaci réwnania rézniczkowego) jako
dx
— = —kaz(t
dt ( )7
gdzie x(t) oznacza stezenie substratu w chwili . Rozwiazaniem tego réwnania jest

funkcja
! x(t) = zoe kt,

gdzie zq jest stezeniem poczatkowym. Na rysunku obok przedstawiamy rozpad
w czasie substancji X dla trzech réznych stezen poczatkowych. Jak widzimy, stezenie
maleje wyktadniczo w czasie do 0.
Zauwazmy, ze reakcje chemiczng rzedu pierwszego (X —> P) opisuje liniowe
rownanie rézniczkowe, natomiast reakcje drugiego rzedu postaci X + Y LN P
odzwierciedla uklad nieliniowych rownan rézniczkowych

dx dy

= = —ka@)y(t), - = —ka()y(t),

gdzie z(¢) i y(t) oznaczaja stezenia odpowiednich substratéw w chwili ¢.
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L...]

Rozwigzanie zadania M 1612.

Jezeli n jest liczba nieparzysta, czyli

n = 2k + 1 dla pewnej liczby catkowitej
k > 2, to na niebiesko malujemy liczby 1,

Z ZEer'w — wszystki
k oraz 2k, a na czerwono szystkie
pozostate. Wéwczas suma czerwonych

liczb jest réwna

1424 .+ 2k+1) — (1 +k+2k) =
12k +1)2k+2) -3k —1=

= 2k2,

czyli jest rowna iloczynowi niebieski
liczb.

Jesli zad n jest liczba parzysta, czyli

n = 2k dla pewnej liczby catkowitej k > 3,
to na niebiesko malujemy liczby 1, k — 1

oraz 2k, a na czerwono — wszystkie
pozostale. Wéwcezas suma czerwonyc
liczb jest réwna

T4+24...+2k—(1+k—1+2k) =

=1.2k(2k+1) -3k =
=2k(k — 1),

ch

h

czyli jest rowna iloczynowi niebieskich

liczb.
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Kolejny przyktad dotyczy bardziej ztozonych reakcji chemicznych opisywanych za
pomoca uktadu dwéch réwnan zwyczajnych. Jest to model Lotki, dzigki ktéremu
mozna matematycznie wyjaéni¢ pojawianie sie oscylacji w reakcjach chemicznych.
Poczatkowo Alfred Lotka (1880-1949) — amerykanski biofizyk, zaproponowal model,
w ktérym wystepowaly gasnace oscylacje stezen w czasie. Dopiero 10 lat pézniej,

tj. w roku 1920, Lotka zmodyfikowal tak swdj uklad, aby w reakcjach chemicznych
wystepowaly oscylacje niegasnace. Opisany przez Lotke schemat hipotetycznych
reakcji chemicznych, z ktérych kazda jest nieodwracalna, ma postaé

k
A+ X ——2X autokatalityczna produkcja X z udzialem A,
k
X+Y —2=2Y autokatalityczna produkcja Y z udzialem X,
k
Y —— P rozktad Y.

Zgodnie z prawem dzialania mas szybkosci zmian stezen reagentéw X i Y mozna
zapisa¢ (w jezyku matematyki) jako uktad nieliniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

dz
— = (k1a — kay(t))z(2),
dt
dy
T (kax(t) — ks)y(t),
gdzie z(t) i y(t) oznaczaja odpowiednio stezenia reagentéw X i Y w chwili ¢. Uklady
autokatalityczne moga posiada¢ stany stacjonarne, tj. stany, w ktérych zadne
zmienne nie ulegajg zmianie pomimo uptywu czasu. Matematycznie znajdujemy
takie stany przez przyrownanie wszystkich pochodnych do zera i rozwigzanie
odpowiednich réwnan algebraicznych.

W 1926 roku wloski matematyk Vito Volterra (1860-1940) opracowal model
dynamiki populacji analogiczny do modelu reakcji chemicznych (modelu Lotki).
Wéwezas x(t) oznacza zageszczenie ofiar (np. zajecy) i y(t) — zageszczenie
drapieznikéw (np. rysi), a odpowiednie reakcje chemiczne mozna interpretowaé jako

A+X —2X rozmnazanie zajecy,
X+Y —2Y zjadanie zajecy przez rysie, rozmnazanie rysi,
Y —P umieranie rysi.

Wéwcezas, przyjmujac my = kja, me = ms = ko i my = ks, otrzymamy znany model
drapieznik-ofiara, zwany modelem Lotki—Volterry, tj.
dx
o (ml - mgy(t))w(t),
dy
i (msﬂﬁ(t) - m4)y(t).
Badajac rozwiazania uktadu Lotki (Lotki—Volterry), obserwujemy zachowanie

oscylacyjne (wokét dodatniego stanu stacjonarnego) uktadu reakeji chemicznych
zilustrowane na rysunku obok.

Zrozumienie struktury i mechanizmu dzialania reakcji chemicznych jest niezbedne
do zrozumienia funkcjonowania wielu proceséw biologicznych i chemicznych. Jest
réwniez konieczne do zrozumienia powstawania wielu choréb (w szczegdlnosei
nowotworowych), a tym samym skutecznej walki z nimi. Poznanie mechanizméw
reakcji chemicznych stanowi wiec bardzo ciekawy kierunek badan, nie tylko

dla chemikdéw, ale réwniez dla matematykow. Jednym z przyktadéw uktadu
chemicznego, w ktorym obserwujemy bardziej skomplikowane zachowania — oscylacje
chaotyczne — jest reakcja Bielousowa-Zabotyniskiego. Reakcja ta (a w zasadzie

cala grupa reakcji BZ) polega na utlenianiu kwasu cytrynowego bromianem potasu
w obecnosci katalizatora, w wyniku czego obserwuje sie okresowe lub chaotyczne
zmiany stezen reagentow, co skutkuje odpowiednio regularnymi lub nieregularnymi
zmianami barwy roztworu. Co ciekawe, rodzaj wystepujacej dynamiki reakcji BZ
zalezy rowniez od predkosci pompowania do reaktora odpowiednich substratow.

7 kolei uwzglednienie zmian przestrzennych w reakcjach chemicznych prowadzi

do réwnan rézniczkowych czastkowych (np. réwnan kinetycznych z dyfuzja), zas
opdznienie miedzy zainicjowaniem sprzezenia zwrotnego i jego efektem — do réwnan
r6zniczkowych z opéznieniem. A poniewaz reakcje biochemiczne czesto zachodza

w wyniku przypadkowych zderzen czasteczek reagentéw, stosujemy podejécie
stochastyczne. Ta réznorodno$é narzedzi matematycznych daje mozliwosé lepszego
poznania mechanizméw rzadzacych $wiatem mikro i makro.
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Biatostockie korzenie matematyki stosowanej

* Politechnika Bialostocka, Wydzial
Informatyki, Oddzial Bialostocki PTM

Norbert Wiener

Proces Wienera to jednowymiarowy
ruch Browna, czyli proces stochastyczny
z ciaglym czasem, z przyrostami

o rozkladach normalnych. Takie procesy
pojawiajg si¢ w ekonomii, finansach,
biologii, fizyce, elektronice.

Filtr Wienera to urzadzenie (fizyczne
lub wirtualne), ktére eliminuje szum

z sygnalu poprzez poréwnanie
zaktéconego sygnatu i pozadanego
sygnalu pozbawionego szumu.

»Cybernetyka, czyli sterowanie

i komunikacja w zwierzeciu i maszynie”
to najbardziej znana ksigzka Wienera.
Mozliwe, ze roczne studia zoologiczne
miaty tu jaki§ wplyw.

Zbigniew BARTOSIEWICZ*

Gdyby Leo Wienera nie ciagneto tak bardzo w $wiat, jego syn Norbert, wybitny
matematyk i tworca cybernetyki, mégltby urodzi¢ sie w Bialymstoku, tak jak Leo.
Matka Norberta, Bertha Kahn, urodzila sie co prawda w USA, ale jej ojciec —
Henry Kahn — pochodzil z Hesse w Niemczech (1231 km od Bialegostoku).
Zaréwno Kahnowie, jak i Wienerowie byli europejskimi Zydami z interesujacymi
rodowodami. Leo Wiener wymienial stynnego filozofa zydowskiego Majmonidesa
(1135-1204) jako jednego ze swych przodkéw.

Tak wiec Norbert Wiener przyszedl na $wiat 26 listopada 1894 roku nie

w Bialymstoku, tylko w Columbii, w stanie Missouri, gdzie jego ojciec Leo byt
profesorem jezykéw germanskich i romanskich na tamtejszym uniwersytecie.
Wkrotce Leo stracit swa posade i przenidst sie do Bostonu, gdzie zostat
wykladowca jezykow stowianskich, w tym polskiego, na Uniwersytecie Harvarda.
Nieco pézniej na tymze uniwersytecie czternastoletni Norbert studiowal przez rok
zoologie. Chcial studiowaé medycyne, ale uznano, ze byt za mtody. Nie byty to
jednak jego pierwsze studia. Wezedniej ukoniczyl trzyletnie studia matematyczne
w Tufts College, zaczynajac je w wieku 11 lat. Studia zoologiczne szybko sie
zakonczyly, bo mtody Wiener mial problemy z zajeciami laboratoryjnymi. Norbert
przerzucil sie na filozofie, a dokltadniej na logike matematyczna. W roku 1912
ukonezyt studia magisterskie, a rok pézniej, w wieku 19 lat, obronit rozprawe
doktorska po$wigcong strukturom algebraicznym w logice relacji. Potem przez
pewien czas wykladal filozofie na Uniwersytecie Harvarda, pracowal jako inzynier
w General Electric i jako dziennikarz w Boston Herald. W koricu trafit do stynnego
dzis MIT, czyli Massachusetts Institute of Technology, gdzie spedzit reszte

swego zycia, wykladajac matematyke i wymyslajac rézne nowe rzeczy. Jego

praca naukowa w zakresie matematyki dotyczyla m.in. analizy harmonicznej

(np. twierdzenie Paleya—Wienera). Wspdlpracowal m.in. z Antonim Zygmundem,
Swiatowym autorytetem w tej dziedzinie, ktéremu pomédglt w emigracji do

USA w czasie drugiej wojny Swiatowej. Zajmowal sie tez teoria proceséw
stochastycznych (proces Wienera, réwnanie Wienera) oraz analiza funkcjonalna
(koncepcja przestrzeni zwanej dzi$ przestrzenia Banacha, wymyslona niezaleznie
przez Banacha i Wienera).

Od lat czterdziestych XX wieku zainteresowania Wienera przesunely sie

w kierunku matematyki stosowanej: teorii systemow, teorii sterowania, teorii
sygnaldéw, teorii informacji i cybernetyki, za ktérej tworce jest uwazany. Filtr
Wienera pozwalal na redukcje szumu obecnego w sygnale. Byl uzywany przez
aliantéw w czasie drugiej wojny $wiatowej do sterowania artyleria przeciwlotnicza,
ktéra skutecznie niszcezyta niemieckie pociski V1. Cybernetyka wedlug Wienera
to nauka badajaca ztozone systemy techniczne, biologiczne i spoteczne oraz
sztuka sterowania takimi systemami. Istotnym aspektem takiego systemu sa
sprzezenia zwrotne. Chociaz rézne dzialy cybernetyki istnialy wczesniej, zastuga
Wienera bylo zebranie tych dzialéw w jedna calo$¢ i odpowiednie nazwanie.

W latach pieédziesiatych pojawila sie sztuczna inteligencja (Al — Artificial
Intelligence), majaca wiele punktéw wspélnych z cybernetyka, ktéra zdominowalta
te ostatnia i obecnie przezywa renesans dzieki powiazaniom z informatyka.
Zmiane zainteresowan Wienera z matematyki czystej do stosowanej dobrze
oddaje tematyka 17 rozpraw doktorskich, ktérych byl promotorem. Do roku 1940
dominowaly tematy zwiazane z analiza matematyczna i rownaniami rézniczkowymi.
Od roku 1956 tematy nawiazywaly do teorii systeméw (np. Amar Bose, ,, Teoria
systeméw nieliniowych”).

Istotna role w edukacji Norberta Wienera odegrat jego ojciec Leo. To on byt
jego pierwszym nauczycielem. Uczyt go zaréwno matematyki, ktéra znal i lubit,
jak i jezykow obcych. Leo byl wymagajacym nauczycielem, $wiadomym, ze
uczy malego geniusza, i oczekujacym genialnych rozwigzan stawianych przez
siebie probleméw. Odcisnelo sie to na psychice Norberta, ktory przez wiele lat
mial zanizone poczucie wlasnej wartosci, szczegdlnie jesli chodzi o dokonania
matematyczne.

Norbert Wiener zmart na zawal serca 18 marca 1964 roku w Sztokholmie (758 km
od Bialegostoku).
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Elijah Polak

Funkcjonal f(z,y) = x? + 4y? osiaga
minimum w punkcie (0,0), w $rodku
elipsy. Kierunek najszybszego spadku
—V f(z,y) dla punktu (z,y) lezacego
na elipsie nie prowadzi do punktu (0, 0).
Elipsa jest poziomicq funkcjonatu f.
We wszystkich jej punktach f przyjmuje
te samg warto§é. Wektor —V f(z, y) jest
prostopadly do poziomicy.

Algorytm Polaka—Ribiére’a
minimalizacji funkcjonalu f:
Wybierz punkt startowy xg; oblicz:
do := =V f(z0);

ag := argmin f(zo + ady);

1 := z0 + aodo;

dla k > 1 wykonaj cykl operacji:

dy = =V f(xk);
By = af (dp—dp_1)
df—ldkfl

Sk = dg + BrSk—1;

ay = argmin f(zr + ady);

Tp41 = Tk + Xk Sk-

Przy pewnych warunkach cigg (z) dazy
do punktu Z, w ktérym funkcjonal f ma
minimum (lokalne lub globalne).

Korzystalem z nastepujacych zZrédet:

L. Montagnini “Harmonies of Disorder:
Norbert Wiener: A Mathematician-
-Philosopher of Our Time”, Springer 2017;
S.M. Ulam “Przygody matematyka”,
Warszawa 1996;

M.J. Mikos, Leo Wiener z Bialegostoku,
pionier slawistyki w Ameryce Pélnocnej,
hdl.handle.net/11320/7224;

biografie Elijaha Polaka w: J.O. Royset,
Preface, J. Optim. Theory Appl. 169
(2016) 713-718 i “Optimization and
Control with Applications”, Eds. L. Qi,
K. Teo, X. Yang, Springer 2005;
Mathematics Genealogy Project.

Leo Wiener urodzil sie w roku 1862 w Bialymstoku — mieécie Zydéw, Polakéw,
Niemcow, Rosjan i innych nacji, tworzacych wielokulturowy tygiel. To tu 3 lata
wezesniej przyszedl na swiat Ludwik Zamenhof — najstynniejszy bialostocczanin,
tworca jezyka Esperanto. Leo rowniez mial talent do jezykéw — znatl ich ponoé
trzydziedci. Mial tez zamilowanie do matematyki. Do gimnazjum uczeszczalt

w Minsku i Warszawie. W Warszawie rozpoczat tez studia medyczne, ktére szybko
zamienil na inzynieri¢ w Berlinie. W 1882 roku wyruszy! w podréz statkiem do
Ameryki Srodkowej, ale utknal w Nowym Orleanie. Po kilku latach fizycznej pracy
zostal nauczycielem jezykow i matematyki w Kansas City, a potem profesorem
jezykow germanskich i romanskich w Uniwersytecie Missouri w Columbii. Tam
ozenil si¢ z Bertha Kahn. Tam tez urodzit sie ich pierwszy syn, Norbert.

W odréznieniu od Norberta Wienera, Elijah Polak — wybitny przedstawiciel
matematyki stosowanej — urodzil si¢ Bialymstoku, 11 sierpnia 1931 roku. Podobnie
jak Norbert tez w rodzinie zydowskiej. Przezyt obozy zagtady w Dachau,
Auschwitz, Gros Rosen i Buchenwaldzie. Po wojnie pracowal w Polsce jako
pomocnik kowala, a potem jako sprzedawca ubran we Francji. W roku 1949, razem
z matka, ktora tez przezyla zaglade, wyjechal do Australii. Tam ukoriczyl studia
pierwszego stopnia na Uniwersytecie Melbourne. Przeniés! si¢ potem do USA,
gdzie na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley skoniczyl studia magisterskie

i obronil doktorat (1961 r.). Promotorem jego doktoratu byl Charles Desoer, ktéry
sam zrobil doktorat na MIT. Co prawda nie u Wienera, jednak na pewno musial
go tam spotkac.

Polak uzyskal stopienn doktora z elektrotechniki (electrical engineering), ale
tematyka doktoratu (sterowanie optymalne) byla na tyle bliska matematyce,

ze rozprawa i jej autor zostali umieszczeni w bazie Mathematics Genealogy
Project (MGP), rejestrujacej rodowody matematykéw. MGP to (skierowany)
graf, ktérego wierzchotkami sa matematycy (ze stopniem doktora) i ktérego
krawedzie lacza doktorantéw z ich promotorami. W MGP mozna odtworzy¢
rodowod matematyczny Polaka. Zawiktana Sciezka prowadzi od Polaka, przez
Desoera i kilku fizykéw matematycznych, do Siméona Denisa Poissona, ktéry byt
tez moim przodkiem matematycznym. Z kolei przodkowie Poissona to Joseph Louis
Lagrange i nauczyciel Lagrange’a Leonhard Euler — jedno z najwiekszych nazwisk
w matematyce, zaréwno czystej, jak i stosowane;j.

Poczynajac od doktoratu, dzialalnoé¢ naukowa Polaka zwigzana jest

z optymalizacja, szczegélnie od strony numerycznej. Optymalizacja to szukanie
ekstreméw funkcjonatéw, czyli funkeji o wartosciach rzeczywistych, czesto
zadanych na przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych (np. w problemach
sterowania optymalnego). Metody analityczne szukania ekstreméw korzystaja

z twierdzenia Fermata: jesli funkcja rézniczkowalna f ma lokalne ekstremum
(minimum lub maksimum) w punkcie Z, to jej gradient V f (wektor pochodnych
czastkowych) jest w & réwny 0. Znalezienie punktéw, w ktérych Vf sie zeruje,
nie jest proste, zwlaszcza dla wiekszej liczby zmiennych. W praktyce szuka

sie¢ wiec rozwiazan przyblizonych, korzystajac z algorytmdéw numerycznych

i komputera. Optymalizacja jest wiec dziedzina lezaca na pograniczu matematyki
stosowanej i informatyki. Najprostszy algorytm gradientowy szukania minimum
funkcjonatu wykorzystuje fakt, ze kierunek —V f(z) jest kierunkiem najszybszego
spadku wartoéci funkcjonalu w punkcie z. Ale zwykle kierunek najszybszego
spadku nie prowadzi do celu, czyli do punktu, w ktérym funkcjonal przyjmuje
wartos¢ najmniejsza. Nie jest tez najlepszym kierunkiem, tzn. nie generuje
najkrétszej drogi do celu. Mozna go poprawié, stosujac rézne modyfikacje bazujace
na macierzy pochodnych czastkowych drugiego rzedu (czyli hesjanie) lub na
wartodciach gradientu w innych punktach. Elijah Polak jest wspéltworca algorytmu
Polaka—Ribiere’a, z zastosowaniem metody gradientéw sprzezonych, gdzie takie
modyfikacje si¢ wlasnie stosuje. Jest to jeden z najwazniejszych algorytmow
optymalizacji numerycznej.

Jesienia 1964 roku Polak przebywal na stazu naukowym w MIT. Nie spotkat
tam jednak Wienera, gdyz ten juz nie zyl od kilku miesiecy. Pézniej spedzit

dwa lata w Paryzu i wielokrotnie odwiedzal Londyn. O ile mi wiadomo, nie

byt w Polsce, w szczegdlnosci nie odwiedzil Biategostoku. Elijah Polak jest
obecnie emerytowanym profesorem elektrotechniki i informatyki w Uniwersytecie
Kalifornijskim.
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* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie,
Oddzial Krakowski PTM

A
AA

Tytulowy tréjkat mozna opisaé¢ rowniez

w bardziej finezyjny sposéb. Niech A, B

oraz C beda trzema niewspoétliniowymi

punktami. Tréjkatem Sierpinskiego

o wierzchotkach w tych punktach

nazywamy zbiér Sapc wszystkich

punkéw postaci uA + vB 4+ wC,

spelniajacych warunki:

e u,v,w € [0,1],

e ut+tv+w=1,

e jesli wezmiemy rozwiniecia dwéjkowe
liczb u, v i w, czyli u = 0, uguz .. .(2),
v =0,v1v2...(2), w =0, wiwz .. .(2),
to u; +v; + w; = 1 dla wszystkich
i>1.

Przykltady rozwinig¢é dwéjkowych liczb

niecatkowitych: 3 =0,1(2), 3 =0, (01)(2),

V2 =1,0110101000001001 . . .(3).

Zauwazmy, ze $rodek ciezkosci tréjkata

ABC nie nalezy do Sapc, z drugiej

strony kazdy punkt odcinka AB nalezy

do Sapc (dlaczego?).

Automat komdrkowy to zbiér komoérek
tworzacych siatke (komérki moga by¢
kwadratowe, szesciokatne, ale réwniez
szescienne, w ksztalcie czworoscianu

i innych figur), ktére moga przyjmowac
jeden ze z géry zadanych stanéw. Uklad
komérek podlega ewolucji w czasie
zgodnie z regutami opisanymi przez tak
zwang funkcje przejscia. Kazda ewolucja
tworzy nowe generacje komorek
poczawszy od pewnego ustalonego stanu
poczatkowego.

Tréjkat Sierpinskiego gra o zycie
Karol GRYSZKA*

Tytul niniejszego artykulu jest zestawieniem dwdch pozornie odlegtych pojeé
matematycznych. Pierwszym z nich jest tréjkqt Sierpiniskiego — jeden z najlepiej
rozpoznawalnych fraktali. Drugim jest gra w Zycie — automat komérkowy opisany
w 1970 roku przez Johna Conwaya.

Konstrukeja trojkata Sierpinskiego zostata podana przez Wactawa Sierpiniskiego

w 1915 roku, cho¢ juz wczeéniej obserwowano mozaiki i inne wzory o podobnym
ksztalcie. Ten fraktal powstaje w nastepujacy sposéb: dowolny tréjkat

(u Sierpiniskiego réwnoboczny) dzielony jest na cztery mniejsze identyczne tréjkaty,
z ktorych srodkowy jest usuwany; na pozostalych trzech trojkatach caly proces
dzielenia i usuwania $rodkowej czeSci powtarza sie w nieskoriczonosé. Powstala ,na
konicu” figura to wiasnie tréjkat Sierpinskiego. Na rysunku ponizej przedstawionych
jest pierwszych sze$¢ etapow konstrukeji, gdy poczatkowy tréjkat jest réwnoboczny.

A A

Trojkat Sierpinskiego ma wiele zaskakujacych zwiazkéw z innymi obiektami
matematycznymi, takimi jak tréjkat Pascala, gra w chaos, L-systemy, iterowane
systemy funkcji czy popularna tamigtowka ,Wieze Hanoi”. My przedstawimy jego
zwiazek z gra w zycie.

Gra w zycie jest algorytmem opisanym nastepujacymi regutami:

e gra rozgrywa sie na nieskonczonej plaskiej planszy, podzielonej na identyczne
kwadratowe komorki; w szczegélnosci kazda komérka sgsiaduje z oSmioma
komoérkami dokola niej,

¢ kazda komorka znajduje sie w jednym z dwéch stanéw: jest albo zywa, albo
martwa,

o gra odbywa si¢ w turach (uklad ewoluuje); w kazdej turze tworzony jest nowy
uklad (generacja) komoérek na podstawie poprzedniej tury,
gdy martwa komorka uzyska dokladnie trzech Zywych sasiadow, staje sie zywa
w kolejnej generacji — tak powstaje nowe zycie,

e zywa komérka posiadajaca dokladnie dwéch lub trzech sgsiadéw przezywa do
nastepnej generacji; w przeciwnym razie staje siec martwa.

Powyzsze reguly pozwalajg na tworzenie ogromnej liczby bardzo ciekawych wzoréw.
Na rysunku ponizej przedstawiony jest prosty przebieg gry dla uktadu trzech zywych
komoérek (oznaczone czarnym kolorem).

o[1]1]1]o] [ofoJoJoJo
ol 2[fW2]0] [1][2[3]2]1
ofsggslol |1 NNENN| | N
ol2M2[0] [1][2]3]2]1
o[1]1[1]o] [ofofo]o]o0

Liczby w kwadratach oznaczaja liczbe zywych sasiadéw danej komérki. W tym
przykladzie generacje ewoluuja okresowo — czyli w ktorejs z tur powtarza sie uktad,
ktéry wystapit juz wezedniej. Generacja jest zas stata, gdy w kolejnych ewolucjach
uktady zywych i martwych komérek sg identyczne (rysunki na marginesie).

Gra w zycie jest szczegélnym przypadkiem automatu komérkowego — przykladem
ogromnej klasy algorytméw komputerowych, ktore zostaly rowniez sformalizowane
w jezyku matematyki.

Bogactwo réznych schematéw, uktadéw okresowych i wielu obrazéw wygenerowanych
w grze w zycie sprawia, ze majacy prawie pot wieku algorytm nadal jest popularny
(istnieje choéby cala grupa ludzi, ktérzy tworza coraz ciekawsze konstrukcje

z uzyciem wspolczesnych programéw symulujacych gre — jednym z takich programéw
jest golly, dostepny w internecie na stronie golly.sourceforge.net)) i nie zaszkodzity
stowa Johna Conwaya — tworca gry wielokrotnie przyznawal, ze nie lubi wlasnego
pomystu.
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http://golly.sourceforge.net

Duzo lepsze rezultaty otrzymamy, gdy
stanem poczatkowym bedzie
kilka-kilkadziesigt tysigcy komérek
ustawionych w jednej linii. Film

www . youtube . com/watch?v=40SW6kfAnPI
pokazuje, ze ,wystarczy” okoto 15 000
komorek, aby otrzymaé wyrazny obraz
fraktala. Wtasne eksperymenty mozna
prowadzié réwniez we wspomnianym
wczesniej programie golly.

* Ustugi Umystem,

z inicjatywy Oddzialu Poznanskiego PTM

Co laczy tréjkat Sierpinskiego z gra w zycie?

Ot6z ten fraktal mozna wygenerowaé w grze J L
a4 cilms o . . ':.-_-'-‘"1 F'f-%

Conwaya. Scislej — nie sam fraktal, a jedynie 4k
. . , . .. '\-f.-".ﬁ _.-!. I!-._ ﬂ-'{-fé'
jego zarys, ktéry oddaje przyblizong strukture S L
jednego z etapéw jego konstrukeji. Te strukture ﬁ' T Mo, {.'{ E'},} o e Q\:
mozna otrzymac, gdy poczatkowym stanem € e Vet ks oag W
bedzie dtuga ,kreska” (czyli diugi rzad zywych " LIS 3
k(f{r}n(;)lrelg.thedy pewna ge}nfer?im{(;jal takiego g e’é‘\a E-'; L 3
ukladu bedzie przypominaé fraktal. I

. . . . '::} “t:h ’!. “ ﬂl}"' {::F
SpOJrzmy ha pr.zyklad PO prawej st'rome. Nie =3 ‘a E_, L
jest oczywiste, ze rysunek odzwierciedla fraktal A
(a w istocie — dwie jego kopie zestawione e

podstawami) — wzér powstal z generacji
ztozonej ze 130 komoérek ustawionych w linii poziomej i jest efektem 65 ewolucji.
Duze odstepstwo od wlasciwego ksztaltu, szczegdlnie w okolicy prawego i lewego
korica rysunku, wynika z malej skali generacji poczatkowej (malo zywych komérek).

Reguly gry Conwaya mozna modyfikowa¢ wedlug uznania. Klasyczne zasady zmiany
stanu komérek (opisane wezesniej) oznacza sie przez B3S23. Zapis interpretujemy
nastepujaco: B3 oznacza warunek rodzenia sie nowej komérki (rodzi sie, gdy

ma dokladnie 3 zywych sasiadéw; is born); S23 to warunek przezywalnosci

(2 lub 3 zywych sasiadéw gwarantuje przezycie; survives). Zastosujmy inna regule
B3S02 do stanu poczatkowego 66 zywych komodrek utozonych w linii prostej. Efekt
takiej gry okazuje si¢ odzwierciedla¢ trojkat Sierpinskiego w stopniu znacznie
dokladniejszym niz regula B3S23. Rysunek obok przedstawia efekt po kilkudziesieciu
generacjach, ktéry jest jednoczesnie stanem stalym — kazda kolejna generacja jest
identyczna z ta widoczna na rysunku.

Niezwykte jest powiazanie dwoch odleglych od siebie obiektéw w matematyce.
Dostrzezenie takiego powiazania jest wspaniatym doswiadczeniem. Jest nim
niewatpliwie polaczenie fraktali z automatami komoérkowymi. Trojkat Sierpinskiego
moze wiec gra¢ w zycie — i to dostownie. Przetrwa bowiem jako generacja ewoluujaca
okresowo (w regule B2S23) albo jako generacja stala (reguta B3S02).

Czy funkcja moze by¢ brudna, czyli
kilka stéw o programowaniu funkcyjnym
Marcin BORKOWSKI*

Kazdy czytelnik Delty wie, ze jednym z podstawowych inna maleje. Niektore funkcje osiggajg swoje kresy, inne zas
poje¢ w matematyce jest funkcja. Matematycy nie tylko uciekajg do nieskonczonosci. Malo tego, zdarza sie nawet,
odmieniaja to stowo przez wszystkie przypadki (moze ze funkcja znika w jakim$ punkcie! Sposobéw myélenia

z wyjatkiem wolacza), ale réwniez tworza od niego stowa o funkcjach jest wiele. My skupimy sie na jednym z nich,
pochodne (mamy wszak réwnania funkcyjne czy analize ktory jest chyba najblizszy praktyce programistycznej
funkcjonalng). (co nie znaczy, ze z nig tozsamy). Otz funkcje mozemy

Czesé czytelnikéw Delty wie réwniez, ze programisci
nie pozostaja matematykom dtuzni — funkcje zrobity

rozumieé jako model czynnosci obliczania czego$§ —mowiac
jezykiem szkolnym, jako ,wzor”.

w programowaniu doprawdy zawrotnag kariere i sa obecne Z takim rozumieniem funkcji matematycy maja jednak
w zdecydowanej wiekszosci jezykdéw programowania. klopoty. Po pierwsze, nie kazda funkcje mozna opisaé
Sprébujemy wyjasni¢, czym roézni si¢ ,funkcja” matematyka wzorem. Jest tak choéby dlatego, ze ,wzoréw” jest

od ,funkcji” programisty.

Formalna definicja funkcji, doskonale znana studentom

I roku matematyki, opiera si¢ na teorii mnogosci.

Funkcja jest po prostu dosé specyficznym rodzajem
zbioru, a mianowicie relacja (czyli pewnym zbiorem par
uporzadkowanych) lewostronnie catkowita i prawostronnie
jednoznaczna. Pozwolimy sobie pominaé definicje, ktére
czytelnikom Delty moga by¢ znane, a nam sg zbedne.

przeliczalnie wiele, a rodziny funkcji o dziedzinach

i przeciwdziedzinach nieskoniczonych sa nieprzeliczalne.
Gdybyémy nawet ograniczyli rozwazania tylko do
funkcji dajacych sie opisa¢ wzorem (czego matematycy
z réznych powoddéw nie cheg robié), nie rozwiaze to
wszystkich probleméw. Swietnie to widaé¢ na przykladzie
porownywania funkcji. Zapytajmy w szczegdlnosci, czy
funkcje o wzorach f(z) = (x4 1)? i g(z) =2® + 2z +1
sg réwne, innymi stowy, czy symbole f i g oznaczaja te

Oczywidcie, jak to zwykle bywa, definicje swoje, a zycie samg funkcje. Matematyk powie oczywiscie, ze tak — ale
swoje. Gdy podstuchamy rozmowy matematykdéw, okaze przeciez te wzory nie sa identyczne! Co gorsza, nierzadko
sie, ze funkcja to dla nich nie specjalnie spreparowany zdarza sie, ze jest bardzo trudno orzec, czy dwa (réznie

zbiér odpowiednich par, ale prawie zywa istota, ktéra moze  wygladajace) wzory opisuja te sama funkcje. Formalnie,
wykonywaé rézne czynnosci. Oto jedna funkcja rosnie, gdy  jest to problem nierozstrzygalny. Intuicje tego pojecia ma
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www.youtube.com/watch?v=4OSW6kfAnPI

kazdy, kto kiedykolwiek musial dowodzi¢ bardziej ztozonych
tozsamodci trygonometrycznych lub wyliczaé trudniejsze
calki.

Cos, co dla matematykdéw jest ktopotliwe, dla programistéw
jest za to calkiem naturalne. Poniewaz program
komputerowy to wlasnie sformalizowany opis obliczania
czego$, koncepcja funkcji (czy wzoru) prawdopodobnie
znakomicie nadaje sie do opisu programéw, prawda?
Istotnie, wigkszos¢ jezykdéw programowania posiada funkcje,
ktére — przynajmniej na pierwszy rzut oka — bardzo
przypominajg te znane z matematyki. W niektorych
jezykach, na przyklad w C, wykonanie programu oznacza
wladnie wykonanie pewnej specjalnej funkcji ,,gtéwne;j”.
Przyjmuja jakie$ argumenty, zwracaja jakies wartosci,
czesto maja swoje specjalne nazwy... Moze wiec jednak
(wbrew obiegowej opinii studentéw informatyki) faktycznie
programowanie to po prostu kawalek matematyki?

Céz, okazuje sie jednak, ze sprawy nie wygladaja tak prosto.

Podstawowym problemem jest to, ze obiekty matematyczne
sa niezmienne w czasie. Jezeli funkcji o wzorze f(z) =

= (2 + 1)2 damy liczbe 4, to odda nam liczbe 25 — tak samo
dzisiaj, jak i jutro czy za sto lat. Programy komputerowe
(jak wszyscy pewnie tego do$wiadczyliSmy) potrafia sie
niekiedy zachowaé catkiem inaczej, mimo ze uzytkownik
wykonuje doktadnie te same czynnoéci!

Dlaczego tak jest? Jednym z powodow jest fakt, ze — mimo
tak samo brzmiacej nazwy — funkcja programisty jest
jednak (mimo niewatpliwego podobiefistwa) czyms$ innym
niz funkcjo matematyka.

Na czym polega réznica? Zamiast podawaé formalne
definicje, spdjrzmy na przyktady. Nasze funkcje zapiszemy
w jezyku Lua, ktory — z uwagi na swoja prostote — Swietnie
nadaje sie do naszych rozwazan. Na poczatek cos, co bardzo
przypomina funkcje znane z matematyki.

f = function(x)
return (x+1)72
end

Powyzszy zapis oznacza, ze symbol £ bedzie nazwa
funkcji jednoargumentowej, ktora dla argumentu x zwraca
wartos¢ wyrazenia (x+1) 72 — jest to wiec odpowiednik
funkcji f z naszych poprzednich rozwazan. Na razie jest
dobrze, funkcja w programie dokladnie odpowiada funkcji
w matematyce.

Skomplikujmy nieco sprawy i rozwazmy taka funkcje:

h = function(x)
return math.pi + x
end

Jak nietrudno zgadnadé, dla argumentu x wynoszacego

na przyklad 1 powyzsza funkcja zwréci wartosé (mniej
wigeej) 4.14159. Zauwazmy, ze nadal mamy matematyczny
odpowiednik funkgji h, czyli funkcje dang wzorem h(z) =
=m + x. Jest jednak pewien haczyk. Prawie jak w znanym
dowcipie o liczbie 7 i pociagu... Jak wiemy, 7 jest znana
stala matematyczng i zmienna math.pi w Lua ma wartosé
rowna w przyblizeniu 7. Jest jednak ona tym, czym jest —
zmienng wlasnie (jezyk Lua, w odréznieniu od na przyklad
C, nie ma pojecia stalej). Nic nie stoi wigc na przeszkodzie,
aby przed wywolaniem funkcji h (czyli nakazaniem
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komputerowi jej wykonania) napisa¢ na przyklad math.pi
= 22/7. Formalnie, jest to instrukcja przypisania wartosci
22/7 zmiennej math.pi. Wéwczas okaze sie, ze wywolanie
h(1) da wynik (mniej wiecej) 4.142857.

Zatrzymajmy sie na chwile, zeby zrozumie¢, co sig¢ stalo.
Dwukrotne wywolanie tej samej funkcji z tym samym
argumentem dalo rézne wyniki! To nie do pomyslenia

w matematyce. Dowcipnisie moga argumentowacé, ze

w czasach Archimedesa faktycznie m wynosito 22/7.

W naszym programie wydarzytlo sie to z tego powodu, ze
funkcja h w trakcie swoich obliczen bierze pod uwage nie
tylko wartosci argumentéw, ale rowniez stan calego systemu
(ktéry moze byé rézny w réznych chwilach). W przypadku
funkcji h kluczowym elementem tego stanu jest wartosé
zmiennej math.pi. Inni dowcipnisie moga powiedzied,

ze jak to, wystarczy doda¢ zmienng pi jako dodatkowy
parametr funkcji i problem znika. Teoretycznie tak, ale

w praktyce jest z tym sporo probleméw. W szczegdlnosci
takie uzywanie funkcji byloby skrajnie niewygodne,

w bardziej skomplikowanych sytuacjach musialyby one mie¢
po kilkanadcie argumentow.

Gdy sie nad tym zastanowié¢, komputer obliczajacy jedynie
funkcje ,,matematyczne” byltby calkiem bezuzyteczny

— wykonanie kazdego programu za kazdym razem
dawaloby identyczny wynik. My zas potrzebujemy wlasdnie
programéw, ktére daja rézne wyniki w zaleznosci od
sytuacji — chcemy oglada¢ rézne strony internetowe,
drukowac¢ rdzne dokumenty i wyliczaé rozne rzeczy.
Dlatego wszystkie uzyteczne programy biora pod uwage
stan systemu (moga to by¢ dane wprowadzone przez
uzytkownika, zawartos¢ dysku komputera w czasie
dziatania programu, informacje dostepne ,w internecie”,
czyli na innych komputerach, czy na przyklad data

i godzina uruchomienia programu). Co wiecej, bardzo wiele
programdw ten stan zmienia — zapisuje co$ w pamieci lub
na dysku, albo wysyta ,,do internetu”. O funkcjach, ktére
zmieniaja stan, méwi sie, ze maja efekty uboczne. Nazwa
ta moze by¢ mylaca, bo niektére funkcje wywohuje sie
wylacznie po to, aby zmienié¢ stan!

Czy to zle? Zalezy, jak patrzeé. Jak wlasdnie zobaczyliSmy,
odczytywanie i zmiana stanu wydaje si¢ konieczna, aby
programy mogly by¢ uzyteczne. Musimy za to jednak
zaplacié pewng cene. Funkcje czyste (bo tak programidci
nazywaja funkcje, ktore ani nie korzystaja ze stanu, ani go
nie zmieniaja) sa czasami tatwiejsze do napisania, zwykle
o wiele latwiejsze do przetestowania, a przede wszystkim
pozwalaja uniknaé niektorych pomytlek. Programisci
nauczyli sie przez ostatnie kilkadziesiat lat, ze wszystko,
co utatwia ich prace i pomaga popelni¢ mniej btedéw, jest
na wage zlota. Stopiert skomplikowania wspotczesnych
systemow informatycznych jest tak duzy, ze znaczaca
cze$¢ pracy nad nimi to szukanie i naprawienie usterek,
ktére predzej czy pdzniej (a raczej predzej) sie pojawia.
Jednym ze sposobow jest wladnie takie zaprojektowanie
systemu, zeby jak najwieksza jego czesé skladata sie

z funkcji czystych, a konieczne operacje na stanie byty
wyizolowane w osobnej, niewielkiej jego czedci. W ostatnich
latach taka metoda, zwana programowaniem funkcyjnym,
zrobila si¢ modna w $§wiecie programistycznym, a narzedzia
pozwalajace na jej stosowanie pojawily sie w bardzo wielu
jezykach programowania. Koniec koncéw okazuje sie, ze
idee matematyczne jednak potrafia si¢ przydaé¢ do czegos
pozytecznego. . .



Matematyka pomogtla zaprojektowacé¢ kopalnie

* Politechnika Wroclawska,
Oddzial Wroctawski PTM

J. Battek, S. Gladysz, J. Sajkiewicz,
Zarys teorii pracy systemow
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i niecigglym, Gérnictwo. Niezawodnosé
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w opracowaniu A. Zgorzelskiej. Wydawca:
Centrum Hugona Steinhausa,
Politechnika Wroclawska, Oficyna
Wydawnicza ATUT, Wroctaw 2010.

Wybrane fragmenty wspomnien i artykutly
wraz z omdéwieniem sg zawarte w:

A. Antkowiak, M. Kaczamrza,

K. Szajowski, Design of engineering
systems in Polish mines in the second
half of the 20th century, Annales
Societatis Mathematicae Polonae,

Series VI, Antiquitates Mathematicae, 11,
2017, 251-300.

Krzysztof SZAJOWSKI*

W pierwszej potowie XX wieku znaczacy postep prac nad matematycznymi
modelami zjawisk losowych doprowadzitl do powstania wyodrebnionego

dzialu matematyki wykorzystujacego zaawansowane metody algebry i analizy
matematycznej. Tematow badawczych dostarczaty pytania stawiane przez
specjalistéw réznych dziedzin. Abstrahowanie od szczegdtowych cech badanych
zjawisk w procesie modelowania matematycznego niejednokrotnie prowadzito do
zblizonych opiséw réznych zagadnien. Dzisiaj méwimy o zastosowaniach rachunku
prawdopodobienistwa, ktére positkuja sie teorig proceséw stochastycznych

i statystyka. Jednolity model matematyczny stawal si¢ takze narzedziem do
wykorzystania przy badaniu zagadnieni, do analizy ktérych nie wykorzystywano
wcezesniej metod matematycznych. Po II wojnie Swiatowej na terenie Polski

jedna z mocno rozwijanych gatezi gospodarki byt przemyst pozyskiwania
surowcow mineralnych. Modernizowano istniejace kopalnie, powstawalty tez nowe.
Wydobywano wegiel kamienny, wegiel brunatny, miedz, siarke. Przemystowe
wydobywanie surowcéow wymagalo racjonalnego projektowania — zaréwno przy
modernizacji, jak i tworzeniu nowych zakladéw wydobywczych. Konstrukcja
takich obiektéw przemystowych w oparciu o znane, funkcjonujace rozwigzania

nie jest najczesciej mozliwa ze wzgledu na unikalny charakter miejsca, zadan

i celow. Naktady zas$ sa znaczne, a to zmusza do ograniczenia ryzyka wynikajacego
z niewtaéciwego doboru struktury systemu eksploatacyjnego i jego elementéw.

Na potrzebe opracowania teorii pracy systeméw maszynowych z transportem
ciaglym zwrécono uwage w poczatkach lat szesédziesiatych XX wieku po
pierwszych do$wiadczeniach w pracy duzych kopalii odkrywkowych wegla
brunatnego w Polsce (, Turéw”, ,Adaméw”). Zastosowano tam tasmowy transport
urobku. Doplyw informacji ze $wiata na temat analogicznych badan byl mocno
opdézniony. Znane byly kierunki prac prowadzonych przez matematykéw nad
modelowaniem zjawisk losowych, a polscy matematycy chetnie podejmowali te
tematyke. Skupieni we Wroctawiu matematycy mieli w swoim gronie zaréwno
takich, ktérzy prowadzili badania podstawowe, jak i otwartych na podejmowanie
zadan modelowania matematycznego, wymagajacego wiedzy z wielu dziatow
matematyki. Dla oceny i planowania efektywnosci systeméw inzynierskich wazne
sg rezultaty dotyczace modelowania zjawisk losowych zmiennych w czasie. Na tych
podstawach teoretycznych rozwijala si¢ teoria niezawodnosci i obstugi masowej,
ktorej metody w tym czasie byly analizowane i rozwijane we Wroctawiu.

Modele teoretyczne w celu praktycznego sprawdzenia i zastosowania wymagaja
dopasowania (kalibracji) do modelowanej rzeczywistosci. Zwykle oznacza to
wykorzystanie zapiséw z historii eksploatacji analizowanego systemu lub systemow
analogicznych. Umiejetnosci inzynieréw pozwalaly na przeprowadzenie badan,

w wyniku ktérych oceniano wazne parametry przedsiewziecia. Jednakze ten zakres
badan rzadko pozwala na prognoze zachowan w przyszlosci i nie daje mozliwosci
$ledzenia wplywu modyfikacji systemu na przyszte jego zachowanie. W przypadku
energetyki jej problemy byly przedmiotem zainteresowania wszystkich.

Jaki wptyw na komfort zycia przecietnego czlowieka moze mie¢ btedne
zrealizowanie systemu inzynierskiego, mozna przesledzi¢ w kilku fragmentach
wspomnien Hugona Steinhausa, gdzie opisuje on dyskusje we wroctawskim
srodowisku naukowym, réwniez wsrod profesorow matematyki, powiazana

z reportazami publikowanymi w ,Zyciu Warszawy” w 3 kwartale XX wieku.

Goérnictwo i produkcja energii elektrycznej jest bardzo waznym elementem
gospodarki. Deficyt dostarczanych mocy znacznie obniza komfort zycia. Totez
zainteresowanie efektywnoscia inwestycji w tym sektorze bylo wyjatkowe.
Widoczne w postaci braku energii ktopoty skutkowaly poszukiwaniem ich
przyczyny. Ekspert Banku Inwestycyjnego, dr Wiodzimierz W. Bojarski dosé
tatwo zdefiniowal przyczyne — brak rytmicznych dostaw paliwa do elektrowni.
Wyciagnat stad wniosek, iz w zwiekszeniu niezawodnoéci systemu dostaw

wegla z kopalni do elektrowni sa potencjalne rezerwy, i skorzystanie z nich

to sposéb na podniesienie efektywnosci sektora energetycznego. Nad metoda
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Wtiasciwe podejécie do poszukiwania
slabych ogniw w zlozonych systemach
jeszcze nie zostalo sformulowane. Dopiero
uczen Steinhausa zaproponowat, jak
ocenia¢ wpltyw poszczegdlnych elementéw
systemu na jego gotowo$¢ i niezawodnosé:
Z.W. Birnbaum, On the importance of
different components in

a multicomponent system , Multivariate
Analysis, II (Proc. Second Internat.
Sympos., Dayton, Ohio, 1968), 581-592,
Academic Press, New York 1969.

S. Gladysz, J. Battek, J. Sajkiewicz,
Proces awarii i wydajnosé systemu
tasmociagéw, IV Krajowy Zjazd Goérniczy.
Tychy 1965, 1966, 30-72.

Gtleboka analize tematyki badawczej tego
seminarium przeprowadzit Wiadystaw
Szczotka:

W. Szczotka, Fenomen steinhausowskiego
Seminarium Matematyki Stosowanej.
Zarys koncepcji, Annales Societatis
Mathematicae Polonae, Series VI ,
Antiquitates Mathematicae, 12, 1, 2019,
197-228.

A. Antkowiak, Analysis of the efficiency
of complex systems, Mathematica
Applicanda, 45, 2, 2018, 127-152.

I. Ushakov, Reliability: Past, present,
future., Recent Advances in Reliability
Theory. Statistics for Industry and
Technology, N. Limnios and M. Nikulin,
3-21, 2000.

I. Frenkel, L. Khvatskin,A. Lisnianski, A.,
Reliability: Past, present, future., Safety,
Reliability and Risk Analysis: Theory,
Methods and Applications, 1, 2009,
483-488.

Norma PN-EN 61165:2006, w ktorej
podano wytyczne stosowania proceséow
Markowa do analizy niezawodnos$ciowej.
Przedstawione w niej metody sa
odpowiednie do modelowania strategii
obstugi systemoéw o réznych strukturach
i obliczania wskaznikéw niezawodnoséci
tych systemoéw.

matematycznego modelowania systemu transportu w kopalniach odkrywkowych
Dolnego Slaska pracowalo przedsiebiorstwo Poltegor, ktére wzmacnialo

swbj potencjal, angazujac do trudnych zagadnien pracownikéw naukowych
uczelni dolnoslaskich. Do tego zespolu zaproszeni zostali miedzy innymi
Stanistaw Gladysz, Jerzy Battek oraz Jan Sajkiewicz. Szczegdly tej wspdlpracy
zawarte sa w licznych raportach i pracach opublikowanych w czasopismach
branzowych. Ekspertyzy te nie zawieraly jednak szczegétowych analiz, ktére
pokazywaly elementy stanowiace ,,stabe ogniwa” systemu. Brakowalo dostatecznie
szczegbdltowego modelu matematycznego systemu inzynieryjnego zwigzanego

z transportem w kopalni, ktéry wskazalby kierunki dziatan poprawiajacych
niezawodnos$é systemu.

We Wroclawiu matematycy prezentowali nowe wyniki na seminarium

w bibliotece Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Wroctawskiego, w tym

czasie mieszczacej sie w budynku Wydziatu Inzynierii Sanitarnej Politechniki

Wroctawskiej. Hugo Steinhaus pisal w swoich wspomnieniach pod data 12 XII
1963 roku o referacie Gladysza na temat analizy niezawodno$ci systemu KTZ
(Koparka-Tasmociag-Zwalowarka).

W zwiazku z problemem braku ciaglosci w dostawach paliwa do elektrowni
poproszono matematykéw o pomoc w wykonaniu analizy funkcjonalnej

zlozonego systemu. Stworzono adekwatny model matematyczny systemu
technicznego uwzgledniajacy awarie, proces wlaczania i mozliwoséci odnowy.
Zdefiniowano charakterystyczne stany systemu, a opis dzialania sprowadzatl

sie do probabilistycznego ujecia przebywania w poszczegdlnych stanach. To
pozwalalo na przeprowadzenie analizy wydajnoéci. Narzedziem modelowania
byly procesy markowskie z czasem cigglym i skonczong liczba stanéw, stuzace

do analizy niezawodnosci i wydajno$ci zespotu potaczonych urzadzen w systemie
transportu nadkladu i wegla. Mimo uptywu czasu taki sposéb wykorzystania
matematyki w technice wciaz jest aktualny. Takze w dzisiejszych pracach
zwiazanych z projektowaniem i utrzymaniem takich obiektéw inzynieryjnych, jak
kopalnie, porty, stacje przetadunkowe widaé potrzebe modelowania niezawodnoéci
i wydajnosci systemu. Znaczenie tych metod tatwo dostrzec na tle rozwoju metod
matematycznych prezentowanych w analizach historycznych.

Whioski z przytoczonej historii sa nastepujace. Prowadzone ponad p6t
wieku temu badania niezawodno$ci zespotu KTZ w kopalniach doprowadzity,
miedzy innymi, do wyodrebnienia réznych rodzajow weztéw przeptywowych
wynikajacych z polaczenia réwnoleglego przenosnikéw tasmowych. Z opracowanej
metodologii korzystaja rowniez wspodlczedni inzynierowie. Transport kruszywa

w kopalniach jest niezwykle wazny. Wedlug analiz firm zajmujacych sie produkcja
maszyn gorniczych az 50% kosztéw jest ponoszonych wiasnie na transport.

W dobie coraz wyzszych standardow ekologicznych kopalnie sa zmuszane do
zredukowania szkodliwych dla srodowiska dziatan. Pozwala na to wymiana
transportu samochodowego na przenoéniki tasmowe. Ich zaletami sa m.in. ciggloéé
odstawy urobku, tatwos$¢ automatyzacji, mozliwo$¢ pokonywania duzych odlegtosci
w urozmaiconym terenie, wysoka wydajno$¢, bezpieczenstwo pracy, mozliwosé
pracy w réznych warunkach klimatycznych i w réznym terenie. Jednak ich
eksploatacja jest bardzo kosztowana. Konieczne sa czeste naprawy i czynnosci
konserwacyjne zwigzane z taéma przenosnika, ktora charakteryzuje sie¢ mala
odpornoécig na dziatanie szkodliwych czynnikéw srodowiskowych, chemicznych

i mechanicznych. Waznym zagadnieniem jest zatem optymalny dobdr czasu
napraw, aby zminimalizowaé ich czesto$é i ponoszone koszty, ale mimo wszystko
zapewnié¢ bezawaryjna prace i ograniczy¢ dlugosé przestojow.

Dobre rozwiazania sa standaryzowane. Przenoéniki taSmowe sg zlozonym
urzadzeniem, stad mozna rozpatrywac ich niezawodnosé w aspekcie catoSciowym,
analizowa¢ je jako system potlaczonych segmentéw i monitorowaé liczbe awarii.
Wtedy w latwy sposéb (choé niezbyt optymalny) mozna zarzadzaé czasem napraw
lub konserwacji — gdy empiryczna intensywno$é¢ awarii zmieni swdj charakter

z funkcji stalej na funkcje rosnaca, mozna przypuszczaé, ze nalezy w najblizszym
czasie przeprowadzié prace konserwacyjno-naprawcze. Innym sposobem jest
dokladniejsza analiza matematyczna czaséw awarii i napraw z wykorzystaniem
proceséw Markowa, proponowana przez norme miedzynarodowa.
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2019

Przypominamy tre$é zadan:

Zadania z matematyki nr 785, 786
Redaguje Marcin E. KUCZMA

785. Pigciokat ABCDF jest wpisany w okrag o Srodku O; przy tym

|BC| = |CD|. Przekatne AD i CE sa prostopadle, za$ przekatne AD i BE
przecinaja sie w takim punkcie P, ze |AP| = |AO|. Wykazaé, ze trojkat BC'P
jest réwnoboczny.

786. Dowieéé, ze istnieje nieskonczenie wiele czwoérek réznych liczb naturalnych
(a,b,c,d) o tej wlasnosci, ze kazdy z iloczynéw ab, be, ac, bd, cd jest o 1 wigkszy od
kwadratu pewnej liczby naturalnej.

Zadanie 786 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadain z numeru 5/2019

782. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym wysokosé opuszczona
z wierzcholka C' ma dlugosé h. Na kazdym odcinku CT, laczacym

781. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 0 oraz parzystej liczby  wierzcholek C z bokiem AB, odktadamy odcinek T'P ustalonej
naturalnej n > 2 wyznaczy¢ kres gérny wartosci stosunku A/H, gdzie dlugosci d < h. Uzyskane w ten sposéb punkty P tworza pewna
A'i H to (odpowiednio) $rednia arytmetyczna i $rednia harmoniczna krzywa. Czy — jedli liczba d jest dostatecznie mata — dlugosé owej
n liczb, wybranych dowolnie z przedziatu [a, b]. krzywej przekroczy dlugosé boku AB?

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
775 (WT =1,41) i 776 (WT = 2,88)
z numeru 2/2019

Witold Bednarek 1.6dz 43,07
Jerzy Cisto Wroctaw 42,92
Pawel Najman Krakéw 41,10
Pawel Kubit Krakéw 40,81

Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Krzysztof Kaminski ~ Pabianice 38,73

781. Rozwazamy Srednie A i H liczb z4,...,x, € [a,b]. Wezmy dowolna liczbe
c > 0 i zauwazmy, ze

0 RIS AEDED-

=1 i=1 i=1 i=1

< 1 ixi_’_c 2
= 4n?2 —\c w

— skorzystaliémy z nieréwnosci 4a8 < (a + 8)? dla liczb a = Y x; /¢, B = ¢/z;.

Dla z € [a,b] mamy nieréwnos$é (z — a)(z — b) < 0, ktéra przepisujemy w postaci
ab
r+—<a+b
x
i dalej, dzielac przez vab:

2) \/i+¢jb<\/§+\/§.

Kontynuujemy szacowanie (1), przyjmujac ¢ = Vab i korzystajac z

Bl ) <30 )
(B

?ilri}l‘jzl lffl‘;iltlk S\};‘;‘;‘;:Wd g";’;g Liczb/a n jest‘ z zatozenia pa/rzysta. Gdy T, =a dlg potowy sp}oéréd .
wskaznikéw ¢ = 1,...,n, zad x; = b dla pozostalej potowy, wowczas we wszystkich
szacowaniach zachodzi réwnoéé. Zatem liczba (a + b)?/4ab jest maksymalng
warto$cia stosunku A/H.

782. Odpowiedz: nie. Uzasadnienie: dlugosé krzywej symetralna odcinka P;Q;. Punkt P;_; lezy po tej stronie

to kres gérny diugosci linii tamanych w nia wpisanych. owej symetralnej co punkt P; — zatem blizej punktu P;

WeZmy wiec dowolna tamang, wpisana w rozwazana niz punktu Q;. Tak wiec |P;_1 P;| < |Pi—1Q;| = |T;-1T;)-

krzywa (utworzong dla pewnego parametru d € (0, h));

jej wierzchotki Py, Py, ..., P, leza (w takim porzadku) Taka nieréwno$¢ zachodzi dla wszystkich i = 1,...,n,

na owej krzywej, przy czym Py € AC, P, € BC. wobec czego lamana Py P ... P, jest krétsza niz bok AB.

Przedtuzenia odcinkéw C'P; docieraja do boku AB Biorac kres gorny dlugosci wszystkich takich tamanych,

w punktach T;. Ustalmy ¢ > 0 i spéjrzmy na czworokat wpisanych w rozwazana krzywa, stwierdzamy, ze jej

P;_1T;_1T;P;, ktérego boki P;_1T;_1 oraz T;P; maja dhugosé nie przekracza diugosci boku AB.

dtugosé d. Przyjmijmy, ze punkt P; jest nie mniej

oddalony od prostej AB niz punkt P;_; (gdy jest [Korzystajac ze wzoru catkowego na dlugo$é krzywej

przeciwnie, zamieniamy role wskaZnikéw i—1 oraz i). (najwygodniej we wspélrzednvch biegunowych ze

Niech punkt Q; uzupelnia réwnolegtobok P;_1T; 1T;Q;. $rodkiem C'), nietrudno sie przekonaé, ze dlugosé badanej

Skoro pélproste T;_1 P Z,, T; P spotykaja sie krzywej jest $cidle malejaca funkcja parametru d < h. Dla

(w punkcie C), odcinek T; P; przecina odcinek P;_1Q);. d =0 ta krzywa to odcinek AB; dla 0 < d < h jej dlugos¢

Tréjkat P;Q;T; jest rdGwnoramienny, jego osia symetrii jest  jest wigc ostro mniejsza niz |AB].]
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2019

hS

>

Zadania z fizyki nr 682, 683
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

682. Na nieruchomym, poziomym walcu o promieniu R lezy walec

o promieniu r, réwniez poziomo (rys. 1). Osie walcéw sa wzajemnie prostopadle.
Przy jakim stosunku promieni réwnowaga gérnego walca bedzie trwalta?

O jaki maksymalny kat mozna przy tym odchyli¢ od poziomu goérny walec?
Wspodlezynnik tarcia miedzy walcami jest réwny p.

683. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 opér zewnetrzny R jest duzo
wiekszy niz opor wewnetrzny ogniwa: r < R . Podlaczenie woltomierza o oporze
Ry powoduje zmiane napiecia miedzy punktami A i B. Jaka powinna by¢
relacja miedzy oporami R i Ry, aby to zaburzenie bylo jak najmniejsze?

Rozwigzania zadai z numeru 5/2019

Przypominamy tresé zadan:

678. Dielektryczna kula spolaryzowana jest jednorodnie, to znaczy momenty dipolowe wszystkich
czasteczek sg réwne i wzajemnie réwnolegte.

(a) Znalezé natezenie pola elektrycznego wewnatrz dielektryka, jezeli w jednostce objetosci znajduje
si¢ N czasteczek, z ktorych kazda ma moment dipolowy p = gl. Odlegtoéé | migdzy ladunkami
dipola jest duzo mniejsza od promienia kuli.

(b) Znalezé gestosé powierzchniowg tadunkéw indukowanych na powierzchni kuli.

679. Na gltadkim lodzie zderzaja si¢ sprezysécie dwa jednakowe okragle kamienie do gry w curling,

z ktérych jeden poczatkowo spoczywa, a drugi porusza si¢ ruchem postepowym. Prosta przechodzaca
przez $rodki kamieni podczas zderzenia tworzy kat o = 7/3 z wektorem predkosci poczatkowej
poruszajacego si¢ kamienia. Znalez¢ maksymalng czgs$¢ energii uktadu, ktéra podczas zderzenia
przechodzi w energie¢ sprezystej deformacji. Nie ma tarcia migdzy kamieniami.

678. W wyniku polaryzacji tadunki czasteczek dielektryka rozsunely sie (rys. 3).
Wewnatrz kuli o érodku w punkcie O; znajduja sie tadunki ujemne, wewnatrz
kuli o srodku w punkcie Os tadunki dodatnie. Gesto$é objetoéciowa tadunkéw
p = Ngq. Odleglos¢ miedzy $rodkami kul jest rowna [. Natezenie pola w dowolnym
punkcie w obszarze, w ktérym kule nachodzg na siebie, jest suma wektorowa
natezen od obu kul (rys. 4).

1 Anrdp _pry

. — =1 gdziei=1,2.
47‘(’80 37“1-2 350 gdzie s

Wypadkowe pole jest jednorodne, ma wartosé¢ E = pl/ (3g¢) i zwrot przeciwny do
wektora p

E = —Np/ (3e0).
Poniewaz [ < R, gdzie R jest promieniem kuli, szukana gestos¢ ladunkow
powierzchniowych dana jest wzorem (rys. 3):

o= plcos® = NpcosO.

679. Rozlézmy predkos$é v poruszajacego sie kamienia na sktadowe:
vy = vcosa = v/2 wzdluz prostej p przechodzacej przez srodki obu kamieni
podczas zderzenia i prostopadla do niej vy = vsina = vv/3/2 (rys. 5). Gdy
deformacja jest maksymalna, predkos$ci kamieni w kierunku p wyréwnuja sie.
Oznaczajac ich wartos¢ przez vs, mamy z zasady zachowania pedu mv; = 2mus,
gdzie m jest masa kamienia, stad vs = v1/2. Zasada zachowania energii ma
postaé:

m(vf +v3)/2 = mv3/2 +m(v3 +v3)/2 + E,
gdzie E; jest maksymalng energia sprezystej deformacji, a jej wartosé
E, = mv?/16. Catkowita energia ukladu E = mv?/2, stad E,/E = 1/8.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Rozwigzanie zadania M 1613.
OdpowiedZ: 17.

Zauwazmy, ze dowolny wspdlny dzielnik
liczb n? + 2 oraz n? + 3 dzieli réwniez
liczbe
n,(n2 +2) — (n:i +3)=2n-3
i w konsekwencji takze liczbe
4(n? +2)— (2n+3)(2n —3) =
=4n® 48 —4n® +9 =17.

Pozostaje zauwazy¢, ze dla n = 10 mamy
a=102=6-17 oraz b = 1003 = 59 - 17.

Prosto z nieba: Narodziny magnetara

W sierpniu 2017 roku astronomowie ,, grawitacyjni” (skupieni w zespolach
LIGO i Virgo) zaobserwowali pierwsza bezposrednia detekcje fal grawitacyjnych
emitowanych podczas polaczenia sie dwoch gwiazd neutronowych w uktadzie
podwojnym. Wydarzenie to, oznaczone GW170817, byto poczatkiem astronomii
wieloaspektowej z udzialem detektoréw fal grawitacyjnych, poniewaz falom
grawitacyjnym towarzyszyly fale elektromagnetyczne, m.in. blysk gamma.
Doktadna lokalizacja sygnalu na niebie dostarczona przez LIGO i Virgo
umozliwila ponad 70 teleskopom obserwacje po$wiaty zdarzenia w $wietle
optycznym, promieniach rentgenowskich, radiowych i innych.

7 zarejestrowanych fal grawitacyjnych wiemy, ze w wyniku potaczenia gwiazd

neutronowych powstat obiekt o masie okoto 2,7 M. Niestety, detektory

LIGO i Virgo nie byly dostatecznie czute, by zarejestrowaé, to co stalo sie
bezposrednio po zderzeniu. Nie wiadomo zatem, czy w efekcie powstala
masywna gwiazda neutronowa, czy tez lekka czarna dziura. Astronomowie
zyskali jednak dowdd, ze ta podklasa blyskéw gamma (tzw. krétkie blyski) jest
zwigzana z uktadami podwéjnymi gwiazd neutronowych. Od tego momentu
zaczeto jeszcze uwazniej poszukiwaé tego typu sygnatow.

Okazuje sie, ze prawdziwe skarby mozna odnalezé umiejetnie przeczesujac

A magnetar-powered X-ray transient as
the aftermath of a binary neutron-star
merger, Y. Xue i inni, Nature 568,
198-201 (2019).
(www.nature.com/articles/s41586-019-1079-5)

dane archiwalne. Niedawna praca chinsko-amerykanskiego zespotu astronoméw
opisuje detekcje sygnalu rentgenowskiego X'T2, zaobserwowanego przez teleskop
kosmiczny Chandra 22 marca 2015 roku. Blysk zostal znaleziony w tzw.

glebokim poludniowym polu Chandra (Chandra Deep Field South), miejsca na

niebie o mniejszej niz $rednia gesto$¢ wodoru neutralnego w kierunku patrzenia,
co pozwala na dokladniejsze obserwacje rentgenowskie.

Sygnal, ktéry jest zwiazany z galaktyka oddalona o 6,6 miliarda lat $wietlnych
(dla poréwnania, sygnal GW170817 zarejestrowano z odleglosci zaledwie

130 milionéw lat swietlnych), ujawnia ekscytujace nastepstwo polaczenia sie
gwiazd neutronowych: narodziny pojedynczej gwiazdy neutronowej z poteznym

w

Rozwigzanie zadania M 1614.
Zauwazmy, ze jesli liczba k # 1 raz
pojawi sie na goérze stosu, to aby pojawita
sie tam ponownie, wczedniej musi sie tam
znalezé liczba wigksza od k.

W szczegblnosci n pojawi si¢ na goérze co
najwyzej raz. Jesli to nastapi, ton — 1
pojawi sie pdZniej co najwyzej raz, jezeli
nie, to n — 1 réwniez pojawi sie w ogdle
co najwyzej raz. Po ewentualnym
wystgpieniu n — 1 liczba n — 2 pojawi si¢
co najwyzej raz itd. To oznacza, ze

w pewnym momencie na gérze musi
pojawi¢ sie liczba 1.

GW170817.

Niebo we wrzesniu

Dziewiaty miesigc roku jest kolejnym, w ktorym

dnia szybko ubywa. Na poczatku wrzeénia Storice
gbéruje wciaz blizej zenitu niz horyzontu, przebywajac
na niebosktonie przez ponad 13,5 godziny, lecz do

jego konca wysokos¢ ta zmniejsza sie o okoto 11°; do
mniej wiecej 36°, a dzien skroci sie ponizej 12 godzin.
Stonce przetnie réwnik niebieski w drodze na pohludnie,
rozpoczynajac na naszej pétkuli Ziemi astronomiczng
jesien 23 wrzesnia o godzinie 9:50 naszego czasu. Jednak
ze wzgledu na refrakcje atmosferyczna faktyczna
rownonoc nastapi u nas 2-3 dni pdzniej.

We wrze$niu w dalszym ciagu beda niewidoczne
planety typu ziemskiego. Merkury i Mars na poczatku
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polem magnetycznym —

magnetara.

Nowo narodzony i szybko wirujacy magnetar na krétko rozbtysnat i Swiecit
w promieniach X przez okolo 30 minut. Nastepnie w miare strat energii
rotacyjnej emisja stabla przez kolejne 6,5 godziny, ostatecznie zanikajac

z widoku teleskopu Chandra. Takie zachowanie jest zgodne z modelami
masywnej i obdarzonej duzym polem magnetycznym gwiazdy neutronowe;.
Zagadka pozostaje, jaka mas¢ ma ten magnetar. Informacja ta ma istotne
znaczenie dla modeli jadrowych bardzo gestej materii.

XT2 lezy na obrzezach swojej galaktyki, co czesto obserwowane jest
w przypadku krétkich btyskow gamma. Oszacowana czesto$é wystepowania
tego typu zjawisk jest zgodna z czestoscia wyliczona w oparciu o obserwacje

Michat BEJGER

miesiaca przejda przez koniunkcje gorng ze Sloricem.
Po niej Merkury przeniesie sie¢ na niebo wieczorne,
dazac do maksymalnej elongacji wschodniej pod
koniec pazdziernika, wynoszacej 25°. Niestety,
niekorzystne nachylenie ekliptyki do zachodniego
widnokregu spowoduje, ze planeta zginie w blasku
Stonica.

Druga z wymienionych planet przeniesie si¢ na niebo
poranne, gdzie nachylenie ekliptyki do widnokregu jest
bardzo dobre. Ale tak, jak duzo czasu zajmuje Stoncu
dogonienie Czerwonej Planety, tak samo wolno oddala
sie ona od Stonica po koniunkcji i pokaze sie dopiero

w drugiej potowie pazdziernika.


http://www.nature.com/articles/s41586-019-1079-5

Planeta Wenus we wrzeéniu znajduje sie niedaleko
Stonica, po koniunkcji gérnej w potowie sierpnia, po
ktorej przeniosta si¢ na niebo wieczorne. Do konca
miesiaca planeta zdazy zwiekszy¢ elongacje tylko do 12°,
zachodzac niedtugo po Stoncu, i pozostanie niewidoczna.

Duzo lepiej przedstawia sie sytuacja planet
zewnetrznych. Choé pierwsze dwie z nich sg juz
sporo po swoich opozycjach i mozna je obserwowadé
tuz po zmierzchu, nisko nad potudniowo-zachodnim
widnokregiem, ostatnie dwie sa widoczne przez
prawie cala noc, i do tego wedruja znacznie wyzej.
Najtrudniej bedzie obserwowaé Jowisza, znajdujacego
sie w gwiazdozbiorze Wezownika. W trakcie miesiaca
na poczatku nocy astronomicznej jej wysokosé nad
horyzontem zmniejszy sie z okolo 8 do 5°, jasnosé

7z —2,2 do —2™, za$ tarcza planety skurczy sie z 39
do 36”.

Jowisz we wrzesniu porusza sie ruchem prostym i do
konica miesiaca zblizy sie na 26° do Saturna, ktory o tej
samej porze jest tuz po przejsciu przez poludnik lokalny
i jego wysoko$é nad widnokregiem wynosi okoto 14°.
Przez miesiac jasno$é planety spadnie do 4+0,5™, a jej
tarcza skurczy sie do 17”. Saturn zmieni kierunek ruchu
na wsteczny 18 wrzesnia, stad jego pozycja wzgledem
gwiazd w trakcie miesigca zmieni sie tylko o 7'. Planeta
dokona zwrotu 1° na potudnie od charakterystycznego
huku gwiazd w péinocno-wschodniej czesci gléwnej figury
Strzelca.

W przeciwienistwie do opisanych dotychczas planet,
ostatnie dwie sa widoczne bardzo dobrze. Neptun

10 wrzesnia znajdzie sie w opozycji wzgledem Stonca,
a zatem mozna go obserwowac przez cala noc. Planeta
géruje okoto pélnocy na wysokosci ponad 30°. Jej
jasnos¢ wynosi +7,8™, stad do jej dostrzezenia
potrzebna jest lornetka lub nieduzy teleskop.

2019 rok jest kolejnym z serii, gdy Neptuna latwo
zidentyfikowaé dzigki bliskiemu sasiedztwu znacznie
jasniejszych od niego gwiazd. W tym sezonie
obserwacyjnym taka gwiazda jest ¢ Aquarii, $wiecaca
blaskiem obserwowanym +4,2™. Planeta zacznie miesiac
niecale 8 na péinocny wschéd od niej, by 6 wrzesnia
mingé ja w odleglodci zaledwie 13! Niestety stanie sie
to w ciagu dnia. Przed $switem Neptun zblizy sie do

¢ Aqr na mniej wiecej 44", za$ wieczorem oddali si¢
od niej juz na 28”. W potowie tej odlegtosci, prawie
doktadnie na linii taczacej gwiazde z planeta, znajdzie
sie Tryton, najjasniejszy i najwiekszy ksiezyc Neptuna.
Ma on jasno$¢ +13,5™, a zatem do jego odnalezienia
potrzebny jest teleskop o Srednicy lustra przynajmniej
20 cm. Do konca wrzesnia Neptun oddali sie od ¢ Aqr
na prawie 40'.

Uran przez opozycje wzgledem Stonca przejdzie pod
koniec pazdziernika, ale juz porusza sie ze wschodu
na zachéd, na tle gwiazdozbioru Barana, niecate 50°
na péinocny wschod od Neptuna. Uran géruje jakied
3 godziny po Neptunie, na wysokosci ponad 50°,

i jeszcze przez kilka lat bedzie najbardziej na péinoc
wysunieta planeta zewnetrzna Ukladu Slonecznego.
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W 2024 roku wyprzedzi go Jowisz, ale tylko na 2 lata.
Planeta Saturn minie Urana w roku 2032, gdy obie
planety dotra w okolice punktu Raka, lecz przejdzie
pod nim. We wrzeéniu 2019 r. Uran do korica miesiaca
pojasnieje do +5,7"". Niestety w jego najblizszej okolicy
nie ma jasnych gwiazd. Latwe do zobaczenia gwiazdy
Barana znajduja si¢ od 8 do 10° nad nim.

Oczywiscie wszystkie planety w ktoryms$ momencie
odwiedzi Ksiezyc. Srebrny Glob 30 sierpnia przeszedt
przez noéow, a 6 wrzeénia znajdzie sie w I kwadrze.
Wieczorem ekliptyka jest nachylona niekorzystnie,

a zatem poczatkowo Ksiezyc nie pokaze sie wyzej niz
kilkanascie stopni nad widnokregiem. W okolicach

I kwadry naturalny satelita Ziemi spotka si¢ z Jowiszem
i 5 wrzesnia zblizy sie don na niecale 7°. W prawie
identycznej odlegtoéci, lecz pod Ksiezycem, znajdzie

sie gwiazda Antares, najjasniejsza gwiazda Skorpiona,

a 5—6 stopni na zachdd — tuk gwiazd z Graffias

i Dschubba. Kolejnego dnia Ksiezyc przesunie sie mniej
wiecej o 7° na wschéd od Jowisza. Nastepnie 8 wrzednia,
juz w fazie 75%, Srebrny Glob minie Saturna. W Polsce
oba ciata zbliza sie na niecate 3°.

Ksiezyc powedruje dalej i 13 wrzesnia przejdzie przez
petnie. Tej nocy mniej wiecej 1° na poinoc od niego
znajda sie trzy gwiazdy 4. i 5. wielkosci konstelacji
Wodnika: 1, ¥2 i ¢¥3, ktére jednak zgina w silnej lunie
ksiezycowej. Tak samo jak znajdujace sie wtedy jakie$
4,5° na polnoc od niego gwiazda ¢ Aqr i planeta Neptun
— co potwierdza opozycje ostatniej planety od Stonca.

18 wrzesnia faza Ksiezyca spadnie do 87%. Tej nocy
dotrze on do Urana, zblizajac sie na okoto 5°. W dniach
20 i 21 wrzesnia Srebrny Glob minie Aldebarana,
najjasniejsza gwiazde Byka. Niestety przez Hiady
Ksiezyc przejdzie za dnia. Pierwszego z wymienionych
dni zaprezentuje on tarcze oé$wietlong w 70% i zblizy sie
do Aldebarana na okolo 7°. Dobe pé6zniej, o$wietlony

w 61%, znajdzie si¢ juz 5° na wschdd od niego.

22 wrzesnia Srebrny Glob przejdzie przez ostatnia
kwadre, wedrujac wtedy na pograniczu gwiazdozbioréw
Oriona, Byka i Blizniat, okolo 3° od wspominanego

juz punktu Raka. W kolejnych dniach Ksiezyc
powedruje ku Stoncu, przechodzac przez néw wieczorem
28 wrzesnia. Mozna go obserwowaé prawie do samego
nowiu, w czym pomaga duze nachylenie ekliptyki

do widnokregu. Bardzo tadnie widoczne bedzie tzw.
Swiatlo popielate. Trzy dni przed nowiem Ksiezyc

w fazie 19% spotka sie ze stynna gromada otwarta M44,
towarzyszac jej w odleglosci 3°. Dobe pdzniej jeszcze
cienszy, 10-procentowy sierp Ksiezyca zblizy sie na 4°
do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Po czym

27 wrzesdnia, 1,5 doby przed nowiem, na godzine przed
$witem tarcza Ksiezyca w fazie zaledwie 4% pokaze

sie na wysokosci ponad 10°. Srebrny Glob znajdzie si¢
prawie w potowie drogi miedzy dwiema najjasniejszymi
gwiazdami Lwa: Regulusem na zachodzie i Denebola na
wschodzie.

Ariel MAJCHER
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Rozwigzanie zadania F 984.
Po podgrzaniu o AT bimetaliczna plytka
wygnie si¢ w luk, a jej zewnegtrzne
powierzchnie bedg tukami o dlugosciach
l1 =1l (14 a1 AT) oraz
lo = lo (1 + a2 AT) odpowiadajacymi
katowi ¢ (miara tukowa) i okregom
o promieniach, odpowiednio, R i R + 2d,
a wiec:
lo (1 + OtlAT) = Ry

oraz

lo (1 + a2 AT) = (R + 2d) .
Réwnania te spelniaja:
o Z(] (O(g — 041) AT

= 2d
oraz
2d (1 + a2 AT)
((12 - (‘21) AT ’
Przesuniecie konca plytki wynosi
h = (R+ 2d) (1 — cose) /cosep.
Ostatecznie:
b 2d (1 4+ aaAT) (1 — cos ¢)

h =

R+ 2d =

(a2 — a1) AT cos ¢
(1+ a2 AT) (a2 — a1) 13

- 2d ’
gdzie ze wzgledu na bardzo mata wartosé
kata ¢, dla otrzymania przyblizonej
réwnosci zastosowano przyblizenie
cosp =1 — 4;2/2. Po podstawieniu
danych liczbowych otrzymujemy
h ~ 8 mm.
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[3] L. A. Anchordoqui et al., The pros
and cons of beyond standard model
interpretations of ANITA events,
arXiv:1907.06308

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Podejrzane kaskady

Kiedy wysokoenergetyczna czastka przechodzaca przez gesty osrodek
dielektryczny zderzy sie z ktéras z czastek budujacych ten osrodek, moze
powstawaé wiele nowych czastek, m.in. fotonéw, elektronéw i pozytonéw, ktére
tworza swoista kaskade czastek. Taka kaskada moze mie¢ kilka centymetrow
dlugosci i jest stosunkowo szybka, gdyz tworzace ja czastki niejednokrotnie
poruszaja sie z predkosciami przewyzszajacymi predkosé swiatta w tym
osrodku. Pozytony szybko anihiluja, pozostawiajac w kaskadzie ujemnie
natadowane elektrony. Wystepuje wowczas tzw. zjawisko Czerenkowa, czyli
emisja promieniowania elektromagnetycznego przez natadowane czastki
ponads$wietlne. Z punktu widzenia detekcji fal elektromagnetycznych

o dlugosciach przewyzszajacych 10 cm, w szczegolnodci fal radiowych, kaskada
czastek ,wyglada” jak wielki pojedynczy tadunek, co oznacza, ze fale radiowe
emitowane przez pojedyncze czastki kaskady wzajemnie sie wzmacniaja (méwiac
fachowo, sa spéjne). Pozwala to na bardzo wydajne rejestrowanie w zakresie
radiowym efektow oddzialywania wysokoenergetycznych czastek z materia.

Opisany wyzej proces nosi nazwe¢ zjawiska Askaryana i zostal po raz pierwszy
opisany 55 lat temu. Trzynascie lat temu po raz pierwszy zobaczono to zjawisko
w lodzie, po naswietleniu bryly lodu wiazka z akceleratora SLAC. W kolejnym
roku nastapila pierwsza detekcja zjawiska Askaryana w lodzie w warunkach
wpolowych”, tj. w lodowcu antarktycznym.

Bylo to dzielem zespolu eksperymentu ANITA (Antarctic Impulse Transient
Antenna) [1]. Uklad do$wiadczalny to zespdl anten radiowych przymocowanych
do balonu wypelnionego helem i krazacego nad lodowym kontynentem

w naturalnym wirze mas powietrza na wysokosci okoto 35 km. Pierwszy uktad
do$wiadczalny przelecial nad Antarktyda w latach 2006—2007 i zarejestrowat

16 kaskad. Jedna z nich wydatla sie badaczom nieco podejrzana — rekonstrukcja
jej parametréow wskazywala na to, ze biegla ona w gére. Oznaczatoby to, ze
wywolujaca ja czastka réwniez musiata poruszaé sie w gore, czyli musiataby
przebiec w poprzek kuli ziemskiej. Szkopul w tym, ze nie znamy czastek

o takiej wlasnosci. Najstabiej ze wszystkich czastek oddzialuja neutrina, ale

ich prawdopodobienstwo interakcji z ziemska materia ro$nie z kwadratem energii
neutrin. O ile dla niskoenergetycznych neutrin stonecznych czy atmosferycznych
nasz glob jest w zasadzie przezroczysty, to neutrina wywolujace obserwowane
w detektorze ANITA kaskady majg energie miliardy razy wigksze i po prostu
musza ,utknaé¢” we wnetrzu kuli ziemskiej. Mozna by przypuszczaé, ze ANITA
zarejestrowala fale radiowe, ktéore odbily sie od jakiej$ niejednorodnosci

w lodzie, ale wtedy zmienilaby sie polaryzacja tych fal, a tego zjawiska nie
zaobserwowano.

Byt to jednak pojedynczy przypadek. Naukowcy przeszli szybko nad nim do
porzadku dziennego. Jednak po opracowaniu danych z trzeciego przelotu, jaki
odbywatl sie na przetomie lat 2014-2015, do kolekcji obserwowanych kaskad
biegnacych pod gére doszla druga (i 19 ,normalnych”) [2]. Sprawdzono, ze
neutrina wywotujace podejrzane kaskady nie mogly pochodzi¢ ze znanych
supernowych lub blyskéw gamma. Czym zatem sa te dwa podejrzane przypadki?

Uczciwa odpowiedz brzmi — nie wiadomo. Jesli jednak pudcimy wodze

fantazji [3], mozemy wyobrazi¢ sobie, ze mamy do czynienia z oddzialywaniami
jakich$ nowych, nieznanych jeszcze czastek. Moze sa to czastki ciemnej materii
»schwytane” we wnetrzu Ziemi? A moze to wygenerowane podczas Wielkiego
Wybuchu bardzo stabo oddziatujace czastki? Czy zatem jestesmy w trakcie
przetomowego odkrycia, czy tez, jak wiele razy wczesniej, podniecamy sie
fluktuacja statystyczna lub niezidentyfikowanym bledem systematycznym?

Kraysztof TURZYNSKI
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W poszukiwaniu tréjkata ré6wnobocznego
Barttomiej BZDEGA

Tréjkat rownoboczny jaki jest, kazdy widzi — ma trzy boki jednakowej dtugosci
i trzy katy miary 60°. Aby wykazaé, ze dany tréjkat jest réwnoboczny,
wystarczy dowiesé jednego z nastepujacych warunkéw:

e trzy jego boki maja jednakowsa dlugosé,
o pewne dwa jego boki sa jednakowej dtugosci i pewien jego kat ma miare 60°,
e pewne dwa jego katy majg miare 60°.

W zadaniach 1-6 dowodzimy, ze pewien konkretny trdjkat jest rownoboczny.
Pozostale zadania réwniez dotycza tréjkatow réwnobocznych, ale w bardziej
zakamuflowany sposéb — w kazdym z nich jest ukryty tréjkat réwnoboczny,

ktérego odnalezienie lub dorysowanie utatwi rozwigzanie.

Zadania

1. Tréjkaty BPC i CQD sa réwnoboczne i leza na zewnatrz réwnolegloboku
ABCD. Udowodnié, ze tréjkat APQ tez jest rGwnoboczny.

2. Dany jest szeéciokat foremny ABCDEF. Punkty K i L sg $rodkami
odcinkéw odpowiednio BD i EF. Dowiesé, ze trojkat AK L jest
réwnoboczny.

3. Punkty F i F leza odpowiednio na bokach BC i CD prostokata ABCD,
przy czym tréjkat AEF jest réwnoboczny. Punkt M jest srodkiem
odcinka AF. Wykazaé, ze trojkat BC'M jest réwnoboczny.

4. Punkty A, B i C leza kolejno na prostej £. Punkty A; i C; leza po tej
samej stronie prostej ¢, przy czym trojkaty ABC: i A1 BC sa réwnoboczne.
Punkty M i N sa $rodkami odcinkéw odpowiednio AA; i CCy. Udowodnié,
ze tréjkat BM N jest rownoboczny.

5. Dany jest czworokat wypukly ABCD i punkt O wewngtrz niego, przy czym
zachodza réwnosci: |AO| = |BO|, |CO| = |DO| i |*xAOB| = |%COD| = 120°.
Dowiesé, ze srodki odcinkow AB, BC i C'D sa wierzchotkami trdjkata
réwnobocznego.

6. Na bokach trojkata ABC, na zewnatrz niego, zbudowano tréjkaty
réwnoboczne BCD, CAE i ABF. Srodkami tych tréjkatéw sa odpowiednio
punkty P, Q i R. Dowies¢, ze tréjkat PQR jest réwnoboczny (twierdzenie
Napoleona).

7. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym |«BAD| =
= |XxABC| = 60°. Na boku BC tego trapezu lezy taki punkt F, ze
|[EB| = |CD|. Wykazaé, ze |BD| = |AE].

8. Punkt S lezy wewnatrz sze$ciokata foremnego ABCDEF'. Udowodnié, ze
suma pél tréjkatow ABS, CDS i EF'S jest rowna sumie pél trojkatéw
BCS, DES i FAS.

9. W czworokacie wypuklym ABCD mamy |xDAB| = 30°. Wykazaé, ze
|AC| < |BC|+|CD| + |DB|.

10. W czworo$cianie ABC' D wszystkie katy ptlaskie przy wierzchotku D maja
miare 20°. Wykazaé, ze |AB| + |BC| + |CA| > |AD|.

11. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |¥ ACB| = 120°. Punkt M jest
srodkiem boku AB. Na odcinkach AC i BC wybrano odpowiednio takie
punkty P i Q, ze |AP| = |PQ| = |QB|. Wykaza¢, ze |xPMQ| = 90°.

12. W tréjkacie ABC mamy | ACB| = 120°. Punkty D, E i F leza na
bokach odpowiednio BC, CA i AB, przy czym proste AD, BE i C'F sa
dwusiecznymi katéw tréjkata ABC. Udowodnié, ze | DFE| = 90°.

13. Trojkat ABC, w ktérym |xBAC| = 90°, jest podstawa ostrostupa ABCD.
Ponadto zachodza réwnoscei |AD| = |BD| oraz |AB| = |C'D|. Udowodnié, ze
|*<ACD| > 30°.

14. Wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC wybrano taki punkt P, dla
ktorego warto$é wyrazenia |AP| + |BP| + |CP| jest najmniejsza (punkt
Fermata—Torricellego). Wykazaé, ze | APB| = |<xBPC| = |xCPA| = 120°.
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