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Droga Czytelniczko, Drogi Czytelniku!

Rzut oka na ponizszy spis tresci wystarczy, aby stwierdzi¢, ze niniejszy numer
Delty jest dos$é niecodzienny (lub raczej: niecomiesieczny). PostanowiliSmy
poswiecié go prezentacji podstawowych pojeé poznawanych na pierwszych latach
studiéw przez adepta ktérejkolwiek z nauk widniejacych na sztandarach naszego
czasopisma (gtéwnie matematyki, choé astronomia, fizyka i informatyka réwniez
sa reprezentowane!). Mamy nadzieje, ze Czytelnicy, dla ktérych bedzie to
pierwsze zetkniecie z tymi fundamentalnymi terminami, wyrobig sobie trafne
intuicje, przez co kolejne spotkania z wspomnianymi dziedzinami (na studiach
czy w podczas lektury naszych artykuléw) beda duzo przyjazniejsze.
Postarali$émy sie tez, aby Czytelnicy doskonale obyci z przedstawionymi
pojeciami réwniez dowiedzieli sie czego$ nowego, a przynajmniej poznali
pouczajace sposoby opowiadania o tych zagadnieniach. Wszystkim zyczymy
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Nagrode Dziekandw za najlepszy artykut Delty w roku akademickim 2017/2018
otrzymat Michat Tarnowski za tekst Przez eter do teorii wzglednosci

Zbior

Réwnolicznosé

zamieszczony w numerze 6(529)/2018.

Zbior to najbardziej podstawowe pojecie matematyki. Ze zbiorami mamy do
czynienia wlasciwie we wszystkich dyscyplinach matematycznych. Cho¢ kazdy
Czytelnik na pewno intuicyjnie rozumie slowo ,zbiér” (np. jako kolekcje lub
zestaw utworzony z pewnego rodzaju elementéw), to pojecie to nie ma formalnej
definicji.

Do zdefiniowania dowolnego terminu zawsze potrzebujemy uzy¢ jakiego$ innego
pojecia. Podczas studiéw matematycznych kazdy student ustyszy, ze przestrzen
metryczna to zbiér, w ktérym zdefiniowano funkcje odlegltoéci o odpowiednich
wlasno$ciach. Styszy tez, ze grupa to zbior, na ktérym zdefiniowano operacje
mnozenia spetniajaca okreslone warunki. Zbiér jest pojeciem pierwotnym,
nie ma wiec swojej definicji — nie ma innego pojecia, na ktérym te definicje
mozna by oprzeé¢. Kazdy Czytelnik zna jednak wiele przyktadéw zbiordw,
takich jak zbiér liczb naturalnych N = {0,1,2,3,...} czy tez zbiér wszystkich
egzemplarzy tego numeru Delty. Jest tez specjalny zbiér, w ktérym nie ma
zadnych elementéw, nazywany zbiorem pustym i oznaczany 0.

Zbiory jednak nie maja nieograniczonej dowolnoéci w swoim istnieniu. Musza
spetnia¢ aksjomaty, czyli zdania opisujace ich podstawowe wlasnosci
(stanowiace w pewnym sensie definicje tego pojecia). Na przyklad jeden

z aksjomatéw méwi, ze jesli dwa zbiory maja takie same elementy, to te zbiory
sa sobie réwne (inaczej méwiac, patrzymy wtedy na jeden i ten sam zbidr).
Inny aksjomat postuluje, ze dla kazdego zbioru istnieje zbidr jego podzbioréw.
Latwo mozna wysnué wniosek, ze podzbioréw zbioru n-elementowego jest 2"

— wyjasnienie w Kaciku Mlodego Olimpijczyka na stronie 25.

Zauwazmy takze, ze nie wszystkie koncepty, ktérym chcemy przypisaé¢ wlasnosé
zbioru, istnieja. Na przyklad nie istnieje ,,zbior wszystkich zbiorow”. Widaé,

ze w szczegllnodci taki zbidér musiatby by¢ swoim elementem, co juz jest
niepokojace. Zal6zmy mimo wszystko istnienie ,zbioru wszystkich zbioréw”

i rozwazmy jego podzbiér A zlozony ze wszystkich zbiorow, ktore nie sg
wlasnymi elementami. Zastanéwmy sie, czy A nalezy do samego siebie. Jesli
tak, to A nie nalezy do A, bo nie spelnia warunku definiujacego ten zbiér. Jesli
nie, to A nalezy do A, bo ten warunek spetnia. Ale to jest sprzeczno$c.

Michat KORCH

Biorac dwa skonczone zbiory, mozna na dwa sposoby sprawdzié, ze maja tyle
samo elementéw. Albo policzyé elementy w kazdym z nich, albo tez ustawié

w pary elementy pierwszego zbioru z elementami drugiego. Tylko ta druga
metoda moze by¢ zastosowana takze do nieskoniczonych zbioréw. Méwimy,

ze dwa zbiory sa réwnoliczne, jesli elementy tych zbioréw mozna ,,ustawié¢

w pary”, to znaczy elementy jednego z tych zbioréw polaczyé we wzajemnie
jednoznaczny sposéb z elementami drugiego z nich. Nietrudno dowieéé, ze zbiér
liczb catkowitych, a nawet zbidr liczb wymiernych sa réwnoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych — i to jest najmniejsza z mozliwych nieskoniczonoéci. Juz
Cantor zauwazyl, ze nie jest to prawda dla zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.
Mozna dowiesé, ze liczb rzeczywistych nie da sie ustawi¢ w pary z liczbami
naturalnymi. Mamy wiec tu do czynienia z inna, wiekszg nieskonczonosécia.

Co wiecej, twierdzenie Cantora stanowi, ze zbiér podzbioréw dowolnego

zbioru nigdy nie jest réwnoliczny z tym zbiorem (jest w pewnym $cile
okreslonym sensie wiekszy). A zatem, zaczynajac od zbioru liczb naturalnych

i iteracyjnie rozwazajac zbior wszystkich podzbioréw kolejnych konstrukeji

(na mocy twierdzenia Cantora), dostajemy nieskoriczong serie coraz wiekszych
nieskoniczonosci. A to tez nie jest koniec. Mozna stworzy¢ nieskonczonosé jeszcze

wieksza od kazdej ze skonstruowanych w ten sposéb. )
Michal KORCH



Relacje

Rozwigzanie zadania F 974.

Pomiary Dulonga i Petita byty
wykonywane w temperaturach bliskich
temperatury pokojowej — badali oni
pierwiastki, ktore w tej temperaturze
wystepuja w stanie stalym, to znaczy, ze
ich atomy tworzg regularng sieé¢
krystaliczng. W temperaturze pokojowej
gléwny wkiad do ciepta wlasciwego
pochodzi od drgan sieci krystalicznej.

W temperaturze T energia drgan kazdego
z atoméw wynosi 6kT/2 = 3kT, to
znaczy: po kT /2 na kazdy ze stopni
swobody (zmiana energii potencjalnej

i kinetycznej drgan w kazdym z trzech
kierunkéw przestrzennych;

k~ 1,38 -1072% J/K jest stala
Boltzmanna). Takie samo rozumowanie
prowadzi do wniosku, ze dla zwigzku
chemicznego w stanie stalym kazdy

z atomow tez da wklad 3kT do energii
wewnetrznej krysztatu. Wniosek: w stanie
stalym ciepto molowe zwiazku

o m atomach w czgsteczce wynosi

w przyblizeniu 3mR (prawo
Koppa-Neumanna). Dla FeO, ¢, =~ 6R.

Zbieznosé

A
<+
A
<+

a b

Rys. 1. Gdyby a, b byly granicami
pewnego ciggu, to w kazdym

z kolorowych przedzialéw musiatyby
znalezé sie prawie wszystkie wyrazy tego
ciggu, a to jest sprzecznosc.

Majac dane dwa zbiory A i B, relacja zdefiniowana pomiedzy tymi dwoma
zbiorami matematycy nazywaja po prostu podzbiér zbioru wszystkich par
elementéw, w ktérych pierwszy jest ze zbioru A, a drugi ze zbioru B. Inaczej
moéwiac, element ze zbioru A i element ze zbioru B moga byé w danej relacji
lub w niej nie by¢. Relacje czgsto wystepuja na Swiecie, np. posiadanie psa jest
relacja pomiedzy zbiorem wszystkich ludzi a zbiorem wszystkich pséw. Czlowiek
o imieniu Dionizy jest w tej relacji z psem Dingiem wtedy i tylko wtedy, gdy
Dingo jest jego pupilem.

Szczegdlnie interesujace wydaja sie relacje zdefiniowane na jednym zbiorze, czyli
gdy A = B. Na przyklad relacja < zdefiniowana na liczbach rzeczywistych.
Liczba a jest w relacji < z liczba b, jesli a nie jest wigksze od b. Innym
przykladem jest relacja koloru zdefiniowana na zbiorze wszystkich samochodéw,
gdzie dwa samochody sa w tej relacji, jesli sa tego samego koloru. Jeszcze inny
przyklad to relacja malzZeristwo zdefiniowana na zbiorze wszystkich ludzi.

Mozna badaé cechy poszczegdlnych relacji. Powiemy, ze dana relacja

jest zwrotna, jesli kazdy element jest w relacji z samym soba. Z wyzej
wymienionych przykladéw relacja < oraz relacja koloru maja te ceche (ale
malzefistwo juz nie). Relacja jest symetryczna, jesli z tego, ze element a jest
w relacji z elementem b, wynika, Ze element b jest w relacji z elementem a.
Widzimy, ze relacja koloru oraz malzenstwo sg przykiadami takich relacji, zas
relacja < nie jest. I w koncu, relacja jest przechodnia, jedli z tego, ze a jest

w relacji z b i b jest w relacji z ¢, wynika, ze a jest w relacji z c. Jasne jest, ze <
oraz relacja tego samego koloru sa przyktadami tego typu relacji.

Relacja, ktéra jest réwnoczeénie zwrotna, symetryczna i przechodnia,
nazywana jest relacja rownowaznosci. Taka wtadnie jest relacja koloru.
Takie relacje maja wyjatkowa ceche: generuja podziat danego zbioru na
roztaczne podzbiory, ktérych kazde dwa elementy sa w relacji. W wypadku
relacji koloru jest to podzial wszystkich samochodéw na zbiory samochodéw
w poszczegdlnych kolorach: zétte, czerwone, niebieskie itd. Tak utworzone
podzbiory matematycy nazywaja klasami abstrakcji. Zauwazmy réwniez,
ze kazdy podziat rozwazanego zbioru generuje na nim relacje réwnowaznosci,
w ktérej dwa elementy sa w relacji, o ile znajduja sie w tej samej czesci podziatu.
Te rownowazno$é pomiedzy relacjami réwnowaznosci i podzialami matematycy
nazywaja zasada abstrakcji.
~
/ IS - .
“ J _/9
Zbieznos¢ to jedno z najwazniejszych pojeé¢ analizy matematycznej, odnoszace
sie najczesciej do ciagdw i funkeji (oraz rozmaitych obiektéw matematycznych
skonstruowanych przy ich uzyciu, np. szeregéw czy ciggéw funkcyjnych). Tu
zajmiemy sie zbiezno$cia ciagéw liczbowych. Méwimy, ze ciag liczbowy (an)nen
jest zbiezny, jesli istnieje taka liczba a, ze dowolnie blisko niej znajduja sie
prawie wszystkie (czyli wszystkie poza skoniczong liczba) wyrazy ciagu. Innymi
stowy, jesli dla kazdego ¢ > 0 mozemy odrzuci¢ skonczong liczbe poczatkowych
wyrazéw ciagu, tak by wszystkie pozostale nalezaly do przedzialu (a —¢,a + ¢€),
to méwimy, ze ciag jest zbiezny do a, i oznaczamy lim, . a, = a. Z tej
definicji w latwy sposéb wynika na przyklad, ze ciag moze mieé co najwyzej
jedna granice (rys. 1).

Michat KORCH

Przykladem ciagu zbieznego jest ciag (1/n)nen, ktory jest zbiezny do zera.
Ciagi, ktére nie sa zbiezne, nazywamy rozbieznymi. Rozbiezny jest np. ciag

o wyrazach a, = (—1)"; istotnie, nie moze on spelniaé¢ definicji zbieznosci — zaden
przedziat dtugoéci 1 (co odpowiada € = 1) nie zawiera prawie wszystkich wyrazéw

2
tego ciagu.

Warto wspomnieé o szczegdlnym przypadku ciggdéw, ktére nie sa zbiezne

— o ciagach rozbieznych do nieskoriczonosci (nazywanych réwniez ciagami
zbieznymi do granicy niewlasdciwej). Sa to ciagi spelniajace nastepujacy warunek:
dla dowolnej liczby M mozna odrzuci¢ skonczenie wiele wyrazéw ciagu, tak by

2



Rozbieznosé do nieskoriczonosci sumy

0071 1/n nie jest oczywista, ale dowéd
tegg_faktu nie jest szczegélnie trudny.
(Mozna go znalezé w Aly).

Ciggtosé

—1l —11

Rys. 2. Wykresy funkcji f1 1 f2

f(a)

7(0)

o foomdo L

Rys. 3. Ilustracja wtasnos$ci Darboux

Witasnos$é Darboux pozwala na przyktad
stwierdzac istnienie rozwigzan rozmaitych
skomplikowanych réwnan, bez
rozwigzywania ich. Na przyktad, zeby
udowodnié, ze istnieje (chocéby jeden) z,
dla ktérego spelniona jest réwnosé

—a? + sin(wz) cos? (rzx) = logy(1 + z) — 1,
wystarczy zauwazy¢, ze ciagla funkcja

f(z) =
= —2? +sin(rz) cos® (rx) — logy (1 + ) + 1,

przyjmuje wartosci f(0) =1

i f(1) = —log, 2 < 0, zatem dla pewnego
z € (0,1) funkcja przyjmuje wartos$¢ zero
i ten wlasnie x jest rozwigzaniem naszego
réwnania.

wszystkie pozostalte byty wigksze od M. Rozbiezny do nieskonczonosci jest
oczywiscie ciag a,, = n, a takze ciag o wyrazach a, =n + (—1)".

Pojecie zbieznosci pozwala zdefiniowaé¢ sume nieskonczenie wielu liczb, czyli
szereg. Dodawanie jest dzialaniem dwuargumentowym, w jednym kroku
umiemy dodaé tylko dwie liczby, wiec aby dodaé nieskoniczenie wiele liczb,
trzeba by wykonaé nieskonczenie wiele krokéw, a tego zrobié¢ nie umiemy. I tu
z pomoca przychodzi nam granica ciggu. Sume nieskonczenie wielu wyrazéw
ai +as + -+ +a, + - -+, zapisywang skrétowo jako Y | a,, definiujemy jako
granice sumy ciagu S, = a1 +as + - - - + a,, zwanego ciggiem sum czesciowych.
Mozemy zatem wyznaczy¢ sume wyrazéw ciagu geometrycznego o wyrazach ¢”,
n=0,1,2,..., dla ¢ # 1 suma czeéciowa ma posta¢ S, =1 +q+¢>+...+q" =

111’1: (wzér ten latwo udowodnié, mnozac obie strony réwnosci przez (1 — q)).
Dla |g| < 1 granica ciagu S, jest réwna flq
¢ < —1 nie umiemy okresli¢ szukanej sumy (bo ciag S,, nie ma granicy). Warto
doda¢ na koniec, ze sumujac wyrazy ciagu zbieznego do zera, mozemy uzyskaé
sume nieskonczona — sztandarowym przykladem jest szereg harmoniczny,
czylisuma 1+1/2+1/3+...1/n+ ...

, dla ¢ > 1 jest nieskoniczona, a dla

Marta SZUMANSKA

Ciaggtosc¢ funkcji — na poczatku odwolamy sie do intuicyjnego rozumienia tego
pojecia, by nastepnie je uscislié. Jesli funkcja rzeczywista okreslona na przedziale
jest ciagla, to jej wykres jest ,w jednym kawalku” (mozna go narysowaé bez
odrywania oléwka od kartki). Funkcje
1 dlaz>0 1/xdlaxz >0

fila) = {—1 dla x <0 oraz  fa(z) = { —/1 dla x <0
nie sa ciagte — w obu przypadkach xg = 0 jest argumentem, w ktérym wykres
funkcji ,rozrywa sig”; jest to tzw. punkt niecigglosci funkcji. Funkcja ciggla
nie moze mie¢ punktéw nieciaglosci, czyli w kazdym punkcie swojej dziedziny
musi by¢ ciagla. Pozostaje $cile okresli¢, co to wszystko znaczy. Ciaglos¢ funkcji
w punkcie mozna wyrazi¢ w jezyku zbieznosci ciagéw: funkcja f: Dy — R jest
ciggla w xy € Dy, jesli dla kaZdego ciggu o wyrazach x,, € Dy zbieinego do x
cigg f(xy,) jest zbieiny do f(xp). Latwo teraz sprawdzié formalnie, przyjmujac
x, = 1/n, ze funkcje fi 1 fo nie sa ciagle w zerze — ciagi o wyrazach f1(1/n) =1
(ciag staly) oraz fa(1/n) = n nie sa zbiezne do f1(0) = f2(0) = —1.

Gdy juz wiemy, czym sg funkcje ciagle, zauwazmy, ze jest ich mnostwo

w otaczajacym nas $wiecie — przyjrzyjmy sie tylko funkcjom zaleznym od czasu:
temperatura w nagrzewajacym sie piekarniku zmienia sie w sposéb ciagly,
ci$nienie w punkcie pomiarowym réwniez, predkosé samochodu, nawet takiego
z super mocnym silnikiem i hamulcami, nie moze zmienia¢ sie skokowo.

Warto podkresli¢, ze o ciggtosci funkcji mozna méwié¢ tylko w punktach jej
dziedziny. Gdyby$my przyjeli, ze dziedzing funkcji f1 i f2 jest R\ {0}, to bylyby
one ciaglte w kazdym punkcie swojej dziedziny, a wigc bylyby funkcjami ciagtymi
(mimo, ze ich wykresy skladaja sie z dwéch ,kawalkéw”). Podobnie funkcja
tangens jest ciaglta, mimo iz jej wykres ma nieskonczenie wiele sktadowych.

Istnieja funkcje, ktore nie sg cigglte w zadnym punkcie swojej dziedziny;
sztandarowym przykladem jest funkcja Dirichleta, ktéra przyjmuje wartosé 0
dla wszystkich argumentéw wymiernych i 1 dla wszystkich niewymiernych.

Funkcje ciagle sa bohaterami wielu waznych twierdzen matematycznych. Jedno
z nich orzeka, ze funkcja ciagla okreslona na przedziale posiada wlasnosé
Darboux, czyli przyjmuje wszystkie warto$ci posrednie: dla dowolnych a, b
w tym przedziale oraz w lezacego miedzy f(a) i f(b) istnieje ¢ € [a, b], dla ktérego
f(c) = w (rys. 3). Funkcje o wlasnosci Darboux nie musza by¢ jednak ciagle.
Istnieja takie ekstremalne przyktady funkcji, dla ktérych obraz dowolnego
przedziatu jest cala prosta rzeczywista! Taka funkcja oczywiscie spelnia
wlasno$é Darboux i oczywiscie nie moze byé ciagla (dlaczego?). Czytelniku,
czy potrafisz skonstruowaé takiego potwora?

Marta SZUMANSKA



Homeomorfizm

Formalnie: homeomorfizm to
réznowartosciowe przeksztalcenie ciggte
jednej przestrzeni metrycznej na drugg,
ktérego odwrotne przeksztalcenie tez jest
ciggte. Odcinek [0, 7] i pélokrag sa
homeomorficzne, bo jesli

h(t) = (cost,sint), to h ma wszystkie
postulowane wtlasno$ci.

i Zadania

Praygotowal Eukasz BOZYK

Homeomorfizmy to przeksztalcenia zachowujace rézne wlasnosci zbioréow
(obiektéw geometrycznych). Znaczy to, ze pewne cechy obiektu sa zachowywane
przy ,$ciskaniu” lub ,rozciaganiu”, bez sklejania lub rozcinania, dziurawienia itp.
Kule (np. zrobiong z plasteliny) mozna w ten sposéb przeksztalcié¢ w szescian,
wiec kula i szescian sa homeomorficzne. Kula nie jest homeomorficzna

z tréjkatem (bo jest za chudy) ani preclem. Za to precel jest homeomorficzny

z kubkiem:

. ~
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Zbidr liczb niewymiernych (ze zwykla metryka o(z,y) = |x — y|) 1 zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych nie sa homeomorficzne. Prosta to jeden ,kawalek”, bez
zadnych dziur, w odréznieniu od dziurawego zbioru liczb niewymiernych.
Formalnie: funkcja ciagla okreélona na zbiorze liczb rzeczywistych, przyjmujaca
wartoéé v/2 i wartosé v/5 musi tez przyjaé wartodé 2 € (\/5, \/g), ktora liczba
niewymierna nie jest.

Roéwniez zbiér liczb wymiernych i zbiér liczb niewymiernych nie sa
homeomorficzne cho¢ oba maja nieskonczenie wiele ,,dziur” — nie sa réwnoliczne.

Na zakonczenie zadanie. Przyjmijmy, ze ksztalty
obok sa wykonane z dowolnie Scisliwej plasteliny.
Nalezy znalez¢ takie jej rozciaganie i Sciskanie
(bez rozcinania i sklejania ani zaklejania
otwor6w), ktére z jednego ksztaltu pozwoli
otrzyma¢ drugi. OdpowiedZ mozna znalezé

w Deltoidzie 25 (,Zabawy z plastelina”, Al;)
dostepnym na stronie Delty.

Michat KRYCH
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1597. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja réwnos¢ F 973. Ze stacji kosmicznej wyrzucono dwa nieszczelne
(a +Va2 + 1) (b + M) -1 pojemniki z tlenem. Pojemniki maja réwne pojemnosci,

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci sumy a + b.

Rozwiazanie na str. 12

ale w pierwszym z nich temperatura i cisSnienie resztek
gazu sa dwa razy wigksze niz w drugim. Resztki tlenu
ulatniajg si¢ przez tak samo niedomknigte zawory

M 1598. Roézne niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ (pozostawiaja takie same otwory w pojemnikach). Jaki

spetniaja réwnosci

1 1
a2+ =0+ =
a b

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b + c.

Rozwiazanie na str. 22

1
62-1—7.
c

jest stosunek szybkosci utraty gazu z tych pojemnikéw?
Rozwiazanie na str. 18

F 974. W 1819 roku Pierre Louis Dulong i Alexis
Therese Petit na podstawie pomiaréw stwierdzili,
ze molowe ciepta wlasciwe ¢, pierwiastkéw w stanie

M 1599. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza stalym sa w przyblizeniu réwne ¢, ~ 3R, gdzie

oraz f(r) = 2% + z + p. Przypuéémy, ze liczba f(x) jest R ~ 8,314 J/(mol-K) oznacza stala gazowa. Jak mozna
pierwsza dla kazdej dodatniej liczby catkowitej x nie wyjasnié¢ te prawidlowo$é (prawo Dulonga—Petita)?
wigkszej od +/p/3. Wykazaé, ze liczba f(z) jest pierwsza Uog6lnij to prawo na przypadek zwiazkéw chemicznych
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej x nie wiekszej i na tej podstawie wyznacz przyblizona warto$é

od p—2. molowego ciepta wlasciwego tlenku zelaza FeO.

Rozwiazanie na str. 15

Rozwiazanie na str. 2



(Geometria rzutowa
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QyPrzytoczony opis pochodzi z ksiazki
»Femme fatale. Trzy opowiesci o krélowej
nauk” Witolda Sadowskiego.

Szersze omdéwienie mozna znalezé
w ksigzce ,,Co to jest matematyka?”
Richarda Couranta i Herberta Robbinsa.

Czyli plaszczyzne rzutowg mozna traktowad jak

zwykla plaszczyzne, do ktorej dotaczono punkty

w nieskoniczonos$ci. Nieco formalniej: rozwazmy
plaszczyzne z = 0 (czyli wszystkie punkty postaci (x,y,0))
i oznaczmy ja przez m. Punkt S =

plaszczyzna.

Kazdy punkt plaszczyzny 7 utozsamimy z prosta
przechodzaca przez ten punkt i punkt S. Jasne

jest, ze nie wykorzystaliSmy wszystkich prostych
przechodzacych przez S — a mianowicie prostych
réwnoleglych do plaszczyzny w. Zauwazmy jeszcze,
ze punktom prostej ¢ lezacej na m odpowiadaja te
proste przechodzace przez punkt S, ktére leza na
plaszczyZnie wyznaczonej przez punkt S i prosta /.
Niewykorzystana prosta to prosta przechodzaca
przez S i rownolegla do ¢ — nazwiemy ja punktem

w nieskoniczonos$ci prostej £ i oznaczymy przez oo .
W takim razie prostym réownoleglym {1, {s lezacym
na m odpowiada ta sama prosta ¢, przechodzaca
przez S. Proste réwnolegle (staly sie plaszczyznami)
przecinaja sie teraz w nieskonczonosci wzdtuz prostej .
Plaszczyzna rzutowa moze byé potraktowana jako
zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez S.

,Geometria rzutowa to dzial matematyki zajmujacy sie¢ opisem tego, co nie
zmienia si¢ w figurach geometrycznych, gdy patrzymy na nie z réznych punktow
widzenia. Innymi stowy: zrébmy zdjecia figury z réznych stron i badajmy

tylko to, co jest wspélne dla wszystkich zdje¢. Spogladajac z réznych stron na
przyklad na boisko pilkarskie, mozemy stwierdzié, ze raz wydaje nam sie blizej
nieokreslonym czworokatem, raz trapezem, a z lotu ptaka — prostokatem.

Skoro odlegloéci ani réwnoleglo$é prostych nie zostaja zachowane dla réznych
zdjeé, to, jak tatwo sie domyéli¢, w geometrii rzutowej nie ma miejsca dla
twierdzenia Talesa ani Pitagorasa. Z drugiej strony, widzimy, ze proste pozostaja
prostymi, a punkty punktami. A zatem wtasnie o prostych, punktach i ich
polozeniu méwi geometria rzutowa.

Wydawaé by sie moglo, ze plaszczyzna rzutowa nie powinna istotnie réznié

sie¢ od euklidesowej. Aby si¢ przekonaé, czy tak jest w istocie, powréémy na
boisko piltkarskie. Spéjrzmy na zdjecie, na ktérym wyglada ono jak trapez.

7 tatwoscia spostrzezemy, ze przedluzenia linii bocznych boiska przecinaja sie
w jednym punkcie. Spéjrzmy teraz na zdjecie z lotu ptaka. Tutaj przedluzenia
linii bocznych. .. wcale si¢ nie przecinaja. Nie mozna jednak sensownie mowié

o polozeniu prostych, jesli nie da sie stwierdzi¢, czy sie przecinaja, czy nie.
Jedyne rozsadne rozwiazanie to dodanie do ptaszczyzny tzw. punktow horyzontu.
Jest to zupelnie naturalne wlaénie dla naszej geometrii widzenia: przeciez idac
torami kolejowymi, widzimy, ze szyny lacza sie¢ w jednym punkcie na horyzoncie.
Teraz juz mozemy spokojnie powiedzie¢, ze takze na zdjeciu z lotu ptaka

linie boczne boiska przecinaja sie. No tak, ale powinny przeciez przecinac sie

w jednym punkcie, tak samo jak na zdjeciu z trapezem. Znéw jedyne rozsadne
rozwiazanie to utozsamienie dwéch przeciwlegtych punktéw horyzontu, ktore od
tej pory traktowaé bedziemy jako jeden punkt. W ten sposéb zakonczylismy
konstrukcje plaszczyzny rzutowej. (Nalezy jeszcze uzupelnié, ze punkty
horyzontu leza na jednej prostej, ktéra trzeba dodaé).”

Kazda prosta przechodzaca przez punkt (0,0, 0) przebija
opisana sfer¢ w dwdch punktach. Jesli jednym z nich
jest (a, b, ¢), to drugim jest (—a, —b, —c). Mozna sie
przekonaé, ze ¢(x,y,z) = ¢(&, 7, 2) wtedy i tylko wtedy,
gdy (z,y,2) = (2,9, 2) albo (—z, —y, —2) = (Z,7, 2).
Mozna wigc utozsami¢ prosta przechodzaca przez punkty
(0,0,0) oraz (z,y,z) z punktem ¢(x,y, z) (lezacym

w czterowymiarowej przestrzeni). Niech zbiér A sklada
sie z tych punktéw sfery, ktorych wspétrzedne spelniaja
warunki: |z] < % iy >0, a Ay z tych punktéw zbioru A,
dla ktérych y > 0. Na zbiorze Ag przeksztalcenie ¢ jest
réznowartosciowe. Natomiast ¢(—z,0, —z) = ¢(z, 0, 2),
wiec przeksztalcenie ¢ przeksztalca punkty (—z,0 — z)
i(z,0,z) na ten sam punkt (skleja je). Przeksztalcenie ¢
skleja ,koncowe” punkty pasa A z ,przekreceniem”.
Powstaly twor to wstega Mobiusa. Jej brzeg to jedna
linia (dzieki ,,przekreceniu”). Przeksztalcenie ¢
odwzorowuje zbiér A oraz zbidr ztozony ze wszystkich
punktéw sfery, dla ktérych |z| < 1, na ten sam zbiér.
Zbiér tych punktéw sfery, dla ktoérych z > %, mozna

w naturalny sposéb utozsamié z kotem. Mozemy wiec
powiedzieé, ze plaszczyzna rzutowa powstaje przez
sklejenie brzegami kola ze wstega Mobiusa.

(0,0, 1) lezy nad ta

Rozsadnie jest okresli¢ odlegtos¢ punktéw, czyli prostych
przechodzacych przez S, jako kat miedzy tymi prostymi.

Mozna plaszczyzne rzutowa opisaé inaczej: rozpatrzmy
przeksztatcenie ¢(x,y, 2) = (vy, yz, zz, 2% — y?)

(z przestrzeni R® w R*), ktére ograniczymy jedynie

do punktéw sfery o promieniu 1 i §rodku (0, 0,0)

— wiec punktéw, dla ktérych a2 4+ y2 + 22 = 1.
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W artykutach ,Dobble” (AYy) oraz ,Naprawde

ciekawa gra” (A},) mozna przeczytaé o przyjemnym
zastosowaniu plaszczyzny rzutowej, a jeszcze wiecej

w ,,Czy widzial ktoé plaszezyzne rzutowa?” (AY,).
Wszystkie wspomniane artykuly mozna znalezé na naszej
stronie www.deltami.edu.pl.

Michat KRYCH



Przestrzen metryczna

Jezeli kazdej parze elementéw danego zbioru (nazwijmy go M) przypiszemy

odleglo$é, zwana takze metrykq (oznaczamy ja przez p), to powstanie
przestrzen metryczna (M, p).

Zauwazmy, ze w otaczajacym nas Swiecie spotykamy inne sposoby mierzenia
odleglosci niz sugerowany przez Euklidesa. Faktyczna odleglosé, jaka

ziemskiej.

Odleglo$¢ przypisana kazdej parze elementéw ze
zbioru M nie moze by¢ bylejaka, musi spetniaé
nastepujace warunki:

A. o(a,b) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b,

B. o(a,b) = o(b,a) > 0 dla dowolnych punktéw a,b € M
(symetria),

C. o(a,b) + o(b,c) = o(a,c) dla dowolnych punktéw
a,b,c € M (nieréwno$é tréjkgta).

Postulaty te sa dosy¢ naturalne: odlegltos¢ miedzy a i b

wynosi zero tylko wtedy, gdy a, b sg réwne; odlegtosé od a

do b jest réwna odlegtosci od b do a; odlegtosé od a do ¢

nie jest wieksza od sumy odleglosci od @ do biod b do c.

Przyktady przestrzeni metrycznych:

1. M to zbior liczb rzeczywistych, a odlegtosé dwoch
liczb to wartosé bezwzgledna ich réznicy.

2. M to zbiér punktow plaszczyzny, a metryka
o((z1,01), (w2,92)) = /(1 — 22)% + (1 — y2)?, cayli
szwykla” (Euklidesowa) odleglo$é. Nazwa ,nieréwnosé
trojkata” w tym wypadku oznacza, ze suma dwéch
bokdéw tréjkata jest nie mniejsza od trzeciego boku
(mimo ze w przypadku réwnoéci trudno méwié
o tréjkacie).

3. M to zbiér punktéw plaszczyzny oraz
o((z1,91), (22, 92)) = [x1 — 2| + [y1 — 12| To taw.
metryka miejska. Przemieszczajac sie z punktu
(z1,y1) do punktu (z2,y2) w miedcie, w ktérym kazde
dwie ulice sa albo réwnolegle, albo prostopadte,
przebywamy w jednym kierunku droge |x1 — x2],

a w prostopadlym |y; — ya|. Calkowita odleglosé to
suma dlugosci tych tras. Przyktadowe najkrétsze
trasy miedzy punktem A i B, w tej wlasnie metryce,
zostaly przedstawione na rysunku przerywana linia.

4. M to zbiér punktéw plaszczyzny, a
o((z1,91), (22, 92)) = max(|z1 — @2, [y1 — yal)-

5. Podzbiér dowolnej przestrzeni metrycznej jest
przestrzenig metryczna — mnostwo przyktadéw za
darmo.

6. Przestrzenia metryczna jest wstega Mobiusa (jako
podzbidr przestrzeni tréjwymiarowej), na ktérej

trzeba pokonaé¢ w miescie z punktu A do B, na ogél ma niewiele wspé6lnego

z odcinkiem laczacym te punkty (na rysunku obok szare kwadraty mozna
postrzegaé jak budynki, a biala przestrzen to ulice miedzy nimi). Nawet
podrézujac samolotem, nie przemieszczamy sie nigdy po najkrétszej trasie

— nie istniejg podziemne miedzykontynentalne tunele. Dodatkowo piloci sa
zobowiazani do poruszania sie tzw. korytarzami, a nie np. wzdluz okregu
przechodzacego przez Warszawe i Nowy York, ktérego srodkiem jest érodek kuli

mozna zdefiniowaé¢ wiele sposobéw mierzenia
odleglosci. Metryka miedzy punktami na tej wstedze
moze byé¢ np. dtugosé najkrétszej (w zwyklym sensie)
trasy miedzy nimi, poprowadzonej po powierzchni tej
wstegi.

7. Niech M bedzie dowolnym zbiorem. Przyjmujac, ze
odleglos¢ punktu od siebie réwna jest 0, a odleglosé
réznych punktéw to 1, dostajemy tzw. przestrzen
dyskretng.

8. Niech M oznacza zbiér wszystkich funkcji
ograniczonych o wartosciach rzeczywistych (ktérych
dziedzing jest X). Odlegloéé o(f, g) miedzy
funkcjami f i g definiujemy jako najmniejsze
ograniczenie gérne (kres gérny) zbioru zlozonego ze
wszystkich liczb postaci |f(z) — g(x)], gdzie x € X.
Np. niech X = [-3,3], wtedy o(x? + 1,22) =1,
oz +3,2—2)=5, o(z?,x —2) = 14.

9. Niech M oznacza zbiér ztozony ze wszystkich funkcji
ciaglych na przedziale [a, b], ktérych warto$ciami sa
liczby rzeczywiste. Definiujemy metryke o(f, g) jako
pole powierzchni |f — g| nad przedzialem [a, b].

7 799

W gérach ,odlegltosé” podaje si¢ zazwyczaj jako
przewidywany czas przejécia trasy — 500 metrow
spaceru po ptaskim jest duzo ,,blizej” niz 500 metréw
spaceru pod gore. Zauwazmy, ze taka gorska odleglosé
nie definiuje metryki. Nie jest prawda, ze wejécie na
Gubaléwke zajmie nam tyle samo czasu, co zejscie z niej
ta sama trasa (nie zachodzi warunek B).

Metryki z punktéw 2, 3, 4 sa réwnowazne, co oznacza,
ze stwierdzenie lim o(pn,p) = 0 nie zalezy od tego,
n— oo

ktora z nich mamy na mysli. To samo dotyczy
analogicznie zdefiniowanych metryk w przestrzeniach
wielowymiarowych. Jesli rozwazymy metryki z punktow
8 19 w zbiorze funkcji ciagltych na przedziale [0, 2],

to jest juz inaczej. Niech f,,(z) = nx, gdy 0 < z < %,
fa(z) =2—nax, gdy £ <z <2, oraz f,(z) =0, gdy

% < z £ 2. Mamy o(fn,0) = % — to pole tréjkata

o wysokosci 1 i podstawie %

Stad wynika, ze w sensie metryki z przykladu 9. granica ciagu (f,) jest
funkcja tozsamosciowo réwna 0. Natomiast odlegloscia funkcji f,, od funkcji
tozsamo$ciowo réwnej zero w sensie metryki z przyktadu 8. jest liczba 1, wiec
ciag (f,) nie jest zbiezny do funkcji zerowej wzgledem tej metryki. Mozna
wykazaé, ze w tej przestrzeni ciag (f,) granicy w ogdle nie ma.
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Zbiér domkniety
i zbior otwarty

G

Rozwazmy podzbiér plaszczyzny ze
zwykla metryka euklidesowa. Zbiér E jest
otwarty (przerywana linia nie nalezy do
tego zbioru) — dla kazdego punktu z tego
zbioru mozna dobraé¢ odpowiedni promien
tak, zeby kula w tym punkcie w catosci
byta zawarta w zbiorze E. Zbiér D nie
jest otwarty (zawiera punkty na brzegu) —
kula o $rodku na brzegu tego zbioru

i dodatnim promieniu nie bedzie zawarta
z tym zbiorze.

Rozwazmy przestrzen Y skladajacy sie

z punktéw prostej rzeczywistej

o wspélrzednych %, dla kazdej liczby
naturalnej n. Odlegto$é miedzy punktami
% i % to po prostu modul ich réznicy
% — %\ Ta przestrzeri, mimo ze
odlegtosci miedzy jej punktami sa
dowolnie male, takze jest dyskretna. Dla
dowolnego punktu % kula o $rodku w %
i promieniu mniejszym od 71L — ﬁ nie
zawiera punktéw przestrzeni Y, poza
$rodkiem kuli, czyli punktem %

Niech (X, p1), (X, p2) beda przestrzeniami
metrycznymi. Metryki pi, p2 nazywa sie
réwnowaznymi, jezeli granice dowolnych
ciaggoéw sa identyczne z uzyciem obu tych
metryk.

W przestrzeniach metrycznych prawdziwe sa rézne twierdzenia o ciagach
zbieznych i funkcjach cigglych. Mozna je dowodzié tylko raz, zamiast w kazdym
przypadku osobno. W istocie rzeczy nie zostaly one wymyslone, lecz odkryte.
Pojawialy sie w dowodach réznych twierdzen, np. o istnieniu rozwiazan réwnan
algebraicznych, funkcyjnych, rézniczkowych — i w konicu podano definicje ogdlna.

Przestrzeniami metrycznymi sa takze butelka Kleina, przestrzenie rzutowe,
przestrzenie Lobaczewskiego i wiele, wiele innych.

Michal KRYCH

Przypuéémy, ze (X, p) jest przestrzeniq metryczng, czyli zbiorem X, w ktérym
mozemy mierzy¢ odlegltosé miedzy punktami tego zbioru. W przestrzeni
metrycznej mozemy zdefiniowaé pojecie zbioru otwartego i domknietego.
Zacznijmy od przykltadu podzbioréw plaszczyzny ze zwykla, szkolng metryka
euklidesowa. Rozwazmy trzy podzbiory: A = {(z,y) € R?: 22 +¢y* < 1},
B={(x,y) eR%: 22 +y2 < 1},C = {(x,y) € R%: 22 +y2 < 1} \ {(0,0)}.

Widzimy, ze zbiér A rézni sie od zbioréw B i C tym, ze ,nic nie brakuje na
brzegu”. Udcidlenie ,niczego nie brakuje” jest nastepujace: jezeli ciag punktéw
p1,D2,- .. zbioru A jest zbiezny do punktu p plaszczyzny, to punkt p rowniez
nalezy do zbioru A. Zbiory B i C nie maja tej wlasnosci. W zbiorze C' na
przyklad ciag punktéw (1,0),(3,0),...,(L,0),... jest zbiezny do punktu (0,0),
ale ten do zbioru C' nie nalezy. W przypadku zbioru B kazdy punkt plaszczyzny
nalezacy do okregu {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} jest granicg pewnego zbieznego
ciggu punktéw zbioru B, ale do zbioru B nie nalezy. Powiemy, ze zbiér A jest
domkniety, a zbiory B i C domkniete nie s3.

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze podzbiér
U C X jest domkniety w przestrzeni X, jezeli dla kazdego zbieznego ciagu
punktéw zbioru U jego granica takze nalezy do U.

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze podzbiér
U C X jest otwarty w przestrzeni X, jezeli zbiér X \ U jest domkniety.

W powyzszym przykladzie zbiér A jest domkniety, ale nie jest otwarty, zbiér B
nie jest domkniety, ale jest otwarty, za$ zbidr C nie jest ani otwarty, ani
domkniety na plaszczyznie euklidesowe;j.

W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, p) mozemy zdefiniowaé pojecie

kuli o érodku w punkcie z i promieniu r — jest to po prostu zbiér punktéw
przestrzeni X odleglych od x o $écidle mniej niz r. Zauwazmy, ze podzbiér U C X
przestrzeni metrycznej (X, p) jest otwarty, jezeli dla kazdego punktu x € U
istnieje takie r, ze kula o Srodku w punkcie z i promieniu 7 jest zawarta w U.

Rozwazmy jeszcze nastepujace dwa przyktady. Niech X bedzie zbiorem punktéw
plaszczyzny o obu wspdlrzednych catkowitych. Na zbiorze X rozwazmy metryke
euklidesowa. Zauwazmy, ze w tej przestrzeni metrycznej dowolne dwa punkty
sa odleglte co najmniej o 1, a wiec ciagi zbiezne to takie, ktére sg state od
pewnego miejsca. Wynika z tego, ze kazdy podzbidr tej przestrzeni metrycznej
jest domkniety, zatem kazdy podzbidr jest tez otwarty. Przestrzen metryczna

o tej wlasnosci, ze kazdy jej podzbiér jest domkniety lub réwnowaznie kazdy
jest otwarty, nazywa sie dyskretna. W przestrzeni dyskretnej w szczegolnoéci
kazdy jednopunktowy podzbior jest otwarty — dla kazdego punktu mozemy wiec
znalez¢ taka kule, ze nie ma w niej punktéw innych niz jej $rodek. Stad nazwa
tej przestrzeni: mozemy zartobliwie powiedzie¢, ze kazdy punkt przestrzeni ma
zapewniona dyskrecje — nie ma dowolnie bliskich sasiadow.

Na koniec zauwazmy, ze jezeli p i p’ sa réwnowaznymi metrykami na zbiorze X,
to rodziny domknietych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, p) i (X, p’)

sa te same. Ta uwaga sugeruje, ze pojecie domknigtosci i otwartosci zalezy

od struktury ogdélniejszej od metryki — tak jest w istocie, ale to juz jest inna
opowies¢.

Agnieszka BOJANOWSKA



Poslowie:
Zbior, ktéry nie jest

domkniety
AL A A
B B B

Optymalne trasy z punktu A do B, gdy
wiatr wieje prosto z B do A przy

dodatkowych zalozeniach opisanych obok.

Kazda z tych tras jest tak samo dobra.

*Do okreslenia tej bliskosci potrzebujemy
pojecia metryki opisanego na stronie 6.
Mozna przyjaé metryke opisang

w punkcie 9. tamtego artykutu.

Geometria rézniczkowa

Rys. 1

Rys. 2

Wyobrazmy sobie, ze przyszlo nam zeglowaé po jeziorze pod wiatr. Oczywiscie
nierozsadnie jest ustawi¢ sie dziobem zaglowki w strone wiatru — wtedy na
pewno nie poplyniemy we wladciwg strone — ale jak pokazuje teoria (i praktyka),
rozwiazaniem jest konsekwentne halsowanie (tj. zeglowanie zygzakiem) pod
odpowiednim katem do wiatru. Ten kat zalezy od wielu czynnikéw (m.in.
konstrukeji zagléwki) i nie bedziemy si¢ zajmowaé jego wyznaczeniem.
Zaktadajac, ze nasza 16dzZ jest niesamowicie zwrotna, a my — wytrawni
zeglarze — potrafimy ja obstuzy¢ tak, ze zwroty nie zabieraja w ogdle czasu

i nie powoduja wytracania predkosci, to optymalng trasa takiego halsowania
jest kazda z linii tamanych przedstawionych na marginesie. Czyli zakladamy,
ze zaglowka plynie stale pod ustalonym katem pod wiatr — tj. tym najlepszym
katem, ktéry pozwala najszybciej doptynaé do celu.

Tym razem ta sama zaglowka znalazta sie¢ na rzece. Rzeka plynie w przeciwnym
kierunku niz wieje wiatr i prad pcha nas w te strone, w ktérag chcemy poptynaé.
Nurt rzeki ma to do siebie, ze na Srodku rzeki jest najsilniejszy, a im blizej
brzegéw, tym stabszy. Ponownie, zeby maksymalnie wykorzystac¢ site wiatru,
bedziemy halsowaé. Z kolei, zeby wykorzystaé sprzyjajacy prad, bedziemy
trzymac sie jak najblizej srodka rzeki.

Zastanowmy sig, jaka trasa sposréd wszystkich tamanych bedzie najlepsza.
Rzecz jasna im blizsza jest ona $rodka, tym lepiej. I nic nie stoi na przeszkodzie,
zebyémy wybrali tamana znajdujaca si¢ dowolnie blisko* érodka tej rzeki.
7Z drugiej strony dla kazdej tamanej trasy zawsze istnieje ,lepsza”, czyli blizsza
grodka. Ale z trzeciej strony nie moze to by¢ po prostu odcinek na srodku rzeki,
bo wtedy zagléwka w ogéle nie skorzysta z sily wiatru (tak jak przy halsowaniu
na jeziorze). Okazuje sie, ze wérdd réznych tamanych nie istnieje najlepsza
w rozwazanym sensie, tj. w zbiorze czego$ ,brakuje”, zbior nie jest domkniety
w zbiorze wszystkich tras pomiedzy punktem A i B.

Kamila £YCZEK

Geometria rézniczkowa zajmuje sie wlasnos$ciami zbioréw opisanych przy
uzyciu funkcji rézniczkowalnych (zwykle wielu zmiennych). Zbiory mozna
opisywaé m.in. przy uzyciu ukltadéw réwnan lub za pomoca parametryzacji.
Na przyktad uktad réwnan
2?2+ y? + 22 =4,

{y2+(z—1)2:1
opisuje w tréjwymiarowej przestrzeni R3 czeié wspdlna sfery o promieniu 2
z walcem obrotowym o promieniu przekroju 1. Ta czeé¢ wspélna jest linig
o ksztalcie 6semki krzyzujacej si¢ ze soba w punkcie, w ktorym walec jest
styczny do sfery (rys. 1). Zbadajmy, jak wyglada ta ésemka (jest to tzw. krzywa
Vivianiego) w okolicy tego skrzyzowania. W tym celu opiszmy ja parametrycznie
jako droge przebyta przez punkt o wspoéirzednych

p(t) = (2sint,sin 2¢,1 4+ cos 2t),t € R.

Dwa kolejne przejscia przez wierzchotek nastepuja dla ¢t = 0 oraz dla t = 7.
Rozpatrzmy wektor predkosci

p'(t) = [2cost, 2 cos 2t, —2 sin 2t]
poruszajacego sie punktu w chwili ¢. Poniewaz p’(0) = [2,2,0] i p/(7) = [-2,2,0],
widzimy, ze wedrujacy po ésemce punkt przechodzi przez wierzcholek pod katem
7/4 do osi walca, raz z jednej, raz z drugiej strony; zatem 6semka krzyzuje sie
ze sobg w wierzchotku pod katem prostym. Czytelniku, sprébuj obliczy¢ kat
przeciecia w désemce wyznaczonej przez walec o innym promieniu.

Pochodna parametryzacji p’(t) jest wektorem predkosci, druga pochodna p”(t)
to wektor przyspieszenia. W sytuacji, gdy punkt porusza si¢ wzdtuz krzywej

z szybko$cig réwna 1 (czyli dlugosé wektora p'(t) jest réwna 1), punkt nie
zwalnia i nie przyspiesza, wigc jego wektor przyspieszenia p”(t) jest prostopadty
do wektora predkosci i opisuje zmiane jego kierunku (rys. 2). Dlugoéé wektora
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Rys. 3

Rys. 4

przyspieszenia nazywa sie wtedy krzywizng danej krzywej w punkcie p(t).
Im ta dlugo$é jest wieksza, tym ostrzej krzywa zakreca. Linia prosta ma

w kazdym punkcie zerowa krzywizne, a okrag ma w kazdym punkcie krzywizne
rowng odwrotnosci promienia.

Rozpatrzmy teraz powierzchnie M w przestrzeni tréjwymiarowej R3

i punkt m na niej oraz wybierzmy wektor N prostopadly do M w punkcie m.
Dysponujac pojeciem krzywizny krzywej, mozemy zdefiniowaé krzywizne
powierzchni. Mianowicie, mozemy rozpatrzy¢ wszystkie przekroje powierzchni M
plaszczyznami zawierajacymi punkt m i wektor N. Dla kazdego z tych
przekrojéw mozemy obliczy¢ jego krzywizne w punkcie m oraz przypisaé jej
znak plus, jedli jej wektor przyspieszenia jest skierowany zgodnie z N, oraz
znak minus w przeciwnym przypadku (rys. 3). Okazuje sig, ze gdy bedziemy
obracaé plaszczyzne przekroju wokdél wektora N, to krzywizna przekroju
bedzie sie zmienia¢ miedzy dwiema skrajnymi warto$ciami (nosza one nazwe
krzywizn gléwnych). lloczyn tych dwéch krzywizn nazywa sie krzywizna
Gaussa powierzchni w punkcie m. Na przyklad krzywizna Gaussa walca

w dowolnym punkcie jest réwna 0, a krzywizna sfery o promieniu r jest

réwna 1/r2. Krzywizna Gaussa ma ciekawa wlasnoéé (udowodniong przez
Carla Gaussa): nie zmienia swojej wartosci przy przeksztalceniu powierzchni
zachowujacym dlugoéci krzywych lezacych na tej powierzchni. Oznacza to na
przyklad, ze sfery (po rozcigciu) nie da sie bez zmiany odleglodci przeksztalcié
na kawalek ptaszczyzny. Carl Gauss byl tak dumny ze swojego twierdzenia, ze
nadal mu nazwe theorema egregium (twierdzenie chwalebne).

Do opisu krzywych wystarcza jeden parametr, do opisu powierzchni potrzeba
dwdéch parametréw. Na przyktad poltozenie punktu na sferze o srodku

w punkcie (0,0,0) i promieniu r mozna opisa¢ parametrycznie za pomoca
dwéch parametréw (dlugosdci geograficznej ¢ i szerokosci geograficznej 6,
wzorem p(¢, 0) = (r cosf cos ¢, r cosOsin ¢, rsin b)), jednak zadnemu z biegunéw
(0,0,7) oraz (0,0, —r) nie da sie przypisaé¢ jednoznacznie pary wspolrzednych.
Mozna sparametryzowacé sfere bez jednego punktu za pomoca tzw. rzutu
stereograficznego (w biegunie (0,0, r) zapalamy zaréwke, a kazdy punkt sfery
rzuca cien na plaszezyzne styczna do sfery w przeciwnym biegunie (0,0, —r),
rys. 4). Calej sfery jedna parametryzacja objaé sie nie da.

Uogdlnieniem krzywych i powierzchni sa rozmaitosci rézniczkowe dowolnego
wymiaru, ktére lokalnie wygladaja jak przestrzen R", ale nie musza by¢ zawarte
w zadnej konkretnej przestrzeni R™. Rozmaitos¢ rézniczkowa wymiaru n
to zbiér pokryty podzbiorami Uy, z ktérych kazdy posiada parametryzacje
f;j + V; = U; za pomocy funkcji rézniczkowalnej n zmiennych okreslona na
otwartym podzbiorze V; przestrzeni R™ (rys. 5). Przy tym parametryzacje
nachodzacych na siebie podzbioréw U;, U; powinny by¢ zgodne w tym sensie,
7e przeksztalcenie f; ! o fi: fjfl(Ui NU;) = fi(U;NUj) jest zadane funkcjami
rozniczkowalnymi. Na przyklad dla sfery S mozna jako kawalki U; wybra¢ szesé
potsfer opisanych nieréwno$ciami

Uy ={(z,y,2) € S: 2z >0}, Us = {(z,y,2) € S: 2z <0},

U3:{(I7yvz)65:y>0}, U4:{<$7y,Z)GSIy<0}7

Us ={(z,y,2) € S:z> 0}, Us ={(z,y,2) € S:2<0},
a jako ich parametryzacje przyjaé¢ rzuty wzdtuz odpowiednich osi, np.

fi:Vi={(y,2) eR?*: 92+ 22 <r?} = U,
okresli¢ wzorem
fily,2) = (V2 —y? — 2%y, 2).

Roéwnie dobrze mozna uzyé dwdch parametryzacji sferycznych lub dwéch rzutéw
stereograficznych. Takie podejscie daje szersze mozliwoéci. Na przyktad za
pomocy powyzszej konstrukeji zastosowanej do trzech podzbioréw U; mozna
opisaé plaszczyzne rzutowa, ktéra nie jest powierzchnia orientowalng (zawiera

wstege Mobiusa).
Jerzy KONARSKI



Przestrzen spdjna

a)

b)

C)OOO D

Rysunek c¢) przedstawia niespéjny
podzbiér R? (z metryka euklidesowa).

Przestrzen metryczna dyskretna (opisana
na stronie 7), ktéra ma wigcej niz jeden
punkt, nie jest spéjna. Kazde dwa
rozlagczne, niepuste podzbiory sa jej
rozkladem na kawalki. Mozna powiedzieé
nawet wiecej — przestrzen dyskretna
rozpada si¢ na jednopunktowe kawatki —
jak szyba samochodu po powaznej kolizji.

Definicja. Przeksztalcenie

f:(X,p) = (Y,p) jest ciagle, jezeli dla
kazdego ciaggu x1, x2,... punktéw
przestrzeni X, zbieznego w metryce p do
punktu z¢ cigg punktéw f(z1), f(z2),...
przestrzeni Y jest zbiezny w metryce p’
do punktu f(zo).

Twierdzenie. Jezeli f: (X, p) = (Y,p)
jest przeksztalceniem cigglym, za$ (X, p)
przestrzeniq spéjng, to obraz f(X) jest
przestrzeniq spéjng w metryce p’.
Whioskiem z tego twierdzenia jest
wlasnosé Darboux funkcji cigglych
opisana na stronie 3.

I3 |12 Iy

I

Pojecie spdjnosci przestrzeni metrycznej to uscislenie intuicji, ze przestrzen jest
W jednym kawalku”.

Definicja. Przestrzenn metryczna (X, p) jest spdjna, jezeli nie istnieja niepuste
domkniete podzbiory A i B takie, ze ich cze$é wspélna jest zbiorem pustym AN B = (),
za$ ich suma jest calg przestrzenia AU B = X.

Zbiory A i B to sa wlasnie te ,kawalki”, na ktére rozpada sie¢ przestrzen X. Zauwazmy,
ze gdy przestrzen nie jest spdjna i jest suma swoich niepustych, domknietych
i roztacznych podzbioréw, to kazdy z tych podzbioréw jest takze otwarty.

Przyklad 1. Zbiér liczb wymiernych Q na prostej z metryka p(z,y) = |z — y| nie jest
spéjny, bowiem mozna go przedstawié w postaci sumy

Q={q€eQ:q¢<V2}U{qeQ:q>V2}

Przyktad 2. Podobnie zbior liczb niewymiernych nie jest spéjny, bo mozna go
przedstawié na przykiad w postaci

R\Q={zeR\Q: z2<0}U{zx e R\Q: = > 0}.
Bardzo wazne przyktady przestrzeni spéjnych dostarcza nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Nastepujgce przestrzenie metryczne z metrykg prostej euklidesowej sq
spdjne dla dowolnych a,b € R: odcinek otwarty (a,b), odcinek domkniety [a,b], domkniety
jednostronnie [a,b), (a,b], pélproste [a,+00), (a,+0), (—o0,a), (—o0,a] i cala prosta R.
Sq to jedyne spojne podzbiory prostej euklidesowey.

Jak zachowaja sie¢ przestrzenie spdjne, gdy bedziemy je przeksztatcaé? Jezeli
przeksztatcenie moze zgniataé, rozciagac, ale nie rozrywacé, to z przestrzeni ,,w jednym
kawaltku” otrzymamy rowniez przestrzen w , jednym kawalku”; czyli spdjna.
Przeksztalcenia, ktore nie ,rozrywaja”, nazywamy cigglymi. ,Rozrywanie” to
oderwanie punktu granicznego od ciagu punktéw do niego zbieznego. Definicja
przeksztalcenia cigglego przestrzeni metrycznej znajduje sie na marginesie.

Rozwazmy teraz odcinek [0, 1] ze zwykla metryka. Jezeli na punkty tego odcinka
bedziemy patrzeé¢ jak na czas, to na przeksztalcenie odcinka w przestrzen X mozemy
patrze¢ jak na szlak przebyty w czasie od 0 do 1 w przestrzeni X. Jezeli X jest
przestrzenia metryczng z metryka p, a przeksztalcenie jest ciagte, to méwimy, ze mamy
droge w przestrzeni metrycznej (X, p). Obraz 0 jest poczatkiem, a obraz 1 konicem tej
drogi. Przestrzenie, w ktérych od jednego do drugiego punktu mozemy przejsé pewna
droga, sa tak wazne, ze majg swojg nazwe.

Definicja. Przestrzen metryczna (X, p) nazywa sie tukowo spdjna, jezeli dla
dowolnych punktéw x,y € X istnieje droga o poczatku w punkcie z i konicu w punkcie y.

Niech (X, p) bedzie podzbiorem plaszczyzny ze zwykla metryka euklidesowa. Mozemy
powiedzie¢ w pewnym uproszczeniu, ze podzbiér ten jest tukowo spdjny, jezeli dla
kazdych dwdéch jego punktéw mozna narysowaé, nie odrywajac otéwka od papieru,
krzywa laczaca je i zawarta w X.

Obraz drogi jest przestrzenia spdjna i nietrudno sie domyslié, ze prawdziwe jest
twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli przestrzeri metryczna (X, p) jest tukowo spdjna, to jest spdjna.

To twierdzenie nietrudno uzasadnié. Jezeli bowiem A U B = X bytoby rozkladem
przestrzeni X na dwa ,kawaltki”, to weZmy punkt z € A oraz y € B. Wiemy, ze istnieje
droga o poczatku w punkcie x i koicu w punkcie y. Ale rozktad X na roztaczne

i niepuste domkniete podzbiory A i B dawalby rozklad obrazu drogi od = do y, co
jest niemozliwe, bo obraz drogi jest przestrzenia spdjna.

Nie kazda przestrzen spdjna jest tukowo spdjna. Rozwazmy przyklad podzbioru
plaszczyzny, ktéry jest jakby grzebieniem o nieskoriczenie wielu zebach zbiegajacych
do granicznego zeba. Tego granicznego zeba jednak brakuje — jest tylko jego kawatek
(oznaczony na rysunku litera J), nieprzymocowany do grzebienia. Cala przestrzer
jest jednak spéjna — ten kawalek nie odpadnie, choé¢ nie ma drogi, ktéra taczy punkt
odcinka J z jakimkolwiek punktem grzebienia, ktéry do odcinka J nie nalezy. To jest
jakby spdjnoé¢ ,na magnes”. Magnes tworza zbiezne ciagi, ktére ,przyciagaja” swoja
granice.

Jeszcze lepiej zjawisko to ilustruje spdjna przestrzen, przypominajaca znak polskiego
lotnictwa, powstala z nieskonczenie wielu patyczkéw (patrz obok).

Agnieszka BOJANOWSKA
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Grupa

Jesli X = {1,...,n}, to Sx jest zbiorem
permutacji n-elementowego zbioru;
oznaczamy go jako S, .

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy
Wstep do teorit grup Czestawa
Baginskiego.

Te ,naturalne wtasnosci” sprowadzajg si¢

do trzech:

® (91-92) 93 =91 (92 93),

e 9.9 =97 g=1q,

e lg-g=g-1g = g dla wszystkich
91,92,93,9 € G.

Nie wymagamy, by g1 - g2 = g2 - g1-

Faktycznie, juz dla n > 3 istnieja

permutacje g1, g2 € Sn takie, ze

g192 # g291 (czy Czytelnik umie je

znalezé?). Grupy spelniajgce warunek

g192 = g291 dla wszystkich elementéw

g1, g2 hazywamy przemiennymd.

— Jasiu, ile to pieé¢ razy siedem?
— A jaka jest struktura grupy, psze Pani?

Izomorfizm grup G i H to bijekcja

¢: G — H taka, ze zachodzi

(g1 - 92) = ¢(g1) - v(g2) dla wszystkich
g1, 92 € G. Wspomniany izomorfizm

np. dla p = 5 mozna tatwo wskazad: jest
to funkcja ¢: Z4y — ZF zadana wzorem
(i) = 2° mod 5. Konkretniej méwiac:
(0(0), (1), ¢(2), #(3)) = (1,2,4,3).
Liczba 2 zwana jest generatorem

grupy Z;.

Czytelnik Uwazny powinien sprawdzié, ze
{1g} jest podgrupa, i zauwazy¢ analogie
pomiedzy grupami prostymi a liczbami
pierwszymi.

Grupa S35 dziala na wierzchotkach
tréjkata réwnobocznego ABC),
permutujac je. Dziatanie to mozna
utozsamicé z ,,geometrycznym” dziataniem
przez odbicia wzgledem symetralnych
bokéw tréjkata oraz obroty wzgledem
$rodka ciezkosci. Na wierzchotkach tego
tréjkata dziata réwniez na przyktad
grupa Zsz — dziatanie k € Z3 na
wierzchotku = to jego (wspomniany juz)
obrét o kat k- 120°.

Ustalmy zbiér X, np. X ={1,2,...,2019}. Niech Sx oznacza zbiér funkcji
odwracalnych z X w X. Funkcje z Sx mozna sktadaé i odwracaé, nie wychodzac
poza Sx. W zbiorze Sy istnieje tez funkcja identyczno$ciowa. Tytulowe grupy sa
abstrakcyjnym sposobem wyrazenia powyzszych wlasnosci zbioru Sx.

Grupa to zbiér G wraz z dzialaniem mnozZenia, czyli funkcja G x G — G
oznaczang (g1, 92) — g1 - g2, elementem neutralnym 1g € G oraz dzialaniem
odwracania g — ¢~!. Dzialania mnozenia i odwracania oraz element neutralny
sa czeScig definicji grupy i wymagamy, by spelnialy one wszystkie naturalne
wlasnosci z przykladu Sx (patrz margines).

Przyktadowo, zbiér Sy, w ktérym ,,mnozenie” to skladanie funkcji, odwracanie
to odwracanie funkcji, a jedynka to funkcja identyczno$ciowa, jest grupa. Zbiér
R* =R\ {0} ze zwyklym mnozeniem i odwracaniem takze jest grupa, podobnie
zbiér Q* = Q\ {0}. Zbiér Z \ {0} z mnozeniem i dzieleniem nie jest grupa,

bo odwrotnosé liczby catkowitej zwykle nie jest liczba catkowita. Jesli p jest
liczba pierwsza, to zbior Z; = {1,2,...,p— 1} z mnozeniem modulo p jest
grupa, bo z algorytmu Euklidesa wynika, ze dla kazdej liczby a € {1,...,p — 1}
istnieja liczby calkowite r, s takie, ze ar + ps = 1; reszta z dzielenia r przez p
jest odwrotnoscia a. Grupa jest takze zbioér Z, w ktérym ,,mnozenie” to
dodawanie, za$ ,odwrotno$é¢” to a — —a. Podobnie, zbiér Z,, = {0,1,...,n— 1}
z dodawaniem modulo n jest grupa. Notabene, twierdzenie o generatorze

z teorii liczb méwi, ze grupa Z;, jest izomorficzna z grupa Z, .. Wreszcie,
jeszcze bardziej egzotyczne grupy pojawiaja sie w kryptografii (patrz ,Krzywe
eliptyczne w kryptografii”, Afg).

Podgrupa grupy G to podzbiér H C G taki, ze dzialania wykonywane na
elementach z H daja w wyniku element z H. Formalnie méwiac, dla kazdych
hi,he € H zachodzi hy - ho € H oraz hl_1 € H. Jedno z podstawowych twierdzen
teorii grup mowi, ze kazda grupa G jest podgrupa Sx dla odpowiednio duzego
zbioru X. Definicja grupy nie odchodzi wiec zbyt daleko od przyktadu Sx. Jesli
H jest podgrupa G, to zbiér G/H powstaje z G przez utozsamienie elementéw
g i hg dla kazdych g € G, h € H. Prawdziwy jest nastepujacy elegancki wzoér:
|G/H| = |G|/|H]|, a zatem licznos¢ podgrupy jest zawsze dzielnikiem licznosci
grupy.

Specjalng klasa podgrup sa podgrupy normalne. Podgrupa H C G jest
normalna, jeéli zachodzi g - h-¢g~' € H dla kazdych g € G, h € H. Ten dziwaczny
warunek pozwala wprowadzié¢ na zbiorze G/H strukture grupy. W kazdej
grupie G podgrupami normalnymi sa G i {1¢}. Grupy, ktére nie maja innych
podgrup normalnych, nazywane sa prostymi, np. grupa Z, jest prosta (gdyz
rozmiar podgrupy musi by¢ dzielnikiem rozmiaru grupy), a grupa Z nie jest.

W XX wieku sklasyfikowano wszystkie grupy proste. Tworza one 18 ,rodzin”

i 26 ,nieoczekiwanych” grup sporadycznych. Te ostatnie swieca dzis triumfy

w matematycznych modelach teorii strun, w ramach tzw. moonshine theory.

Dlaczego jednak grupy pojawiaja sie w innych gateziach matematyki i fizyki?
Okazuje sie, ze grupy dobrze obrazuja (odwracalne) dzialania na obiektach.
Grupa Sx w naturalny sposob dziala na zbiorze X: je$li wezmiemy element x € X
oraz [ € Sx, to mozemy otrzymac nowy element f(x).

Jak poprzednio, tworzymy z tego abstrakcyjna definicje: dzialanie grupy G
na zbiorze X jest to odwzorowanie G x X — X, zapisywane jako (g,z) — ¢ - x,
takie ze 1g - @ = x oraz (g192) - ¢ = g1 - (g2 - x).

To wlasnie dzialania grup czynia grupy tak interesujacymi i wszechobecnymi
obiektami w matematyce. Zeby zobaczy¢ to lepiej, rozwazmy przypadek, gdy
X ma dodatkowa strukture, np. gdy niektére pary elementéw X potaczymy,
otrzymujac graf I' = (X, E). W tej sytuacji mozemy zadaé nastepujace pytania:

e Ktére elementy g € Sx spelniaja warunek g-I' = I'? Zbiér takich elementéw
nazywamy stabilizatorem I'. Stabilizator jest naturalnie podgrupa Sx.
Oznaczamy go Gr.

e Ktoére grafy mozna otrzymaé z I' przez permutowanie wierzchotkéw? Zbiér
takich graféw nazywamy orbitg I' przy dziataniu G i oznaczamy G - T'.

o Jesli popatrzymy na zbiér M wszystkich mozliwych grafow
o wierzchotkach X, to ile jest orbit? Zbi6r orbit oznaczamy przez M/G.
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Pierscien

W pierécieniu Z jedyne idealy sa postaci
nZ ={n-a | a € Z}. Ideal nZ jest
maksymalny, jesli |n| jest liczbg pierwsza.

Rozwigzanie zadania M 1597.
Zauwazmy, ze

1
at+/a?+1= —— =
Vb2 +1+0b

=1/b2+1-b,

1
b+/2+1l= —uu- =
Va2 +1+a

=vVar+1-a

Dodajac stronami te dwie réwnosci,
uzyskujemy a +b = —(a +b), czyli
a+b=0.

Latwo sprawdzié, ze liczby a, b
spelniajgce zalozenia zadania rzeczywiscie
istnieja (np. a = b = 0), wiec znaleziona
warto$é 0 istotnie jest osiagalna.

Warto sprawdzi¢, ze jedyne grafy ze stabilizatorem rownym Sx to graf pelny
oraz graf pusty. Zachodzi tez réwnanie |Gr|- |G -T'| = |G|. Wynika stad, ze

im wieksza orbita, tym mniejszy stabilizator, a ponadto: liczby |Gr|, |G - T'| sa
dzielnikami G. Znacznie bardziej skomplikowane jest sprawdzenie, ile jest orbit,
czyli ile elementéw ma zbiér M /G. Tym niemniej czasem mozna powiedzieé¢ co$
o orbitach, majac bardzo niewiele danych:

Lemat. Jesli p jest pierwsza, grupa G ma p* elementéw i dziala na zbiorze M,
ktory ma niepodzielng przez p liczbe elementow, to istnieje element staly, tzn.
I' e M taki, ze g-T' =T dla wszystkich g € G.

Dowéd. Faktycznie, M jest suma orbit, a rozmiar kazdej orbity dzieli |G| = p*.
Jedli zadna orbita nie jest jednoelementowa, to rozmiar kazdej jest podzielny

przez p, zatem i | M| jest podzielna przez p. Sprzeczno$é. A wiec istnieje I' takie,
ze G-T ={T}. O

Zamiast graféw mozna podobnie analizowa¢ inne obiekty. Jesli bedziemy patrzeé
na przestrzenie liniowe, to otrzymamy teorie reprezentacji, jesli na ciala (patrz
ponizej), to teorie Galois, itd. Wreszcie, aby lepiej zrozumieé¢ same grupy, warto
badaé¢ dziatania grup na grupach.

Joachim JELISIEJEW

Kolejnym fundamentalnym pojeciem algebraicznym sa pierécienie. Zostaly one
wprowadzone pod koniec XIX wieku z nadzieja na pomoc w udowodnieniu
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Jak wiadomo, zostalo to uczynione dopiero

w 1995 roku, wigc przez dlugi czas nadzieja ta byta plonna.

Modelowym przykladem pierscienia jest zbidr liczb catkowitych Z. Formalnie,
piericien przemienny R to zbiér z dzialaniami dodawania, odejmowania

i mnozenia, przy czym spelnione sa naturalne wtasnoéci: R z dodawaniem

i odejmowaniem jest grupa, jest rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,
a mnozenie jest taczne i przemienne i posiada jedynke.

Inne przyklady pierécieni przemiennych to Q lub R z naturalnymi dzialaniami.
Przyklad z innej polki: jesli X jest przestrzenia metryczna (patrz str. 6) lub
ogdlniej przestrzenia topologiczna, to zbiér C(X,R) wszystkich cigglych funkcji
z X do R jest pierscieniem przemiennym.

Ideal w pierscieniu przemiennym A jest to podgrupa I C A taka, ze a-i € I dla
wszystkich a € A oraz i € I. Ten warunek gwarantuje, ze w zbiorze A/I da sie
sensownie mnozy¢; tzn. ze A/ jest pierscieniem przemiennym. W tym sensie
ideal odpowiada podgrupie normalnej. Ideal I C A jest maksymalny, jesli nie
istnieje ideat J C A taki, ze I C J. Kazde A posiada przynajmniej dwa idealy: A
oraz {0}. Méwimy, ze A jest cialem, jedli nie posiada zadnych innych idealéw,
np. Q, R sa ciatami, lecz Z nie jest cialem.

Jesli X jest przestrzenia topologiczna i € X, to podzbiér

m, = {f € C(X,R)| f(z) =0}
jest idealem maksymalnym. Co wiecej, jesli X jest zwarta przestrzenia (dla
przestrzeni metrycznej zwarto$é oznacza, ze kazdy ciag zawiera podciag zbiezny),
sa to jedyne idealy maksymalne w C(X,R). Zatem jesli kto$ roztargniony
zgubi swojg ulubiong przestrzen topologiczna X, ale bedzie pamietaé, jaki
jest pierscien B funkcji ciaglych na tej przestrzeni, to moze zrekonstruowaé¢ X.
Mianowicie, punktami X beda idealy maksymalne w B, a zbiory domkniete to
zbiory idealéw maksymalnych postaci V(F) = {m | m D E}, gdzie E C B jest
podzbiorem.

W latach piecdziesiatych Alexandre Grothendieck zaproponowal, by te operacje
wodzyskiwania” X z B przeprowadzaé¢ dla dowolnego pierscienia B; niekoniecznie
pochodzacego od X. Doprowadzito to do powstania teorii schematow, ktora
ostatecznie miala wielki udzial m.in. w dowodzie Wielkiego Twierdzenia
Fermata. Po stu latach pierscienie miaty swéj rewanz!

Joachim JELISIEJEW
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Funkcja nieobliczalna

Programowanie to czynnosé dosé
czasochlonna, a takze wymagajaca
pewnej wprawy i podstawowej wiedzy

o technikach programowania. Stad
wiekszo$é komputeréw jest fabrycznie
wyposazana w zestaw podstawowych
programéw, a wiele firm tworzy

i sprzedaje nowe dodatkowe programy dla
chcacych poszerzyé mozliwosci swojego
komputera bez koniecznosci
samodzielnego programowania. Niemniej
nalezy sobie zdawaé sprawe, ze za kazda
aplikacja stoi program komputerowy,
ktéry ktos kiedys$ napisal w jednym ze

specjalistycznych jezykéw programowania.

Wigcej o maszynie Turinga poczytad
mozna w Aié Przyktad funkcji
nieobliczalnej (problem stopu)

2 4
pokazaliSmy w A7,.

Zlozonos$¢ obliczeniowa

Przyktadami takich probleméw sa: ,,czy
dana liczba naturalna jest liczba
pierwsza?”, ,czy dany graf nieskierowany,
ma cykl Hamiltona?”, ,,czy z danych
dwéch stéw pierwsze jest podstowem
drugiego?”.

Precyzyjnie, g(n) = ©(n), jesli istnieja
C,D € Noraz K € N takie, ze dla
wszystkich n > K zachodzi

Cn < g(n) < Dn.

Precyzyjnie, g(n) = O(n), jesli istniejg
C € N oraz K € N takie, ze dla
wszystkich n > K zachodzi g(n) < Cn.

Dosé egzotyczny, ale bardzo ciekawy
sposéb mierzenia trudnosci to zlozZonosé
wygladzona, o ktérej pisaliSmy w A%S.

Komputery to urzadzenia bardzo nietypowe. Same jako takie nie maja
sprecyzowanego, jasno zdefiniowanego zadania, do wykonywania ktérego zostaly
zaprojektowane. Zadania, ktore wykonuje komputer, mogg si¢ w czasie zmienia¢, a ich
okreslenie odbywa sie poprzez pisanie programéw komputerowych. Owe programy
formuluje si¢ w specjalnym jezyku (Pascal, C/C++, Java, Python itp.), a nastepnie
zleca komputerowi do wykonania.

Skoro definiujemy komputer jako urzadzenie elastyczne (zdolne do przedefiniowania
sie), naturalne jest pytanie o zakres jego wszechstronnosci. To znaczy: jak bardzo
skomplikowane problemy daje sie zapisaé jako odpowiedni program komputerowy?
Wydawaloby sie, ze odpowiedZz mocno zalezy od typu komputera oraz wyboru jezyka
programowania. By¢ moze zaskakujaco, okazuje sie, ze wcale nie. To znaczy: dane
zadanie zwykle albo da sie rozwigza¢ przy uzyciu niemal dowolnego komputera

i jezyka programowania (niezaleznie, czy dysponujemy starym Atari i jezykiem
BASIC, czy najnowszym PC-tem i Pythonem), albo nie da si¢ po prostu wcale.
Wynika to z tego, ze generalnie wszystkie komputery i jezyki programowania realizuja
ten sam model, tak zwana (teoretyczna) maszyng Turinga. Innymi stowy: réznia si¢
efektywnoscia (czasem) wykonania, a nie zbiorem probleméw, ktére da sie przy ich
uzyciu rozwiazac.

Co wiecej, panuje powszechne przekonanie, ze same prawa fizyki sprawiaja, ze zadna
maszyna nigdy nie bedzie w stanie realizowa¢ modelu silniejszego niz model Turinga.
Czyli ze kazde zagadnienie nierozwiazywalne przez maszyne Turinga (tytutowa funkcja
nieobliczalna) jest po prostu zadaniem niemozliwym do rozwiazania przez zaden
komputer: ani obecnie istniejacy, ani zaden z przysztodci.

No, chyba ze odkryjemy i ujarzmimy jakie$ nowe cudowne zjawisko fizyczne. W to
jednak naprawde nikt nie wierzy, bo nawet komputer kwantowy moze by¢ symulowany

bardzo nieefektywnie) przez maszyne Turinga.
( v )P yhe § Tomasz KAZANA

Jak mierzy¢ trudnoéé¢ probleméw? Trudnosé albo, inaczej mowiac, ich skomplikowanie,
ztozonosé. To nie jest latwe pytanie. Aby méc na nie chociaz nieco sensownie
odpowiedzieé, skupimy si¢ tu na tzw. problemach decyzyjnych, czyli takich, na ktére
odpowied? zawsze brzmi ,tak” lub ,nie”. Zeby okreélié, jak ztozone s te problemy,
przyjmuje sie zasade, ze problem jest tak trudny, jak jego najlepsze rozwiazanie.
Innymi stowy méwimy, ze ztozono$é problemu jest réwna ztozonosci najlepszego
algorytmu, ktory go rozwiazuje.

Jak jednak okresli¢ ztozono$é algorytmu? Pierwszy sposéb mierzenia, ktéry przychodzi
nam do glowy, a mianowicie czas dziatania, ma duze wady. Zalezy on bardzo od

tego, na jak szybkim komputerze dziata algorytm i od tego, jak duze sa dane
wejsciowe (np. czy liczba, ktéra badamy, ma 10 cyfr, czy tez 1000000). Rozwiazaniem
pierwszej z tych wad jest mierzenie czasu nie w sekundach, ale w liczbie operacji
wykonanych przez dany algorytm — ona nie zalezy juz od tego, na jakim sprzecie
wykonujemy algorytm. Z druga wada trudniej sobie poradzi¢. Najbardziej popularnym
rozwigzaniem jest tzw. pesymistyczna ztozZonosé czasowa. Moéwimy, ze dany algorytm
ma pesymistyczng ztozonosé czasowa f : N — N, jedli maksymalna liczba operacji,
ktéra wykonuje dla danych wejéciowych o rozmiarze n, to f(n). Zazwyczaj nie
interesuje nas dokladna warto$é¢ f, wiedza, ze praykladowo f(n) = 3n? + 5n + 17,
tylko raczej to, jak f zachowuje si¢ dla duzych danych, czyli duzych n. W naszym
przypadku powiemy, ze f jest proporcjonalne do n? dla duzych n, i zapiszemy

f(n) = ©(n?). Czesto przy badaniu ztozonoéci nie umiemy poznaé doktadnego
zachowania algorytmu, a jesteSmy w stanie jedynie ustali¢ pewne gérne oszacowanie
na liczbe operacji, ktére ten algorytm wykonuje. Wéwczas uzywamy tak zwanej
notacji O, piszemy na przyklad, ze f(n) = O(n?), co oznacza, ze dla duzych n

funkcja f jest proporcjonalna do n® lub od niej mniejsza.

Wypada przy okazji wspomnieé, ze pesymistyczna ztozonos¢ czasowa to
najpopularniejszy sposéb mierzenia ztozonosci programéw, ale dalece nie jedyny. Dosé
czesto uzywa sie Sredniej ztozonosci czasowej, ktéra to dla n € N zwraca $rednig liczbe
operagcji, jakie algorytm wykonuje dla danych wejsciowych rozmiaru n. Nieraz bada sie
tez inne parametry algorytmu, czesto zamiast liczby wykonywanych operacji rozwaza
si¢ rozmiar pamieci, ktérej uzywa dany algorytm. Wéwczas méwimy o zloZonosci
pamieciowej; znéw moze by¢ ona pesymistyczna, srednia albo jeszcze inna. Mozna tez
i8¢ duzo dalej, istnieje caty dziat informatyki teoretycznej, ztozono$é obliczeniowa,
ktéry zajmuje si¢ prébg zrozumienia, jak zlozone sa rézne problemy. Jest tam wiele
fascynujacych tematéw i pytan, ktére wciaz czekaja na rozwigzanie.

Wojciech CZERWINSKI
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Informatyczny kacik olimpijski (126):
Klocki z numeramsi t piteczki na podtodze

W tym odcinku oméwimy rozwiazania dwéch zadan z pierwszego etapu
XIIT Mlodziezowej Olimpiady Informatyczne;j.

Klocki z numerami: Danych jest n klockéw z zapisanymi na nich numerami. Cigg a = (a1,az,...,a,) opisuje

numery zapisane na kolejnych klockach. Mowimy, Ze kolekcja klockow jest imponujgca, jesli kazdy naturalny numer x
wystepuje x razy albo nie wystepuje weale. Imponujacymi kolekcjami sq (3,2,2,3,3) @ (4,4,1,4,4), zas nie sq: (1,2,3,4)
i(2,2,3,3). Mozemy zmienié¢ numer dowolnego klocka na dowolny inny numer. Ile minimalnie zmian numeréw nalezy

dokonac, aby otrzymaé imponujgcq kolekcje?

Rozwigzanie O(n?)
Nasze rozwazania rozpocznijmy od prostej obserwacji:
W ostatecznym ponumerowaniu zaden klocek nie bedzie
mial numeru wiekszego niz n.
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy ograniczy¢ sie
do numerdéw nie wiekszych niz n, gdyz tylko takie
numery beda w ostatecznym ponumerowaniu. Zliczmy,
dla kazdego 1 < ¢ < n, liczbe klockéw z numerem 1
(niech w; oznacza te warto$é). Teraz problem mozemy
opisa¢ nastepujaco. Mamy n numerdw, a i-ty numer
ma warto$¢ w;. Intuicyjnie, warto$¢ numeru oznacza,
ile juz klockéw z tym numerem mamy. Naszym celem
jest wybraé najbardziej wartosciowy podzbiér numerdw
sumujacych sie do n. Woéwczas liczba klockéw, ktére
nalezy przenumerowac, to n pomniejszone o znaleziong
warto$¢ podzbioru.

Otrzymany problem jest podobny do problemu
plecakowego (numery sa przedmiotami). Z jedna réznica,
chcemy zapelnié¢ plecak ,,po brzegi”, tzn. wybraé
podzbiér, ktérego numery sumuja sie¢ do n. Opiszemy
teraz, w jaki sposéb znalezé taki podzbidr.

Niech T'[j], dla 0 < j < n, oznacza warto$é¢ najbardziej
wartosciowego podzbioru o sumie numeréw réwnej j.
Poczatkowo T[0] = 0 oraz T[j] = —co dla 1 < j < n.
Nastepnie przegladamy kolejne numery, ktére moga
tworzy¢ finalny podzbiér (numery od 1 do n). Zalézmy,
ze rozpatrujemy numer i o wartosci w;. Chcemy policzyé
nowe wartosci tablicy T (z uwzglednionym i-tym
numerem), oznaczmy te wartosci przez T'. Wowczas:

T'[5] = max(T[5], T[j — i] + w;)

jesli T[j — 4] # —oo

(T'[j] oznacza przypadek, kiedy do podzbioru o sumie

j nie bierzemy i-tego oraz wyzszych numerow, zas

T[j — i] + w; oznacza przypadek, kiedy i-ty numer
wlaczamy do podzbioru). Po obliczeniu T’ przepisujemy
wartosci 7" do T.

Dla kazdego z n przedmiotow przegladamy n + 1
elementowa tablice T, zatem otrzymujemy rozwiazanie
w zlozonoéci czasowej O(n?).

Pileczki na podtodze: Danych jest n punktéow na plaszczyinie, ponumerowanych od 1 do n, i-ty punkt ma
wspdlrzedne (x;,y;). Naszym zadaniem jest pokolorowad te punkty (kazdy punkt na czerwono albo niebiesko). Cheemy,
aby odleglosé pomiedzy najblizszymi dwoma punktami w tym samym kolorze byla jok najwieksza.

Rozwiazanie O(n? - log(n))
Stwérzmy graf pelny G = (V, E), gdzie:

e V={1,2,...,n} — zbiér n wierzcholkéw,
o E={(u,0)|l <u<wv<n}— zbior "V krawedzi
nieskierowanych.

Niech i-temu punktowi odpowiada -ty wierzcholek.
Waga krawedzi (u,v) niech bedzie kwadrat odleglodci
pomiedzy u-tym i v-tym wierzchotkiem, tj. w(u,v) =

= (T4 — Ty)?+ (Yu — y»)?. Na potrzeby tego rozwigzania
wprowadzmy nowe pojecie: d-porzadek, czyli takie
przyporzadkowanie koloréw wierzchotkom, ze waga
krawedzi pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami

w tym samym kolorze wynosi przynajmniej d. Naszym
zadaniem jest znalez¢ takie najwieksze d, dla ktorego
istnieje d-porzadek.

Zauwazmy, ze d-porzadek jest réwniez d’-porzadkiem
dla d’ < d. Zatem warto$é d mozemy znalezé za pomoca
wyszukiwania binarnego. Pozostalo nam wiec opisaé
algorytm, ktory dla ustalonego d sprawdzi, czy

istnieje d-porzadek. Zbudujmy graf G’ = (V, E'), gdzie
E' = {(u,v)|(u,v) € EANw(u,v) < d}. Otrzymaliémy
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graf G’ z grafu G poprzez usuniecie krawedzi o wadze
wiekszej lub réwnej d. Nie musimy uwzgledniaé¢ tych
krawedzi, poniewaz ich korice moga by¢ pokolorowane
na ten sam kolor. G bedzie d-porzadkiem, jesli G’
bedzie grafem dwudzielnym. Aby sprawdzié, czy

G’ jest dwudzielny, nalezy sprawdzi¢, czy kazda

spéjna tego grafu jest dwudzielna. Sprawdzenie, czy
spojna jest dwudzielna, rozpoczynamy od wybrania
dowolnego wierzcholka i pokolorowania go na czerwono.
Nastepnie przeszukujemy graf (np. za pomoca
algorytmu DFS) i odwiedzanym wierzchotkom
przypisujemy kolor przeciwny do koloru poprzednika.
Jedli natrafimy na krawedz, ktéra taczy dwa wierzchotki
z przyporzadkowanym tym samym kolorem, to wiemy,
ze graf nie jest dwudzielny. Jesli natomiast nie wystapi
zadna kolizja, to znaczy, ze graf jest dwudzielny.

Liczba krawedzi w G jest rzedu O(n?). Zatem algorytm
wyszukiwania binarnego wykona O(log(n)) faz. W kazdej
fazie budujemy graf rozmiaru O(n?) i w czasie liniowym
od jego rozmiaru sprawdzamy, czy graf jest dwudzielny.
Calkowita zlozonosé czasowa to O(n?log(n)).

Bartosz LUKASIEWICZ
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Rozwigzanie zadania M 1599.
Przypusémy, ze f(z) jest liczba zlozona
dla pewnego x < p — 2 i oznaczmy przez
n najmniejszq taka dodatnig liczbe
catkowita, ze f(n) jest liczba zlozona.

7 zalozen zadania wynika, ze n > p/3,
czyli p < 3n?.

Oznaczmy przez q najmniejszy dzielnik
pierwszy liczby f(n). Zauwazmy, ze

q2 < f(n) :712+7L+p<4712+n,<
< (2n + 1)2,

wobec czego q < 2n, czyli istnieje liczba
catkowita k o tej wlasnosci, ze

0<k<n—1lorazqg€ {n—k,n+k+1}.

Wowczas
fn)=f(k) =@ —-Fk)(n+k+1)
jest liczba podzielng przez ¢, wiec skoro
q dzieli f(n), to réwniez f(k) jest liczba
podzielng przez q. Pozostaje zauwazy¢, ze
n—k<n<p<f(k)

oraz

n+k+1<p+k<f(k),
wiec q # f(k), a co za tym idzie — f(k)
jest liczbg ztozona. Jednak k£ < n, wiec
stoi to w sprzecznosci z wyborem
liczby n.

Po nas choéby potop

Wieczor dla dorostych — Centrum Nauki Kopernik. Tréjce naukowcow
zaproponowano wspélna rozmowe. Co mysleliScie o rozwoju waszej nauki 30 lat
temu (gdy w nieznane ruszal Okragly St61)? Co sie stalo w rzeczywistosci i jaka
bedzie wasza nauka za kolejnych 30 lat? Fizyk, archeolog i biolog molekularny.

Lukasz Turski (fizyk) méwi o wlasnej pozycji naukowej 30 lat temu. Byt w tym
czasie w Stanach Zjednoczonych, interesowal si¢ wkladem fizykéw w modelowanie
procesow krystalizacji, a w szczegdlnosci powstawania ptatkéw $niegu o blisko
szedciokrotnej symetrii. Wraz z kolegami badal powstawanie struktur szkla.
Stuchamy z niedowierzaniem, bo ta tematyka wydaje si¢ raczej marginalng

w obliczu wieloletnich odkryé tajemnic czastek i pél, ale f.ukasz Turski
przyzwyczail swoich stuchaczy do niestandardowych idei. Twierdzi, ze komputery
ywziely udzial” tylko w nielicznych tworczych rozwiazaniach w nauce. Nie chce
méwié o falach grawitacyjnych i czastkach elementarnych (bo wiedza o nich jest
powszechna). Aleksander Bursche (archeolog) méwi o tamtych latach jako latach
inwazyjnego podgladania tajemnic przesztosci (Indiana Jones z przystowiows
lopatka). Podstawowa wiedza o strukturze materialu genetycznego (DNA,

RNA, biatka) bylta 30 lat temu dostepna, podkresla Magdalena Fikus, choé nie
przewidywano, jak wiele luk w tej wiedzy trzeba bedzie uzupelnié, poznajac
zasady regulacji aktywnoéci genéw. Na stolach laboratoryjnych dojrzewaly
metody inzynierii genetycznej, modyfikacji genéw wybranych organizméw,
projekty terapii genowej. Konieczne stalo si¢ znaczne ulepszenie metod analizy
chemicznej czasteczek informacji genetycznej.

W przysztosé wlasciwie cata tréjka, cho¢ w réznych stowach i emocjach, spoglada
dzi$ raczej pesymistycznie. Prognozy globalne, zaréwno dla zmian w geografii
fizycznej Ziemi, jak i jej sytuacji politycznej, nie sa proste i uniknigcie wielu
zagrozen wymaga bardzo racjonalnego i globalistycznego dzialania. Niestety
poglebit sie spoteczny odwrét od nauki, nastgpita odmowa zaufania do niej.
Przyktady mozna mnozy¢: stosunek do GMO, do szczepienn ochronnych, do
potrzeby rozwoju odnawialnej energii, negacja wiarygodnosci pracy klimatologéw,
obnizanie poziomu edukacji, a w zakresie politycznym — wzrost tendencji
populistycznych i zagrozen terrorystycznych.

O przyszlosci ,,za lat 30” trudno moéwié. Méj ulubiony przykltad przewidywania
rozwoju nauki to propozycje odkrywcow laseréw, ktérym we wniosku
patentowym nakazano poczynié¢ przypuszczenia, do czego si¢ przydadza. Napisali,
ze do korekcji bledéw w maszynopisach. Wiedza przewidywalna nie jest nauka.

Fukasz Turski méwi, ze wszystkie obecne cywilizacyjne ktopoty wiaza sie

z brakiem pomystéw na tanie, nie zanieczyszczajace atmosfery zrédla energii,

na nowe tanie i innowacyjne materialy. Aleksander Bursche twierdzi, ze czasy
obecne charakteryzuja sie niebywalym, nieodwracalnym niszczeniem przedmiotéw
i budowli z przeszlosci, z jednej strony przez wojny i rebelie, z drugiej przez

masy rabusiow kopiacych wszedzie i poza jakakolwiek kontrolg. Magdalena Fikus,
cieszac si¢ z postepdéw medycyny molekularnej, martwi sie¢ wysoka, za wysoka, ich
cena, a takze umacniajacymi sie tendencjami do modyfikacji genetycznej gatunku
ludzkiego. We wszystkich dziedzinach nalezy postulowaé radykalne wzmocnienie
debaty filozoficznej i etycznej, o ogdlnospolecznym zasiegu, w kierunku ogdlnej
zadumy: co mozemy, co chcemy i co powinnismy dla przysztosci globu i Homo
sapiens czyni¢. Zgodnie myslimy, ze bez zasadniczych i szybko realizowanych
zmian nadchodzacego kryzysu mozemy nie opanowac.

Pigé lat temu opisywalam w Delcie Muzeum Nasion na Spitzbergenie, ktore

w wiecznej zmarzlinie miato ,na zawsze” zabezpieczy¢ cale dziedzictwo roslinne
na wypadek planetarnego kryzysu. W domysle: wojny, trzesienie ziemi. Wtaénie
ukazal si¢ raport naukowcow o tym, ze zmiany klimatu w kierunku ocieplenia juz
niedlugo obejma Spitzbergen w takim stopniu, ze zagroza trwalosci nasiennych
zasobow. Armagedon na progu. ..

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nienewsy

Badania naukowe to najczesciej zmudna, niepoetyczna
praca — daleka od jednorazowych ol$nieri, ktérym
towarzyszy okrzyk ,Eureka!”. Z tego wzgledu trudno jest
im blysnaé cho¢ na chwile w mediach spoleczno$ciowych
czy w nagltowkach gazet. A przeciez wiele takich dzialan
podejmowanych przez naukowcéw wartych jest uwagi

i namystu. Dlatego w tym odcinku proponuje subiektywny
przeglad malo ekscytujacych wiadomosci.

RHIC Juz ponad osiemnascie lat dziala Zderzacz
Relatywistycznych Ciezkich Jonéw (Relativistic Heavy Ion
Collider). Urzadzenie znajduje sie w Brookhaven National
Laboratory w stanie Nowy Jork, a jego dotychczasowe
osiagniecia zwigzane sa ze zderzaniem jonéw ztota
rozpedzonych prawie do predkosci swiatla. Za jego pomoca
udowodniono, ze w takich zderzeniach powstaje bardzo
goraca materia o bardzo egzotycznych wlasnoéciach. Goraca
— bo osiagane lokalnie temperatury siegaja bilionéw stopni
Celsjusza, a przynajmniej tak twierdza fizycy czastek
elementarnych, gorszac ekspertéw od fizyki statystycznej
przeliczaniem na inne jednostki sredniej energii kinetycznej
czastek. Bardzo egzotyczna — bo w takim stanie kwarki

i gluony potrafia oswobodzi¢ sie na malenka chwile

ze swego uwiezienia w protonach i neutronach, tworzac
tzw. plazme kwarkowo-gluonowa. Najnowsza odstona
programu eksperymentalnego RHIC ma ulepszone
detektory czastek oraz nowy system chlodzenia wiazki
ciezkich jonéw, zapobiegajacy przypadkowym zderzeniom
w nieodpowiednich, czyli oddalonych od detektoréw
miejscach.

BESIII W lutym zesp6! eksperymentu Beijing
Spectrometer III dzialajacego przy Pekinskim Zderzaczu
Elektronéw i Pozytonéw (BEPCII) poinformowal

o zarejestrowaniu dziesieciomiliardowego przypadku,

w ktorym elektron, zderzajac sie z pozytonem, produkuje
czastke J/1, odkryta w 1974 roku przez Samuela Tinga

i Burtona Richtera. Czastki takie skladaja sie z kwarka

i antykwarka powabnego (charm), a ich wlasnosci
sprawiaja, ze badanie procesow ich rozpadu przynosi wiele
interesujacych informacji na temat réznych powstajacych
woéwczas egzotycznych czastek. Wsrod wartej uwagi
menazerii mozliwych produktéw rozpadu J/v znajduja sie
hipotetyczne glueballe (nie utrwalila sie jeszcze powszechnie
przyjeta polska nazwa tych czastek, a dostowne tlumaczenie
prowadzi do doéé koslawego rezultatu), sktadajace sie

z samych gluonéw, czy bariony zbudowane z wiecej

niz trzech kwarkéw i antykwarkéw (takich jak odkryty

w 2013 roku przez BESIII i Belle pierwszy potwierdzony
tetrakwark Z.(3900)).

ILC Gdy Czytelnicy Delty pochylaja sie nad tym tekstem,
zapewne wiadomo juz, jaki bedzie los pomystu, by

w Japonii wybudowaé¢ Miedzynarodowy Zderzacz Liniowy
(International Linear Collider). Poczatkowo idea ta zyskala
poparcie rzadu japonskiego, ktéry zlecit Radzie Naukowej
Japonii sporzadzenie szczegdtowego raportu na temat
potencjalu nowego urzadzenia. Przedstawiony w grudniu
2018 r. dokument pochlebnie wypowiada si¢ o szansach
uzyskania ciekawych wynikéw fizycznych, zauwaza jednak,
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ze Kraj Kwitnacej Wiéni nie obfituje w specjalistow od
budowy wielkich akceleratoréw, a zakres wspotpracy
miedzynarodowej nie jest tatwy do przewidzenia.

LUNA Juz éwieré wieku dziala w Gran Sasso Podziemne
Laboratorium Astrofizyki Jadrowej (Laboratory for
Underground Nuclear Astrophysics). Jednym z jego
ostatnich dokonan bylo dokladne zbadanie procesu,

w ktérym bombardowane protonami jadra neonu
przeksztalcaja sie w jadra sodu, procesu waznego

dla zrozumienia ewolucji czerwonych olbrzyméw. Choé
moze sie to wydaé zaskakujace, takich danych wczesniej
nie bylo, a wykonanie pomiaréw gleboko pod ziemia

bylo kluczowe ze wzgledu na niewielkie tlo czastek
promieniowania kosmicznego, zatrzymywanego w przypadku
LUNA przez gruba warstwe skal otaczajacych detektory.

Kosmiczny Teleskop Hubble’a JesteSmy przyzwyczajeni
do przepieknych zdjeé z glebi kosmosu dostarczanych

przez ten instrument. Tymczasem jest on z powodzeniem
stosowany do eksploracji naszego najblizszego (w skali
kosmicznej) otoczenia. W lutym tego roku ogloszono

na lamach Nature odkrycie siédmego ksiezyca Neptuna,
nazwanego roboczo Konikiem Morskim — skalnej kruszyny
o $rednicy nieco ponad 30 km. Poprzednie sze$¢ ksiezycdw
tej najbardziej odleglej od Stonca planety naszego Ukladu
odkryto 30 lat temu dzigki misji Voyager 2. Wspoétodkrywca
najnowszego satelity, Mark Showalter z Instytutu SETI
(Search for Extraterrestrial Intelligence), uzyl do tego celu
zdje¢ wykonanych przez Kosmiczny Teleskop Hubble’a

w poprzedniej dekadzie; w swoim dorobku Showalter

ma takze znalezienie niewielkich satelitéw Saturna (Pan,

w szczelinie miedzy pierscieniami), Urana (Mab i Kupid)
oraz Plutona (Kerberos i Styks).

Borexino W ubieglym roku zespél eksperymentu majacego
na celu detekcje neutrin stonecznych o niskich energiach
opublikowal w Nature wyniki ponad dziesiecioletnich
badani. Dzieki polozeniu pod gruba warstwa skal (po
sasiedzku z eksperymentem LUNA) i bardzo wysokiej
czystodéci materiatu, z ktérego jest wykonany, detektor
Borexino moze wykrywaé neutrina z szeregu reakcji
jadrowych zachodzacych w Sloiicu. Zgromadzone

dotad dane pozwalaja na potwierdzenie zjawiska

oscylacji neutrin w materii stonecznej (tzw. proces
Mikheyeva—Smirnova—Wolfensteina) bez odwolywania

sig do jakichkolwiek danych z innych eksperymentéw.

W sklad zespolu wchodza réwniez badacze z Uniwersytetu
Jagiellonskiego.

LVD W Detektorze o Wielkiej Objetosci (Large Volume
Detector) ciagle cisza. To akurat dobrze, bo zarejestrowanie
sygnalu neutrin zapowiadaloby rychle nadejécie
potencjalnie $miercionosnych czastek gamma z jakiej$
pobliskiej supernowej, np. wybuchajacej Betelgezy. Wobec
kruchosci zycia na Blekitnej Planecie, na ktére czyha tyle
ziemskich i kosmicznych niebezpieczenstw, cieszmy sie
nawet drobnymi postepami fizyki.

Krzysztof TURZYNSKI

M. R. Showalter et al., Nature 566 (2019) 350
The Borexino Collaboration, Nature 562 (2018) 505



Oddzialywania
fundamentalne

Elektromagnetyczne sg odpowiedzialne za wiele
zjawisk, ktére mozemy obserwowaé na co dzien:
przyciagajace sie¢ magnesy, iskry czy wytadowania
atmosferyczne. Pole elektryczne odpowiada réwniez za
wigzanie elektronéw w atomach i wigzania chemiczne
pomiedzy atomami, czyli trzyma w kupie czasteczki
chemiczne, z ktorych jestesSmy zbudowani. Oscylacje
pola elektromagnetycznego rozchodza sie jako fale, ktore
w zaleznosci od dhugosci maja zwyczajowo rézne nazwy,
od fal najdtuzszych, czyli radiowych, poprzez mikrofale,
promieniowanie podczerwone, widzialne, nadfiolet,
promieniowanie Rontgena az po promieniowanie gamma.

Grawitacyjne réwniez znamy z zycia codziennego

— kazdy odczuwa przyciaganie Ziemi. Grawitacja
rzadzi ruchem planet wokoét gwiazd, ruchem

gwiazd powigzanych w galaktyki, gromadami

galaktyk itp. W 2015 roku po raz pierwszy bezposrednio
zaobserwowano fale bedace zaburzeniem pola
grawitacyjnego, ktérych istnienie przewidywata
ogolna teoria wzglednosci Einsteina. Warto podkresli¢,
ze to promieniowanie ma zupetnie inng nature niz
wszystkie wyzej wymienione zakresy promieniowania
elektromagnetycznego, dlatego jego detekcja otwiera
nowy rozdzial w obserwacjach astronomicznych (patrz
teksty Michata Bejgera Afg, AlZ, All).

Silne odpowiadaja za wigzanie kwarkéw w bariony

i mezony. Dwa najlzejsze bariony to proton i neutron,
czyli sktadniki jader atomowych. W uproszczeniu mozna
sobie wyobrazaé, ze kazdy z nich sktada sie z trzech
kwarkéw. Za wigzanie protonéw i neutronéw w jadrach
réwniez odpowiadajg oddzialywania silne, ktére nazwe

Entropia

Powszechnie znana podrecznikowa odpowiedz na pytanie, ile jest oddzialtywan
fundamentalnych, brzmi: cztery. Przypomnijmy jakie:

swa zawdzigczaja temu, ze muszg przezwycigezad
elektrostatyczne odpychanie dodatnio natadowanych
protonéw, czyli musza by¢ od nich silniejsze. Maja za
to niewielki zasieg, i dlatego uktad okresowy ma tylko
kilka wierszy — jader powyzej pewnego rozmiaru nie
obserwuje sie.

Stabe sa najbardziej zagadkowe. Opisane wczeséniej
oddzialywania odpowiadaja za wiazania w jakiej$
konkretnej skali (silne — jadrowej, elektromagnetyczne
— atomowej, grawitacyjne — astronomicznej). Slabe takiej
funkcji nie spelniaja, a procesy z ich udzialem maja
zawsze charakter chwilowy, gdyz, w odrdznieniu od
pozostalych oddziatywan, sg przenoszone przez bardzo
cigzkie i nietrwale czastki masywne. Pelnia jednak
kluczowa role, poniewaz odpowiadaja za przemiany
czastek elementarnych w inne czastki, ktére nie moga
zachodzié¢ inaczej niz za posrednictwem oddziatywan
stabych, czego efektem sa miedzy innymi przemiany
promieniotwoércze pierwiastkéw.

Fizycy od lat daza do zredukowania tej listy i szukaja
teorii unifikujacej wszystkie oddzialywania. Jak na
razie udalo sie opisa¢ w naprawde jednolity sposob
oddzialywania elektromagnetyczne i stabe jako przejaw
jednego — elektroslabego (teoria Weinberga—Salama).
Wiecej na ten temat oraz o zmaganiach z dolaczeniem
do unifikacji oddziatywan silnych mozna przeczytaé

w cyklu Piotra Chankowskiego (A]; %, A2;). Grawitacja
ciggle wydaje sie najbardziej odrézniaé¢ od pozostaltych
sil, ale to juz temat na inna opowiesc.

Szymon CHARZYNSKI

Druga zasade termodynamiki kojarzymy z nieodwracalnoscia proceséw

fizycznych, ,strzatka czasu”, entropia i jej nieuchronnym wzrostem.

Intrygujacym zagadnieniem jest powiazanie nieodwracalnych proceséw,

ktérym podlegaja makroskopowe uklady (i o ktérych méwi druga zasada),

z réwnaniami ewolucji czasowej (na przyklad réwnaniami Newtona), ktére nie
wyrézniaja kierunku czasu. W badaniu tego problemu i zrozumieniu zwiazanych
z nim ,,paradokséw” kluczowa role odgrywa statystyczny charakter drugiej
zasady. Czy mozna wiec ,,na palcach” pokazaé¢ nieuchronny wzrost entropii

O strzalce czasu pisal Piotr Szymczak i nieodwracalnosé?

1
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Rozpatrzmy izolowany uklad wielu (N7) czastek o ustalonej calkowitej
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energii £y (oraz innych parametrach, takich jak objeto$é). Na poziomie
mikroskopowym taki stan realizowany moze by¢ na wiele (X;) sposobéw
(na przyklad poszczegblnym czastkom moga byé przypisane rézne wartosci
energii, z jedynym warunkiem, aby ich suma wynosila F;). Zakladamy

tu, ze X; jest jednoznaczng funkcja F;. Przyjmijmy za ,dana” definicje

entropii S1(E1) = log(X;). Taka definicja gwarantuje, ze calkowita entropia

QC\O (1)
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niezaleznych uktadéw jest rowna sumie tychze entropii. To dlatego, ze
log(X1X32) = log(X1) + log(X2). Oczywiscie, logarytm jest funkcja rosnaca,
zatem duza ilo$¢ dostepnych stanéw mikroskopowych oznacza duza entropie.
Rozpatrzmy teraz dwa takie uktady, scharakteryzowane odpowiednio przez

(E1, X1) oraz (E2, X5). Doprowadzajac je do kontaktu, pozwalamy na wymiane
energii przy warunku zachowania jej calkowitej wartosci: £ = E; + E5. Calkowita
liczba dostepnych stanéw mikroskopowych wyniesie teraz

X(E) = X1(B})Xa(E — Ej) = 3 S (FOTsa(5-F),
124 By
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Rozwigzanie zadania F 973.

Iloé¢ gazu wyplywajacego w jednostce
czasu (szybko$é utraty gazu) przez
niedomkniety zawoér wynosi I = pvS,
gdzie p jest gestoscig gazu, v jest érednig
predkoscia wyplywajacych czastek,

a S powierzchnig otworu. Na podstawie
réwnania stanu gazu stwierdzamy, ze
gestosé gazu w pojemniku pod
ci$nieniem p, w temperaturze T jest
proporcjonalna do p/T. Srednia energia
kinetyczna czasteczek gazu jest
proporcjonalna do temperatury T,

a wiec Srednia wartosé predkosci jest
proporcjonalna do v/T. Na tej podstawie
stwierdzamy, ze:

I = pvS P
VT
(znak o< oznacza proporcjonalnosé).
W warunkach okreslonych w zadaniu
z pierwszego z pojemnikéw tlen ulatnia
sie wiec V2 &~ 1,414 raza szybciej niz

z drugiego, mimo ze, jak tatwo sprawdzié,

poczatkowo w obu pojemnikach
znajdowaly si¢ takie same ilosci gazu.

Wynika stad, ze X(E) > X1(F1)X2(E>) (poniewaz X1 (Eq)Xo(E2) jest
jednym ze skladnikéw sumy), a wiec entropia wzrosla. W sytuacji, gdy liczba
czastek w ukladzie jest odpowiednio duza, wyrazenie po prawej stronie jest
zdominowane przez najwiekszy z wyrazéw go tworzacych (odpowiadajacy
maksimum wyrazenia w wykladniku). Dostajemy wéwczas

(2) S(E) =~ S1(ET)+ S2(E — EY),

gdzie E} odpowiada maksimum wyrazenia po prawej stronie powyzszego
rownania. Ukazuje to druga zasade jako zasade ekstremum: gdy dwa uklady
doprowadzimy do kontaktu, pozwalajac na ich oddzialywanie, nowy stan
réwnowagi bedzie taki, by entropia osiggata maksymalng mozliwa wartosc.
Wybierajac (losowo) jeden sposréd X (E) stanéw, mamy oczywiscie pewna
szanse, ze trafimy na przypadek, gdzie E; istotnie rézni si¢ od E7, ale dla
duzej liczby czastek (N = Nj + N3) prawdopodobieristwo takiego trafu jest
znikomo male. Dzieje sie tak dlatego, ze przyblizenie, ktérego uzyliSmy, piszac
wzor (2) i wybierajac tylko wiodacy wyraz w réwnaniu (1), jest tym lepsze,
im wieksza warto$¢ wyktadnika, ktéry z kolei jest rzedu N. Dla typowo
spotykanych wartoéci N (N = 2023) przyblizenie zastosowane w wyrazeniu (2)
jest z praktycznego punktu widzenia niezwykle doktadne. Zauwazyé mozna,
ze powyzsze spojrzenie w ogdéle nie rozpatruje ewolucji uktadu. Przyjmuje
jedynie, ze przy pomiarze stanu uktadu dostajemy z réwnymi (albo zblizonymi)
prawdopodobieiistwami rézne wyniki. W ujeciu, w ktérym $Sledzimy ewolucje
uktadu, stwierdziliby$émy, ze uktad niezaleznie od stanu poczatkowego spedza
przytlaczajaca wiekszosé czasu w stanach odpowiadajacych maksimum entropii
(czyli takich, ze By = EY).

Pawelt JAKUBCZYK

O kwantach, wzglednosci, hipnozie, przemijaniu i tym podobnych

Recenzja

Dwie fundamentalne teorie fizyczne: teoria wzglednosci i mechanika kwantowa sg zaskakujace dla kogos, kto
spotyka sie z nimi po raz pierwszy, i pelne sa pozornych paradokséw. Sa wiec wdziecznym tematem artykuléw

i ksigzek popularnonaukowych, ktérych powstalo juz wiele. Ksigzka Andrzeja Dragana pt. ,, Kwantechizm, czyli
klatka na ludzi”, mimo ze poswigcona jest gltéwnie teorii wzglednoéci i mechanice kwantowej, nie jest kolejnym
wcieleniem standardowych opowiesci o paradoksie blizniat i dualiZzmie korpuskularno-falowym. To, co wyrdznia te
pozycje spoérod innych, to wysuwajaca sie miejscami na pierwszy plan subiektywna, niestandardowa interpretacja
wiedzy zgromadzonej w podrecznikach. Autor stara sie przekazaé¢ Czytelnikowi nie tylko fakty, ktére same

w sobie sg zaskakujace, ale dzieli sie swoimi intuicjami, wlasnym sposobem myslenia i wizualizowania sobie tych
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faktow. Ksigzka zawiera réwniez oméwienie pewnych bardzo §wiezych odkryé

z pogranicza teorii wzglednoéci i mechaniki kwantowej, obszaru ciagle jeszcze
stabo rozpoznanego, w ktorym wcigz prowadzone sg pionierskie badania.
Czytelnik otrzymuje wiec relacje z pierwszej linii frontu od jednego z pionieréw
tych badan.

Kolejnym wielkim walorem ksiazki sa liczne dygresje pokrywajace szerokie
spektrum tematow wykraczajacych nie tylko poza fizyke, ale catkiem poza nauki
$ciste. Autor szczerze przyznaje, ze nie w kazdej z dziedzin, o ktoérych pisze, jest
ekspertem (,,Nie znam sie, to si¢ wypowiem” — to tytul jednego z rozdziatéw),
co moze zlagodzi¢ ewentualny sprzeciw ekspertéw w tych dziedzinach (np.
teorii ewolucji, biologii molekularnej, uczeniu maszynowym) wobec pewnej
nonszalancji i powierzchownosci w formulowaniu tez. Swoja opowiesé o nauce
autor przeplata anegdotami, zartami i elementami autobiograficznymi. Nie unika
roéwniez manifestowania swojego emocjonalnego stosunku do tematéw, o ktoérych
pisze, i swoich osobistych przekonan. Nieuchronna konsekwencja tego faktu jest
to, ze znajda sie zapewne Czytelnicy uwazajacy niektére zawarte w ksiazce tezy
za prowokacyjne. Sadze, ze jezeli autor chce do czego$§ prowokowaé, to przede
wszystkim do myslenia. Wezwanie do zdrowego krytycyzmu i sceptycznego
podejscia do autorytetéw jest jednym z gtéwnych przestan tej ksiazki.

Szymon CHARZYNSKI
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Widma spektroskopowe
gwiazd

Widmo spektroskopowe swiatta widzialnego — szerzej znane jest jako. ..
Na pozornie biate Swiatto stoneczne sktada sie cata paleta barw — od czerwonego

tecza.

do fioletowego. Ale czym tak naprawde sg te kolory? To sposéb, w jaki nasz mozg
interpretuje rézne dtugosci fali promieniowania elektromagnetycznego (Swiatla).
Czerwony kolor to najdtuzsze fale, jakie potrafi rejestrowaé nasze oko, a fioletowy

to te najkrétsze.

Swiatto, ktére dociera do nas z gwiazd (i szerzej — galaktyk),
ma dokladnie te sama wlasciwosé. Mimo ze dla naszych oczu
wydaje sie by¢ biate, tak naprawde sklada sie z wielu réznych
barw. Wykorzystujac narzedzia zwane spektroskopami,
astronomowie potrafia rozbija¢ blask gwiazd na jego
skladowe i mierzy¢, ile §wiatta dociera do nas od kazdego
koloru. Takie ,,rozbite” §wiatlo nazywamy widmem
spektroskopowym. Obserwacje widm zawierajg bardzo
duzo informacji nie tylko o gwiazdach, ale takze o ich
otoczeniu. W zwiagzku z tym sa szeroko wykorzystywane

fotony tylko o okreslonych dlugosciach fali) — tzw. linie
emisyjne. Ten sam pierwiastek, pochlaniajac $wiatlo,
pozostawi czarne linie w tych samych miejscach widma —
tzw. linie absorpcyjne. Najwazniejsze jest jednak to, ze
polozenie linii emisyjnych (i absorpcyjnych) w widmie jest
unikalne i niezmienne dla kazdego z pierwiastkow. Oznacza
to, ze linie emisyjne reprezentujace wodor nigdy nie beda
wygladaly jak te dla helu, ktéry nigdy nie bedzie wygladal
jak wegiel czy zelazo itd. Dlatego w zaleznoéci od potozenia
linii emisyjnych astronomowie sa w stanie doktadnie okresli¢

w astronomii.

Jak wygladaja widma gwiazd i galaktyk w zakresie
promieniowania widzialnego? Jak tecza, ale taka, w ktorej
niektére kolory sa jasniejsze, a niektére zupelnie ,wyciete”.
Potlozenie jasnych i ciemnych obszaréw zmienia sie

w zaleznoéci od rodzaju gwiazdy lub galaktyki. Dlaczego?
Kazdy pierwiastek uktadu okresowego swiecac, tworzy

w widmie seri¢ jasnych linii o r6znych kolorach (emituje

Przesuniecie
ku czerwieni — redshift

Efekt Dopplera dla fal dzwigkowych jest
tatwo obserwowalny, np. dla jadacej na
sygnale karetki pogotowia. Gdy pojazd
sie do nas zbliza, ton syreny jest wysoki
(krétsza fala), po czym zmienia si¢ na
nizszy (dluzsza fala), gdy pojazd zaczyna
sie oddalac.

Ziemia krazy wokél Stonca z predkoscia
ok. 107 000 km/h. Ale to jeszcze nic!
Andromeda zbliza si¢ do naszej galaktyki
z predkoscia okoto 396 000 km /h.

sktad chemiczny kazdej z obserwowanych gwiazd. Z kolei na
podstawie analizy linii absorpcyjnych mozna wyznaczy¢ sktad
chemiczny gazu znajdujacego sie w jej otoczeniu (pomiedzy
nami a gwiazda). Ale to nie wszystko, dzigki intensywnosci
linii emisyjnych moga tez zmierzy¢ temperature i gesto$c
materialu, z jakiego zbudowana jest gwiazda. A dzieki
szerokosci tych linii okresli¢, jak szybko si¢ obraca.

Anna DURKALEC

Juz od XIX wieku wiadomo, ze kazdy pierwiastek uktadu okresowego emituje

i absorbuje $wiatlo tylko na okreslonych dtugosciach fali (patrz artykut powyzej).
Astronomowie zauwazyli jednak, ze dla gwiazd i galaktyk linie widmowe czesto sa
przesuniete w stosunku do tych laboratoryjnych, mimo ze odlegtosci pomiedzy
poszczegblnymi liniami pozostaja niezmienne. Dla wigkszosci galaktyk przesuniecie

to nastepuje w kierunku dtuzszych dlugosci fali, czyli w strone koloru czerwonego.
Dlatego zjawisko to nazwano przesunieciem ku czerwieni (redshift). W astronomii
czesto jest oznaczane litera z.

Skad bierze si¢ to przesuniecie? Zapewne styszates o efekcie Dopplera — zmianie
czestotliwodei fali (jednoczesnie dtugosci fali) zaleznej od tego, czy jej zrédlo oddala
sie, czy zbliza do obserwatora. Swiatlo rozprzestrzenia sie jako fala, wiec ulega temu
zjawisku. Gdy zrédlo oddala si¢ od obserwatora, fala §wietlna ulega rozciggnieciu,
przez co odbierana jest jako bardziej czerwona oraz bardziej niebieska, gdy obiekt

sie zbliza. W normalnych warunkach, na co dzien, nie jesteémy w stanie rozpoznaé
tych roznic, poniewaz predkosé swiatta jest zbyt duza w stosunku do predkosci zrédet
$wiatta i odlegtosci, jakie fala Swietlna ma do pokonania.

Wszechs$wiat jest jednak ogromny, a odleglto$ci pomiedzy obiektami astronomicznymi

i ich predkosci sa niewyobrazalnie duze. Dlatego zmiana diugoéci fali (koloru) moze
byé¢ znaczaca i tatwa do zmierzenia. Oczywidcie, taki pomiar nie sprowadza sie do
stwierdzenia, ze gwiazda jest bardziej czerwona (lub niebieska) niz powinna. To, co
astronomowie mierza, to przesuniecie linii emisyjnych i absorpcyjnych w widmach
spektroskopowych w stosunku do ich laboratoryjnych polozen. Dzigki temu jestesmy
w stanie doktadnie obliczy¢ predkosé gwiazd wzgledem Ziemi. Pomiar taki jest
niesamowicie precyzyjny i pozwala zaobserwowaé¢ nawet najmniejsze zmiany predkosci,
spowodowane np. istnieniem egzoplanet krazacych wokét gwiazdy.

Pomiary przesunigcia ku czerwieni wykorzystuje si¢ réwniez przy wiekszych
odlegtoséciach. Wykonane pomiary redshiftu dla galaktyk pokazaly, ze te oddalaja sie
od nas w zawrotnym tempie, co zwiazane jest z rozszerzaniem sie Wszechswiata. Im
galaktyka bardziej odlegta, tym szybsza jest jej ucieczka; w rezultacie — coraz silniejsze
jej przesuniecie ku czerwieni (wiekszy /silniejszy redshift). Jego pomiar pozwala
nam wiec okreslaé, z jakiego okresu ewolucji Wszechswiata dociera do nas swiatto
obserwowanej galaktyki. Na przyklad przesuniecie ku czerwieni galaktyk znajdujacych
sie¢ w naszym najblizszym otoczeniu to z = 0, podczas gdy dla najdalszej zaobserwowanej
galaktyki — GN-z11 — wynosi ono z = 11,1. To oznacza, ze obserwujemy ja taka, jaka
byta zaledwie kilkaset milionéw lat po Wielkim Wybuchu.

Anna DURKALEC
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Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

(M lub F)

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl

Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sig¢

na stronie deltami.edu.pl

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2019

Zadania z fizyki nr 676, 677
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

676. Miedzy zwartymi drutem oktadkami nienatadowanego kondensatora
plaskiego znajduje sie punktowy ladunek q. Powierzchnia okladek jest bardzo
duza, efekty brzegowe mozemy zaniedbaé. Odlegtos¢ tadunku od jednej

z okladek jest réwna d/3, gdzie d jest odlegloscia miedzy okladkami. Jaki
tadunek przeptynie przez przewodnik zwierajacy oktadki, gdy tadunek ¢ zostanie
przesuniety w miejsce wewnatrz kondensatora, odlegle o d/3 od drugiej okladki?

677. Oszacuj, jaki musi by¢ minimalny promieni planety, aby mogta ona
utrzyma¢ atmosfere skladajaca sie gléwnie z tlenu i azotu, jesli temperatura
powierzchni planety T = 300 K. Srednia gestoéé planety p = 4 - 10% kg/m3.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

668. Nauczyciel, zwrécony twarza do tablicy, obserwuje klase dzigki
odbiciu $wiatta od powierzchni szkiet jego okularéw. Nauczyciel widzi
dwa obrazy ucznia, ktéry siedzi w odleglosci 5 m od niego. Jeden obraz
znajduje sie w odleglosci 5 m, drugi w odlegltosci % m od nauczyciela.
Po odwréceniu do klasy nauczyciel widzi przez okulary obraz tego
samego ucznia w odlegtosci 2,5 m. Wyznaczyé wspdlczynnik zatamania
szkta, z ktérego wykonane sg soczewki okularéow.

669. Do naczynia w ksztalcie cylindra o polu przekroju poprzecznego
S wlano wode, w ktérej pltywa kawatek lodu z kulky olowiang
wewnatrz. Objetos¢ lodu razem z kulka jest rowna V. Nad wode
wystaje % cze$é tej objetosci. Jak zmieni si¢ poziom wody w naczyniu
po stopieniu lodu? Gestosci wody, lodu i otowiu wynoszg odpowiednio
PW,PLsPO-

668. Szukany wspélczynnik zalamania mozemy znalezé
ze wzoru na zdolnosé skupiajaca soczewki okularow:
D=(n- 1)(12% + 1%)’ gdzie R; i Ry sa promieniami
krzywizny powierzchni soczewki. Sa one dodatnie,

gdy powierzchnia soczewki jest wypukla, i ujemne,

gdy powierzchnia jest wklesta. Odlegto$é ucznia od
soczewki jest stala i wynosi z = 5m. Gdy nauczyciel
patrzy na ucznia przez okulary, widzi jego obraz pozorny
w odleglosci y = —2,5m, stad D = L + % =—:L.
Soczewki okularéw sa rozpraszajace.

Gdy nauczyciel jest odwrdcony do tablicy, jeden

z obrazéw odlegly o y; powstaje w wyniku odbicia od
powierzchni soczewki blizszej oka. Zdolnosé skupiajaca
takiego zwierciadla wynosi Dy = % + i Musimy
rozwazy¢ dwa przypadki:

a) y1 = —bm, Dy =0, powierzchnia soczewki jest plaska,
b) 1y = —% m, D; = —5%, powierzchnia jest wypukla,
czyli R% = 5%

Drugi obraz obserwowany przez nauczyciela
odwroéconego do tablicy, odlegly od niego o ys, powstaje
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w wyniku przejscia $wiatta przez soczewke, odbiciu
od powierzchni o zdolnosci skupiajacej Do dalszej od
oka i ponownym przej$ciu przez soczewke. Zdolnoéé
skupiajaca takiego uktadu wynosi

1 1
2D+ Dy = — 4+ —.
T Y2
Rozwazamy ponownie dwa przypadki:
8) yo=—2m, Dy— -5 L -2
b) y2:_5m7D2:5lm7Ri2>0

Przypadek b) musimy odrzucié, bo soczewka

szklana dwuwypukla nie moze by¢ rozpraszajaca.

W przypadku a) soczewka jest plasko-wklesta wykonana
ze szkla o wspolezynniku zatamania n = 1,5.

669. Parcie P na dno naczynia nie zmienia sie¢ po
stopieniu wody, bo nie zmienia si¢ cigzar zawartosci
naczynia, a $cianki cylindra sa pionowe:

P = pwgH1S = pwgH2S + Vo(po — pw)g,
gdzie Hy i Hy oznaczaja wysokosci stupa wody
w naczyniu przed i po stopieniu lodu, Vo jest objetoscia
olowiu. Rdznica wysokosci pozioméw wody wynosi

1) _ Vo(po —pw)

h=H, — H Spw .
Poniewaz gestosé otowiu jest wigksza od gestosci wody,
poziom wody w naczyniu obnizy sie. Objetosé otowiu
mozemy znalezé z warunku réwnowagi sit dzialajacych
na plywajacy 16d:

(2)
Z réwnan (1) i (2) otrzymujemy szukany wynik:
_ Vipo = pw)lpw(1 = 1) = p1)

h = .
S(po — pr)pw

Vv n—1
(V—Vo)pr + Vopo = %




® Zadania z matematyki nr 779, 780

| -

Redaguje Marcin E. KUCZMA
779. W pola planszy kwadratowej wpisujemy liczby calkowite (w kazde pole

PY jedna liczbe) tak, by liczby wpisane w dowolne dwa przylegle pola byly réwne
lub r6znily sie o 1 (pola przylegle maja wspdlny bok). Dla ustalonej liczby
naturalnej n wyznaczy¢ najwieksza liczbe m taka, ze przy kazdym wypelnieniu
planszy n x n, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba pojawia si¢ na co

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2019

780. Ciag xg, x1, T2, ..

najmniej m polach planszy.
. jest okreslony wzorami: xg = 1,

1
Tpy1 =2Tp+— dla n=0,1,2,...

n

Obliczy¢ granice lim (:cn -V Qn) lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
n—oo

Zadanie 780 zaproponowal pan Witold Bednarek z Fodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:

771. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R, spelniajace rownanie

f/<a+b) _ f() = f(a)
2 a b—a

dla kazdej pary réznych liczb rzeczywistych a, b, ktérych réznica jest liczba catkowita.

772. Niech M,, =2" — 1 dlan = 1,2,3,... Udowodnié, ze nast¢pujace dwa warunki sa réwnowazne:

(i) 2" =2 (mod n);

771. Dla kazdej liczby x € R uzyskujemy z podanego
réwnania (po podstawieniua =z —1,b=x+1)
rownosé
(1) 2f'(x) = fla+1) - fla—1).
Wynika z niej, ze funkcja f’ jest rézniczkowalna.
Mozemy wiec zrézniczkowaé (1) stronami, otrzymujac
2) 2f"(x) = f'z+1) = f'(z = 1).
W réwnosei (1) zastepujemy x przez x + 1 oraz x — 1:

2f'(x+1) = f(z +2) — f(a),

2w —1) = f(w) - f(z - 2)
réwno$é (2) (pomnozona przez 2) przybiera postaé
(3)  Af'(x) = fl@+2) - f(2) - flz) + f(z —2).

Widaé stad, ze i funkcja f” ma pochodng.
Rézniczkujemy (3) stronami:

@) Af@) =fr+2)-2f (@) + [z - 2).

(ii) 2M» =2 (mod M,,).

W réwnaniu danym w zatozeniach podstawiamy
a=2x,b=1x+4, nastepnie a = x — 4, b = = i wreszcie
a=2x—4,b=ux+ 4, otrzymujac kolejno

Af (x+2) = fla+4) - f(2),

Af'(z = 2) = f(z) — f(z — 4),

8f'(x) = flz+4) — f(z —4).
Réwnosé (4) (pomnozona przez 4) daje w efekcie
161" (z) = (f(z +4) = f(2)) = (flz +4) = flz —4) +

+ (f(z) = f(z —4)) =0.
Uzyskana rownosé zachodzi dla wszystkich x € R.
To znaczy, ze f jest wielomianem stopnia najwyzej
drugiego.
I na odwrét, kazdy taki wielomian f(z) = Az? + Bx + C
spelnia réwnanie dane w zalozeniu zadania (i to nawet
dla kazdej pary réznych liczb a,b € R) — co latwo
sprawdzié.

772. Dla n = 1 oba warunki sa spelnione. Dalej przyjmujemy n > 2. Zapiszmy

liczbe M,, — 1 jako

()

M, —1=qgn+r;

q,r€Z; 0<r<n.

Wobec okreslenia M,, = 2" — 1 mamy kongruencje 2" =1 (mod M,,), ktéra
podnosimy do potegi ¢: 29" =1 (mod M,,); stad po pomnozeniu przez 2"

(i uwzglednieniu (5)):

(6)

2Mn=1 = 9™ (mod M,,).

Jesli zachodzi warunek (i), to n jest dzielnikiem liczby 2™ — 2, réwnej M,, — 1,
czyli w réwnoéci (5) jest r = 0. Ze zwiazku (6) dostajemy 2»~1 =1 (mod M,,);

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
765 (WT = 1,78) i 766 (WT = 2,44)
z numeru 9/2018

Piotr Kumor Olsztyn 42,07
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Marcin Matogrosz Warszawa 38,00 (7)
Andrzej Kurach Ryjewo 36,52
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 35,75
Pawel Kubit Krakoéw 35,69
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pomnozenie przez 2 daje warunek (ii).

Na odwrét, jesli zachodzi warunek (ii), to dana w nim kongruencje (mod M,,)
dzielimy stronami przez 2 (to dozwolone, bo M, jest liczba nieparzysta),
otrzymujac 2M»~! =1 (mod M,,). W polaczeniu z (6) dostajemy

"=1 (mod M,).

Ale 2" < 2771 < M,,, wiec kongruencja (7) jest réwnoscia, skad 7 = 0. To znaczy,
w my$l (5), ze n dzieli liczbe M,, — 1 = 2™ — 2, i mamy warunek (i).



Dla uproszczenia obserwatorzy
sklasyfikowali typy supernowych wedtug
cech ich krzywych blasku i linii
absorpcyjnych réznych pierwiastkow
chemicznych, ktére pojawiajg sie w ich
widmach. Gtéwng cechg jest obecnosé lub
brak linii wodoru. Jezeli widmo
supernowej zawiera linie wodoru (np.
serie¢ Balmera w widzialnej czesci widma),
to taka supernowa jest klasyfikowana jako
typ II, w przeciwnym razie jako to typ I.
W kazdym z tych dwéch typéw znajduja
sie¢ dodatkowe podklasy, w zaleznosci od
widocznosci innych pierwiastkéw lub od
ksztaltu krzywej blasku.

L]

Rozwigzanie zadania M 1598.
Przyjmijmy oznaczenie

1 1 . 1

d:a2+7:bz+—:c2+—

a b c
i rozwazmy wielomian
P(z) = 2®> — dx + 1. Skoro

P(a) = P(b) =P(c) =0
oraz liczby a, b, ¢ sg rézne, to sg one
réznymi pierwiastkami wielomianu P.
Stad na mocy wzoréw Viéte’a uzyskujemy
a+b+c=0.

Latwo sprawdzié, ze liczby a, b, ¢
spelniajgce zalozenia zadania rzeczywiscie
istnieja, np.

V6 V6

a=2, b=——-1, ¢c=———1,

2 2
wigc znaleziona wartos$¢ 0 istotnie jest
osiagalna.

Niebo w kwietniu

Prosto z nieba: Podgladanie supernowej

Supernowa to zjawisko kataklizmiczne, zwigzane ze $miercia pewnych rodzajéw
gwiazd. Jak wskazuje nazwa, jest ,,czyms$ wiecej” niz nova, ktéra to nazwa
astronomowie oznaczaja nowy obiekt na niebosklonie (np. nowe karlowate to uktady
podwdjne, w ktérych nastepuje akrecja na powierzchnie biatego karta, co powoduje
wybuchy znacznie zwiekszajace jasno$é ukladu). Supernowa jako obiekt badan
zostala wprowadzona do astronomii przez Waltera Baade i Fritza Zwicky’ego w 1931
roku.

Supernowe powstaja dzieki dwém podstawowym mechanizmom. Pierwszym z nich
jest wywolanie fuzji jadrowej w zdegenerowanej gwiezdzie (bialym karle, ktéry
przekracza mase Chandrasekhara i eksploduje). W drugim przypadku jadro
masywnej gwiazdy przestaje produkowaé wystarczajaco wiele promieniowania,

i ulega kolapsowi grawitacyjnemu, uwalniajac grawitacyjna energie potencjalna.
Eksplodujace biale karly naleza do typu I (gdyz skladaja sie z helu, tlenu, wegla

i ciezszych pierwiastkéw), natomiast kolapsy masywnych gwiazd moga wywolywac
—w zalezno$ci od sktadu gwiazdy — supernowe typu I i IL.

W szczegdlnosci, ciekawym typem kolapsujacej masywnej gwiazdy jest supernowa
typu Ic, w Swietle ktérej nie obserwuje sie ani wodoru, ani helu. Zaréwno
teoretykéw, jak i obserwatoréow od lat gnebilo pytanie, ktore gwiazdy sa — w zargonie
astronomicznym — progenitorami (protoplastami) supernowymi typu Ic. Wedlug
teoretykow, gwiazdy te naleza do bardzo masywnych — co najmniej 30 razy
masywniejszych niz Slonice, i nawet po stracie czedci ich materialu pod koniec zycia
pozostaja bardzo duze i jasne.

Gloéwnym problemem jest oczywiscie to, ze trzeba mieé¢ obserwacje danej gwiazdy
przed jej wybuchem. Postep w tej dziedzinie staje si¢ mozliwy dopiero teraz,

gdy dysponujemy dostatecznie glebokimi i obszernymi katalogami. Przesiewajac
dane archiwalne teleskopu satelitarnego Hubble’a i analizujac dane z obserwacji
przy uzyciu teleskopu Kecka (Hawaje, USA), zespolom astronoméw z Caltech

i Uniwersytetu Kalifornijskiego udalo sie ,namierzy¢” przyszla supernowa Ic.
Astronomowie obserwowali do tej pory wiele supernowych typu Ic, ale byty one
zbyt daleko, aby teleskop Hubble’e mogt je dokladnie zbadaé. Do czasu: supernowa
skatalogowana jako SN 2017ein pojawila si¢ w okolicy centrum pobliskiej galaktyki
spiralnej NGC 3938, odlegtej od nas w przyblizeniu 65 milionéw lat $wietlnych.
Wybuch zdarzyl sie wzglednie blisko i byt bardzo jasny (okolo 5-10 razy jasniejszy
od innych supernowych typu Ic), co znacznie ulatwilo odnalezienie progenitora.
Okazuje sie, ze obiekt potencjalnie odpowiedzialny za wybuch jest niebieska

i wyjatkowo goraca gwiazda.

Progenitor jest najprawdopodobniej pojedyncza jasna gwiazda o masie miedzy

45 a 55 My . Druga hipoteza jest masywny uklad podwéjny, w ktérym jedna

z gwiazd wazy od 60 do 80 Mg, a druga okolo 48 M. W tym scenariuszu gwiazdy
kraza blisko siebie, wchodzac w interakcje. Bardziej masywna gwiazda zostaje
pozbawiona warstw wodoru i helu przez pobliskiego towarzysza, i ostatecznie
eksploduje jako supernowa. Mozliwo$¢ istnienia masywnego systemu podwdjnego
gwiazd jest traktowana jako bardziej egzotyczna.

Astronomowie zastrzegaja, ze nie beda w stanie potwierdzi¢ w 100% tozsamosci
zrodla, dopdki supernowa nie zgasnie, za okolo dwa lata. Dzigki obserwacjom
teleskopu Hubble’a lub prawie juz gotowego do wystrzelenia teleskopu Jamesa
Webba bedzie mozna wtedy stwierdzié, czy kandydat na progenitora zniknal, czy
tez znacznie przygast. Badacze beda takze w stanie oddzieli¢ Swiatlo supernowej od
Swiatla gwiazd w jej otoczeniu, aby lepiej oszacowaé jasnos¢ i mase obiektu.

Michat BEJGER

Kwietniowe noce sa coraz krétsze, zatem na obserwacje — po godzinie 20. Jak latwo policzy¢, przez miesiac dnia
gwiazd i innych niewidocznych w dzien cial niebieskich przybywa o ponad 2 godziny.

zostaje coraz mniej czasu. Na poczatku kwietnia Stonice

w $rodkowej Polsce pojawia sie na niebosklonie okoto Podobnie jak w marcu, wieczorem nachylenie ekliptyki
godziny 6:18 (po zmianie czasu na letni) i schodzi z niego do widnokregu jest duze, natomiast nad ranem — male;

o godzinie 19:15; natomiast ostatniego dnia miesiaca stad bardzo dobrze widoczne sg znajdujace sie blisko niej

wschod Stoiica nastepuje kwadrans po godzinie 5, a zachdd  ciala niebieskie bedace na wschéd od Stofica. Tymczasem
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na niebie porannym jest odwrotnie: planety, nawet jesli sa
w swoich maksymalnych elongacjach, wschodza tuz przed
albo zaraz po wschodzie Storica, tak samo jak Ksiezyc przed
nowiem.

I tak tez zdarzy sie tym razem: néw Ksiezyca przypada

5 kwietnia i 5 maja, I kwadra — 12 kwietnia, pelnia —

19 kwietnia, ostatnia kwadra za$ — 26 kwietnia. Stad

na poczatku i na koncu miesiaca noce sa bezksiezycowe,
natomiast po nowiu, juz na nastepny dzien, 45 minut po
zmierzchu Ksiezyc w fazie 2%, 36 godzin po spotkaniu ze
Storicem, pokaze sie na wysokoéci 2°. Byloby jeszcze lepiej,
gdyby w tym momencie Ksiezyc znajdowal si¢ z naszej
perspektywy nad ekliptyka, a nie pod. Tego wieczora
Ksiezyc przejdzie 5° na potudnie od Urana, jednak siédma
planeta Uktadu Slonecznego nie przebije sie przez zorze
wieczorng. Niewidoczny jest takze Neptun, ktory mial
spotkanie ze Stoncem w zeszlym miesiacu.

W nastepnych dniach naturalny satelita Ziemi szybko
zwigkszy poczatkowa wysokos$¢ i dtugosé przebywania

na nocnym niebosklonie. Zwtlaszcza przed I kwadrg bez
klopotéw da sie dostrzec ciemna, nocng strone Ksiezyca,
czyli tzw. Swiatlo popielate. Srebrny Glob spotka sie

z planetg Mars 8 i 9 kwietnia. Pierwszego z wymienionych
dni jego faza urosnie do 14%, a Mars znajdzie sie 5° od
Ksiezyca, na godzinie 1 wzgledem niego. Dobe pd6zniej
Ksiezyc wyprzedzi juz Czerwong Planete, zwigkszajac
faze do 22%. Wieczorem oba ciala Ukladu Slonecznego
przedzieli dystans 10°. Po drodze Ksiezyc przejdzie

przez znana gromade otwarta gwiazd Hiady. Wieczorem
9 kwietnia Ksiezyc pokaze si¢ 2° na potnocny wschod

od Aldebarana, za$ jeszcze przed swoim zachodem zblizy
sie mocno do widocznej przez lornetke gromady otwartej
gwiazd NGC 1647, przechodzac 40" od jej srodka. Dobe
po6Zniej Ksiezyc w fazie 28% przejdzie 40’ na poludnie od
gwiazdy 3. wielkosci ¢ Tauri, stanowiacej potudniowy rég
Byka.

Sam Mars w kwietniu wedruje przez gwiazdozbiér

Byka, caly czas dazac do wrzesniowej koniunkcji ze
Storicem. Od zeszlorocznej opozycji mineto juz ponad

8 miesiecy, i Czerwona Planeta juz nie jest najjasniejszym
obiektem w swojej okolicy. Zwtaszcza na tle gwiazdozbioru
obfitujacego w jasne gwiazdy, jakim jest Byk. W trakcie
miesiaca blask Marsa zmniejszy si¢ z +1,4 do +1,6™,

przy tarczy wielkosci zaledwie 4”, a wigc ponad 6-krotnie
mniejszej niz w lipcu i sierpniu ubiegtego roku. W tym
czasie jego elongacja, czyli odleglosé katowa od Stonca,
zmniejszy sie z 50 do 40°, za$ wysokos¢ nad widnokregiem
na poczatku nocy astronomicznej (21:15 na poczatku
kwietnia i 22:30 pod jego koniec) — z 30 do 15°.

Poczatek miesigca zastanie Marsa 3,5 stopnia od drugiej
bliskiej gromady otwartej gwiazd w Byku, Plejady.

5 kwietnia planeta minie gwiazde 4. wielkosci 37 Tauri

w odleglosci okoto 20’. Tydzieri pézniej przejdzie miedzy
para nieco jasniejszych gwiazd x i v Tauri, zblizajac sie
do drugiej z nich na 15’. Nastepnie Mars minie Hiady

(w charakterystycznym ksztalcie litery V), zblizajac sie
na 3,5 stopnia do najbardziej na péinoc wysunietej jasnej
gwiazdy € Tau. Aldebaran, najjaéniejsza gwiazda Byka,
znajdzie si¢ 3° dalej w tym samym kierunku. Planeta
minie kolejna gwiazde 4. wielkosci 7 Tauri 18 kwietnia, po
czym w dniach 25 i 26 kwietnia przetnie gromade otwarta
gwiazd, o oznaczeniu katalogowym NGC 1746 i jasnosci
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tacznej 6™. Na przelomie kwietnia i maja Mars utworzy
tréjkat rownoramienny z rogami Byka, czyli gwiazdami

El Nath (r6g péinocny, jasno$é +1,6™, czyli poréwnywalnie
z Marsem) i wspominanej juz ¢ Tauri, zblizajac sie do obu
gwiazd na okolo 5°, a na poczatku maja przetnie laczaca je
linie.

I kwadra zastanie Ksiezyc na tle gwiazdozbioru Blizniat,
okoto 7° pod Polluksem, najjasniejsza, cho¢ oznaczana
grecka litera [, gwiazda tej konstelacji. Kolejnej nocy

faza Ksiezyca uroénie do 62% i dotrze on do srodka
gwiazdozbioru Raka, zahaczajac o znana, widoczna gotym
okiem jako mgietka, gromade otwarta gwiazd M44. Niestety
w Polsce Srebrny Glob przejdzie okolo 10’ na potudnie od
najjasniejszych gwiazd gromady. Jej zakrycie beda mogli
obserwowa¢ mieszkancy potudniowej czesci Afryki.

W dniach 14-15 kwietnia Ksiezyc w fazie, odpowiednio,
73 1 83% spotka sie z Regulusem, najjasniejsza gwiazda
Lwa. W Polsce Ksiezycowi zabraknie do Regulusa za
kazdym razem po okoto 8°. Calkowicie o$wietlona tarcza
Srebrnego Globu 19 kwietnia przejdzie 7° na péinoc od
Spiki, najjasniejszej gwiazdy Panny.

Naturalny satelita Ziemi powedruje dalej i w nocy z 21 na
22 kwietnia zawita na chwile do gwiazdozbioru Skorpiona.
Do tego czasu o$wietlenie jego tarczy zmniejszy sie do 92%,
a tuz pod nim znajdzie si¢ charakterystyczny tuk gwiazd
z péInocno-zachodniej czegsci konstelacji, z gwiazdami
Graffias (8 Sco, +2,5™) i Dschubba (6 Sco, 4+2,3™).
Zwlaszcza pierwsza z gwiazd jest atrakcyjnym celem dla
posiadaczy nieduzych teleskopow, czy nawet wigkszych
lornetek, gdyz jest to uklad podwdjny, w ktérym drugi
skladnik, o jasnosci +4,9™, znajduje sie 13" od jasniejszej
gwiazdy.

23 i 24 kwietnia Ksiezyc ma zaplanowane spotkanie

z Jowiszem. Pierwszej z wymienionych nocy tarcza Ksiezyca
w fazie 85% dotrze na 6° do najwickszej planety Ukladu
Stonecznego, za$ kolejnej nocy, w fazie zmniejszonej do 77%,
znajdzie si¢ juz 7° na wschéd od niej. Jednoczesnie Ksigzyc
okoto drugiej w nocy zakryje jasna gromade otwarta gwiazd
M21 i przejdzie tuz na péinoc od mgtawicy M20. Jowisz

na poczatku czerwca przejdzie przez opozycje wzgledem
Stonica, by 10 kwietnia zmienié¢ kierunek swojego ruchu
wzgledem gwiazd na wsteczny. W kwietniu jasno$¢ Jowisza
uro$nie do —2,4™ a jego tarcza do 43".

Kolejne dwa dni Srebrny Glob spedzi w poblizu planety
Saturn. Ksiezycowa tarcza pokaze wtedy faze 68 1 58%
(ostatnia kwadra o péinocy naszego czasu z 26 na

27 kwietnia), $wiecac okolo 6° od Saturna. Planeta

z najokazalszymi pierscieniami réwniez zblizy si¢ do
opozycji, przez ktéra przejdzie w lipcu. W kwietniu jej
blask przekroczy 0,5™, a tarcza $rednice 17”.

Na koniec miesiaca, 28 kwietnia Ksiezyc w fazie 40%
spotka sie z gwiazdami Nashira i Deneb Algiedi, czyli
dwiema do$é jasnymi gwiazdami z péinocno-wschodniej
czedci Koziorozcea, ale az do majowego nowiu jego warunki
obserwacyjne pozostana bardzo slabe, zwlaszcza ze
przebywa wtedy pod stabo nachylong ekliptyka, co
dodatkowo pogarsza jego widocznoscé.

Promieniujace co roku w kwietniu Lirydy wypadaja kilka
dni po pelni Ksigzyca i sa niewidoczne, ginac w jego tunie.

Ariel MAJCHER
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Przedstawione w ramkach kody tworzg
macierz Hilberta: kwadratowa tablice
liczb Hij = 1/(i+ 7 — 1) (red.).

Whbudowana funkcja Octave hilb ma
niemal identyczng implementacje jak

mhilbv (red.).

I to wtadnie wtedy nagle Ty pojawilas sie¢ w moim
zyciu; i od pierwszej chwili wiedziatem, ze nic juz
nigdy nie bedzie takie, jak dawniej. Nasze dusze sa
niczym dwie potéwki jednego owocu. Zawsze moge
napisa¢ Ci to, co mam w glowie, a Ty natychmiast
zrealizujesz nasze nawet najbardziej zapetlone pomysty.

=

=

Najdrozsza!

Romeo MONTECCHI*

Julio, od kiedy sie poznaliSmy, nie potrafie przesta¢ mysle¢ o Tobie. ..

Ty wiesz, ze przed Toba byly inne, ze spedzilem dlugie lata w zwiazku z Octava,
nie zwazajac na to, ze ona wciaz byla zapatrzona w muskularnego MATLAB-a.

Nie, nie zaluje tych lat, kiedy ona powoli uczyta mnie wektoryzacji kodu
i sprawita, ze w koncu zerwatem z natogiem naduzywania petli w programach:

function H = mhilb(n)
H = zeros(n);
fori =1
for j = 1:n
H(iJ) = 1/(i+i-1);
end
end
end

-

function H = mhilbv(n)
H = zeros(n);
row = 1:n;
fori = 1:n
H(i, :) = 1.0 ./ row;
row = row+1;
end
end

Kod w Octave bez wektoryzacji: dwie petle.
Czas wykonania (dla n = 2048): 16,1 s.

Kod w Octave zwektoryzowany: jedna petla.
Czas wykonania (dla n = 2048): 0,06 s, to
jest 270 razy szybciej.

Przezywalem piekielne katusze, widzac, jak MATLAB imponowal jej (i nie
bede Cig¢ oszukiwal, Ukochana — mnie tez) tym, ze potrafil sam skompilowaé
nasze wielokrotnie zagniezdzone petle, wykorzystujac kompilator JIT (just in
time). I byl przy tym taki niedostepny, co — o, serce nierozsadne! — tym bardziej

przyciagalo ich oboje. ..

function H = mhilb(n)
H = zeros(n);
fori = 1in
for j = 1in
H(i.j) = 1/(i+j-1);
end
end
end

function mhilb(n)
H = zeros(n,n);
for i =1:n
for j = 1:n
HIdl = 1/(1+i-1)
end
end
end

Kod w MATLAB-ie bez wektoryzacji,
identyczny z pierwszym.
Czas wykonania (dla n = 2048): 0,08 s, to

Kod w Julii bez wektoryzacji.
Czas wykonania (od drugiego wywolania, dla
n = 2048): 0,04 s, to jest 400 razy szybciej.

jest 200 razy szybciej.

o ktérych wolatabys nie mowié, codziennie cieszy mnie
Twoja prostota i rado$¢ z prowadzenia blyskawicznych
rachunkéw. Uwielbiam Twoje subtelne, niewymuszone
deklaracje typow! Ascetyczng elegancje! I to, ze — jak
ja, jak Octava, jak wielu innych z nas — wybrala$ zycie
w wolnym $wiecie wolnego oprogramowania.

Wszystkie obliczenia wydaja sie proste w te dni, gdy

jestedmy razem, a do osiagniecia szczytu wydajnosci
wystarcza nam zwykle kilka magicznych stéw. Cho¢
wiem, ze skrywasz w sobie tajemne kompilacje,

Ale za to wiemy, ze w kazdym z systemoéw
(Octave, MATLAB-ie, Julii) mozna
napisaé jeszcze szybszy kod generujacy
macierz Hilberta.

Tesknie i niecierpliwie czekam na kolejne spotkanie. Tam
gdzie zawsze, przy klawiaturze — OK?
Twadj R.

Od redakcji: Powyzszy manuskrypt, nadestany w dwunastym dniu wiosny — zapewne omytkowo
na adres Delty — publikujemy bez skrétéw, choé przyznajemy, ze czasem uzywane przez
zakochanych frazy sa dla nas niezbyt zrozumiale, zapewne wskutek nadmiernej afektacji
autora. Niestety, do tej pory nie udalo sie zweryfikowaé ze stuprocentowa pewnoscia, kim jest
autor powyzszego listu, gdyz — wedle posiadanych przez nas danych — z Akademia w Weronie
nie jest zwigzana zadna osoba o nazwisku Montecchi (chociaz wynajeci przez nas eksperci
potwierdzaja, ze sam list jest autentyczny). Natomiast, z pomocg dobrze poinformowanych
zrédel, udalo si¢ nam potwierdzi¢ nie tylko tozsamosé Julii, w wersji 1.0, ale nawet ustali¢ jej
adres: www. julialang.org. Jednak aby zaoszczedzi¢ na kosztach przesylki (wszak honoraria
ekspertéw mocno nadwatlity nasz budzet), zdecydowali$émy si¢ opublikowaé list na tamach
niniejszego popularnego periodyku, wierzac, ze w ten sposéb tez dotrze do adresatki.

24



‘Aujesjorremzor jesqlory klezoeuzAm
eyjoyozioim oJou[odsm z 90LzZpoyoAm
D{[RZI)S SIMP 9pZey — dIUJ0IMPO I
‘D{peZI)S 9IMP LZPOUIAM 080101 Z
Spojoypziotm uepal epersod Aujkiojremzor
yesifony Apzey] 1zpoyom oSopzexy
Oop oures 9[A} 1 }OJRZI)S U IZPOYIAM
eyN[oyozIoIM 03opzey 7 "Yyoeyoq u
fozAmeu 0o od Aweizplozid ‘ereSoz
MoMozesm WLaYdNI z 91uposz ‘g op v z
a1zpomqo 08a( od oe(nipdm 1sel ‘g + v
dypeziys AwalnsAr eyey-(1 4+ ug) oSouep
g 1y mopoypziom yAuzor viq 7l
T X T MOjeIpemy uw
Yo19sAzsm nioiqz wearorqzpod gsal
I X T mojerpemy yoAuiezd I101q7 T X [
YorIRIWAM O mOjeIpeMY UDAfRd AQZOI]
foumoad z eUOZO}Z epZEY — *IRIQ I BUIEZD
of Awiltmzeu — 19§3zd a1mp eu jesjogsord
1e1zp djyod zozid ejhqezid eSorq 1T
U =D+ gg psoumolr
tlerugads 2109 ‘D 1 g qzo1] WAmOylomp
wodruimzol elepermodpo (%) 1 (*q)
1B8%rp {10} D * ‘*q 012p8 ‘' + qg = '
aruzoruzoupal Awzsidey (]
'(Zﬁ,+ Zac)z = z(/’i + ) + z(ﬁ, —x)
10§0UIRSZ0Y
np1zp Aurewfzijo eruwemored qosodg g
‘wAureulq wardero 9saf mojkyy
o8l 3o 0d1m ‘ OFZ oqre ,0gT dIerw
ewr ejbyoPIm oSomoporur 18y Apzey ‘g
ug Tx Tz

G 60160

wiureurq worSkio z
2emoreds Azoreu w = “x 4 4 ¢x 4 Ix
CIURUMOI STURZRIMZOI 9pZed] "L

eI103“ Azer w 1  omerd“

anddysAm Azer v WAIOP] M ‘WAUIRUIQ
worSkro wogez 3sof Apyod mosoys

Skrp ‘1osoulooy [oumod m ‘(Lzer wi)
3108 m 1 (Aze1 u) omerd m Awizparmod
‘UOBNUNIDTY YOOMP M OY[K) ozoeys ejyod
(01093 m ‘exe) oy eSoip ezsjonleN 9
{u ‘g 1} nroiqz rureroiqzpod

s 1 ouzox 24q kzsnw A1o1qzpod
ouestdAziJ -101qzpod Amojusurafonmp
08o[ Lufomop Ay < Ty Ty

mourorqz 9z nwoepzey AwzsidAzid ‘¢
0T g ®

64 wanjue)sAzid Azpdrwod nlemurer) m
ferzpats yoru z Apzesy 'L > 6 > ¢

e[p ‘g op g z 1reyoal £z101y ‘morozesed
oAy oA} dFemn pod Awzopy ¥

[0031M 950l WOIjoyDZIaTM

WAUOMIDZD Z MQ)BIO[OIM WDIRZ

‘U joOZIOIM WAUOMIDZD Z A1esifo1)
orukpal tueysozod Ared zog ‘exjoydzIOIM
0899 aruazotjop zozid wAdklejsmod
‘wAuOMIDZD WeINjoydzIoim wAupal o
waky-(T 4 %) z Awalnred yoesjjoydziaim
yoB{sarqaru o 38~y Lpzey ¢ £ y e[d ¢
‘yoALugeezad yoKy rureouoy ks 0103y
‘erlx-u moxjoypzioim (kuemospeziodnaru)
Bypaomzo z dred m perqop Azoreu eyky-u
yoAugkezid drs edmwoezid ung g
‘eysAzredsru 9saf rwIns YOI ® ‘MOJUSWIL[S U
ew zotumor 019y ‘{ug ‘g 1}

9z101qz m wotustuedop 03a( z yemoreds
ruzZoOW Mojuswg[e armuns [(91sdzred o
Amojuawa(e-u 1otqzpod Apzes] ‘T

uepez op D{MOZENSM

Zbiory i odwzorowania
Barttomiej BZDEGA

Aby wykazaé, ze zbiory A i B maja tyle samo elementéw, wystarczy polaczyé

te elementy w pary (a,b), gdzie a € A ib € B. Jezeli kazdy element zbioru A

i kazdy element zbioru B wystepuje w nich dokladnie raz, to |A| = |B|. Fakt ten
nazywamy zasadq bijekciji.

Bywa, ze kazdy element zbioru A sparujemy z innym elementem zbioru B,

ale by¢ moze w zbiorze B znajduja si¢ dodatkowo elementy, ktére nie zostaty
dobrane w pary. W tej sytuacji |A| < |B|. Jest to dobra metoda szacowania liczby
element6éw zbioru A, o ile znamy |B|. Stosujemy ja w zadaniach 5, 8 i 11.

Cigg binarny to taki, w ktérym moga wystepowaé tylko zera i jedynki. Na uzytek
niniejszego artykutu bedziemy — ogélniej — nazywac tak kazdy ciag, ktérego
wyrazy moga przyjmowaé tylko dwie z géry okreslone wartoéci.

Kazdy podzbiér P C {z1,x2,...,T,} mozemy utozsamié¢ z n-elementowym ciggiem
binarnym, w ktérym na i-tym miejscu stoi 1, gdy x; € P; w przeciwnym razie

na i-tym miejscu stoi 0. Z tego wynika, ze podzbioréw zbioru n-elementowego

jest tyle, co ciagdéw binarnych dtugosci n, czyli 2. Ponadto ciagéw binarnych
dhugoéci n, zawierajacych dokladnie k£ jedynek jest tyle, co k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego, czyli (Z) Ciagi binarne pomagaja rozwiazaé
zadania 6, 71 8.

Zadania

1. Liczba n jest nieparzysta. Dowiesé, ze zbiér {1,2,3,...,2n} ma tyle samo
n-elementowych podzbioréw o parzystej sumie elementéw, co n-elementowych
podzbioréw o nieparzystej sumie elementow.

2. Zadne trzy przekatne n-kata wypuklego nie przecinaja sic w jednym punkcie.
Tle jest punktéw przecigcia sie przekatnych wewnatrz tego wielokata?

3. Jeden punkt czerwony oraz n > 3 punktéw niebieskich lezy na wspdlnym
okregu. Ktérych wielokatéw jest wiecej: posiadajacych wylacznie niebieskie
wierzcholki, czy tych, ktore posiadaja jeden czerwony wierzcholek, a pozostate
niebieskie?

4. Tramwaj 80-osobowy zatrzymywal si¢ na 18 kolejnych przystankach:

Py, P, .., Pig. Udowodnié, ze mozna wskazaé takie 4,5 € {1,2,...,18}, ze
1 < j oraz zaden z pasazeréw nie jechat z przystanku P; do P;.

Uwaga. Zaktadamy, ze do tramwaju 80-osobowego zmiesci sie co najwyzej 80
0s0b, choé¢ praktyka byc moze pokazuje co$ innego.

5. Zbiory Ay, As, ..., Ag sa podzbiorami zbioru {1,2,...,n}. Kazdy z nich
zawiera co najmniej dwa elementy, a kazde dwa maja co najwyzej jeden
element wspdlny. Wykazaé, ze k < (3).

6. W wierzchotku prostokata, ktérego boki maja dlugoséci wyrazajace sig
liczbami naturalnymi m i n, znajduje si¢ pchla. Kazdy skok pchty ma
dtugosc¢ 1 i jest rownolegly do jednego z bokéw. Na ile sposobéw pchla moze
sie dostaé¢ do przeciwlegltego wierzchotka najkrotsza droga?

7. Ustalmy catkowite n > 01 m > 0. Ile rozwiazan w liczbach catkowitych
nieujemnych ma réwnanie x1 + z2 + ...+ z, = m?

8. Nazwijmy n-kat miodowym, jesli mozna go rozciaé na sze$ciokaty foremne
o boku 1. Dowiesé, ze liczba réznych (nieprzystajacych) n-katéw miodowych
nie przekracza 2.

9. Dowie$é, ze dla ustalonego naturalnego n réwnania x2 +y? =n i z? +y? = 2n

spelnia tyle samo par liczb catkowitych (z,y).

Ustalmy liczbe naturalna n. Ile ciagdéw (ag, a1, as,...) o wyrazach w zbiorze

{0,1,2,3} spelnia ré6wno$é n = ag + 2a1 + 4as + 8az +...7

Przypusémy, ze pchla z szostego zadania podrozuje niekoniecznie najkrotsza

droga, ale w kazdym punkcie moze si¢ znalezé najwyzej raz. Dowiedc¢, ze liczba

réznych mozliwych drég pchty nie przekracza 2™".

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Sposréd wierzchotkéw (2n + 1)-kata

foremnego wybieramy trzy, ktére wyznaczaja tréjkat rozwartokatny. Na ile

sposobéw mozna to zrobié?

10.

11.

12.
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