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Tym samym symbolem oznaczamy
przyrzad oraz zmienng losowg opisujaca
wynik losowania z uzyciem przyrzadu.

73 &~ 0,618, 75 ~ 0,692,

\ R

76 & 0,707, 7 ~ 0,717, 715 & 0,732
Ciag (my,) jest rosnacy.

Nieprzechodnie kostki i ruletki
Andrzej KOMISARSKI*

W roku 1970 Martin Gardner opisat w dziale matematycznym czasopisma
Scientific American kostki do gry odkryte kilka lat wczesniej przez statystyka
Bradleya Efrona. Kostki te (oznaczmy je A, B, C oraz D) réznia sie od zwyklej
kostki tym, ze na ich Sciankach umieszczone sa inne liczby oczek:

e kostka A — ma dwie $cianki puste, a na kazdej z pozostalych czterech $cianek
umieszczone sa po 4 oczka;

e kostka B — na kazdej Sciance znajduja si¢ 3 oczka;

e kostka C' — na czterech Sciankach znajduja sie po 2 oczka, a na dwdch po 6;

e kostka D — na trzech Sciankach znajduje si¢ po 1 oczku, a na pozostatych po 5.

Rzucajac kostkami A i B z prawdopodobieristwem %, uzyskamy wigcej oczek
na kostce A niz na B. Gdy rzucimy B oraz C, to z prawdopodobienstwem

% uzyskamy wiecej oczek na kostce B niz na C. W podobny sposéb (za
kazdym razem z prawdopodobienstwem %) kostka C okazuje sie lepsza od D,
za$ D lepsza od A. Czyli wsrdd tych czterech kostek nie ma najlepszej! Ujmujac
to inaczej: dla kazdej kostki z tego zestawu mozna znalezé w tym zestawie
kostke lepsza. Przy sortowaniu kostek od najgorszej do najlepszej powstaje
cykl (patrz rysunek). Relacja miedzy kostkami, polegajaca na byciu lepsza, nie
jest przechodnia! Ta nieprzechodniosé fascynowala nie tylko matematykéw,

ale réwniez socjologéw i ekonomistéw (ktérzy powiazali ja z teorig wyboru

i z modelami uzytecznodci losowey).

Rozwazmy dwuosobowa gre: pierwszy gracz wybiera jedna z kostek A, B,C, D,
drugi wybiera jedna z pozostalych, a nastepnie obaj rzucaja wybranymi
kostkami. Wygrywa ten, kto uzyska wiecej oczek. Okazuje sie, ze w tej grze
lepiej by¢ drugim graczem, bo wybierajac odpowiednio kostke, wygrywa sie
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z prawdopodobieristwem £.

Gra n ,,kostkami”. Zalézmy, ze mamy jakis inny skonczony zbior przyrzaddw
do losowania liczb (niekoniecznie szesciennych kostek), ktéry dawalby

w analogicznej grze duza szanse wygrania drugiemu graczowi. Jak duza moze
by¢ ta szansa? Niech X; bedzie dowolnym przyrzadem z tego zbioru, zas X,
X3, ... okreslamy w ten sposob, ze X jest tym przyrzadem, ktéry wybralby
gracz drugi, gdyby gracz pierwszy wybral przyrzad X 1. Poniewaz przyrzadow
jest skonczenie wiele, to w ktéryms$ momencie musza zaczaé si¢ powtarzac,
powstanie cykl. Mozemy usunaé ze zbioru wszystkie przyrzady spoza tego
cyklu — to moze co najwyzej zwigkszy¢ szanse drugiego gracza. Oznaczmy przez
{X1,X5,...,X,,} zbidr takich tworzacych cykl przyrzadéw. Niech odpowiedzia
gracza drugiego na Xj_1 bedzie X (dla k =1,...,n). Przyjmijmy X, = X,,.
Prawdopodobienstwo tego, ze przy optymalnej grze obu graczy drugi wygra,
wynosi ming p<, P(Xp—1 < Xi).

Wykazemy, ze dla n przyrzadéw, tworzacych cykl, prawdopodobieristwo to moze
przyja¢ wartos¢ co najwyzej
1
180° -
S2 n+2

T, =1—
4 co

Dla zbioru n przyrzadéw prawdopodobienstwo to jest

co najwyzej takie, jak dla pewnego cyklu zawartego w tym
zbiorze, a wigc nie przekracza m,. Z drugiej strony, gdy
wszystkie elementy zbioru naleza do cyklu dlugosci n, to
moze ono by¢ réwne .

A

Tréjkaty AEC i BCD sg podobne, a stad wynika, ze

D

Geometryczne narzedzia. Bedziemy potrzebowaé
pewnych geometrycznych obserwacji. Rozwazmy taki tréjkat
rownoramienny ABC, ze XCAB = xABC = a < 60°.

E B

AE _BC _ AC
AC ~ BD BD Wybierzmy takie punkty D oraz E na boku AB, zeby
(ostatnia réwno$é wynika z réwnoramiennosci AABC), czyli xECD = « oraz zeby punkt D lezal thQ] wierzcholka A

AE - DB = AC?.

niz punkt E. Wéwczas AE - DB = AC?.



Rozwigzanie zadania M 1571.
Wykazemy, ze szukanym zbiorem jest
wysokoéé tréjkata poprowadzona
z wierzchotka B.
Z jednej strony, dla kazdego punktu P tej
wysokosci mamy

¥PAB + ¥PCA  xPCB+ xPCA

2 N 2 N
=30° = xPBC.
Z drugiej strony, przypusémy, ze punkt P
wnetrza tréojkata réwnobocznego ABC
jest taki, ze
XPBC — xPAB = xPCA — xPBC.

Oznaczmy przez @) obraz punktu P

w obrocie wokét C' przeprowadzajacym B
na A. Wéwczas tréojkat CPQ jest
réwnoboczny.

Zauwazmy, ze

¥PAQ — ¥AQP =

= (60°+¥xQAC—¥xPAB)—(xAQC—60°) =
= 60°+¥PBC—xPAB—¥xBPC+60° =

= 120°4+%PCA—%xPBC—%BPC =

= 120°+60°—xPCB—xPBC—%BPC =
= 180°—180° = 0,

skad ¥xPAQ = ¥AQP i AP = QP = CP.

To oznacza, ze punkt P lezy na
symetralnej odcinka AC, czyli na
wysokosci tréjkata ABC opuszczonej z B.

Rozwigzanie zadania F 956.

Dla daleko idacego uproszczenia
przyjmijmy, ze Ziemia jest ciekla,
jednorodng kula. Korzystajac z faktu, ze
wewnatrz jednorodnej powtoki kulistej
wypadkowa sila grawitacji od calej
powloki réwna sie zeru, otrzymujemy, ze
przyspieszenie grawitacyjne v we wnetrzu
Ziemi roénie liniowo z odlegloécig r od jej
grodka: v(r) = gr/R. Pozostaje nam
obliczyé¢ cisnienie pochodzace od stupa
cieczy o gestodci p i wysokosci R
znajdujacego sie w polu

grawitacyjnym ~(r):

R
p= fm(r)dr =
0

R
= [ pgfdr = LpgR
0

(nielubigcy catkowania dla otrzymania
wzoru koricowego moga postuzyé sie
analogia z obliczaniem predkosci éredniej
w ruchu jednostajnie przyspieszonym).
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy

p=18-10"" N/m? ~ 1,8 - 10° atm.

Na podstawie badan fal sejsmicznych
wartos¢ cidnienia we wnetrzu Ziemi
oceniana jest w granicach od 3,5 - 10% atm
do 3,9 - 10% atm. Niedoszacowanie tej
warto$ci w przeprowadzonym powyzej
rachunku wynika z nieuwzglednienia
wzrostu gestosci skal wraz ze zblizaniem
si¢ do $rodka Ziemi.

Powtérzmy teraz wielokrotnie wczedniejsza obserwacje.

A = Dy D1 Dy Dg---Dy - Dp_s B=D,
Niechn >2ia= %. Wéwezas x BCA = n - «. Jesli punkty Dy = A, Dy,
D, ..., D, = B wybierzemy na boku AB w taki sposéb, ze xDyCDy_1 = «

dla k =1,...,n, to zachodzi AD;, - D;,_1 B = AC?.

Jestedmy gotowi, by skonstruowaé n przyrzadow losujacych, pozwalajacych
graczowi drugiemu wygraé z prawdopodobienstwem 7,,.

Konstrukcja ruletek. Nawirfimy odcinek AB (czyli najdtuzszy bok tréjkata)
na koto o srodku O i promieniu ‘g—f tak, by stal si¢ on obwodem kola. Punkty
A = Dq oraz B = D,, ulegna sklejeniu, tworzac jeden punkt, ktéry wraz

z punktami Dy, D, ..., D, _1 dzieli obwdd na n czesci. Punkty te, oczywiscie,
nie sa rownomiernie rozmieszczone na obwodzie, tak samo jak nie byly na boku
trojkata. Przyrzad X (gdzie k =0,1,...,n) to ruletka, ktéra otrzymujemy,
dzielac kolo promieniami OA oraz OD) na dwa sektory, w ktore wpisujemy
liczby k oraz n + k w sposéb pokazany na rysunku.

Dy
D,
D;
A=B . A=B
Dy, Dy,
Dy—y

Z lewej szablon do zbudowania n przyrzadéw, z prawej przyrzad Xj.

Ruletka dziala w naturalny sposéb — mozna, na przyktad, zamocowaé w srodku
wskazdéwke i wprawié¢ ja w ruch, kazda jej wynikowa pozycja jest tak samo
prawdopodobna, a wynikiem losowania bedzie liczba wpisana w pole, na ktérym
sie ona zatrzyma. Prawdopodobienstwo uzyskania wyniku k na przyrzadzie Xj

wynosi i‘%’“ (stosunek dlugoéci tukéw), zas prawdopodobienistwo uzyskania

wyniku n + k wynosi 134%3 . Ruletki X, oraz X,, sa identyczne — zwracaja jedynie

wynik n. Dla przykladu, dla n = 6 uzyskujemy nastepujace ruletki:

6

D,
=%
A=DB A=B
e e
X1 X2

X3

= Do = Ds Xo = Xs A BD3

Xs
6 6
A=B A=B
NP,
Ds

e

Aby obliczyé prawdopodobieristwo tego, z jakim X} _ 1 jest mniejsze od X,
zauwazmy, ze Xj_1 moze przyjaé tylko wartosci k — 1 lub k — 1 4+ n, za$ X
tylko wartosci k lub k + n. Zatem Xj_; jest mniejsze od X zawsze z wyjatkiem
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A= Do = a

=B =D’ a Yoo

sytuacji, gdy Xy =k oraz X1 =k —1+n. Wynika stad, ze dlak=1,...,n

P(Xk_l<Xk):1—P(Xk:k)-P(Xk_1Zk—1+n):

_1 ADy, DB 1 Ac?

B AB AB ABZ

a B 1 1

a =T T AB2 2 T T oo e
4.( - ) 4cos* o

n
Dy D3| D3

Dy | Ds B =D, Na kolejnym rysunku zilustrowane sg obliczenia
dla n = 6 oraz przyrzadéw X, i X5. Odcinek AB
nawijamy na ruletke X, (tréjkat z lewej) i X5 (trojkat
He nad kwadratem) w pokazany sposéb. Zaznaczamy

odpowiednie sektory.

c’

Prawdopodobieristwo P(X4 > X5) =1 — P(X4 < X5)

Hy

jest réwne stosunkowi pdél zacieniowanego prostokata
i kwadratu AA’K B. Poniewaz trojkaty AC Dy,

i B'C'Dj,_, sa podobne, to stosunek ten dla
dowolnych ruletek Xy _1, X i dowolnego n > 2 wynosi
ADy, - D;_,B’ _AC-ACT 1
AB-A'B'"  AB-A'B'  4cosla’

A’ =D}, H,

Zauwazmy, ze NACDs oraz AB’C’ D) sa podobne (ogdlniej,

podobne sg AAC Dy, oraz AB'C/DL_I)‘

Motywacja do napisania artykulu byta
praca Malgorzaty Rég Paradoks
pierwszenstwa, czyli gry zaprzeczajace
intuicjom o prawdopodobienstwie (V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie)
napisana na 39. Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla
Domanskiego.

Opisany problem nieprzechodniosci
kojarzony jest z Martinem Gardnerem

i Bradleyem Efronem. Jednak pierwszymi
badaczami tego zjawiska byli polscy
matematycy Hugo Steinhaus i Stanistaw
Trybuta, ktérzy wyniki w tej materii
uzyskali w 1959 roku.

Weszystkie prostokaty AD;._, HiDj, maja takie samo
pole réwne AC2. Punkty H,..., H, leza na jednej

hiperboli. Wykazaliémy, jak zbudowaé¢ n przyrzadow
realizujacych szanse 7, na wygrana drugiego gracza.

Dlaczego nie mozna uzyskac¢ wiecej niz 7,7 Zatézmy, ze Y7,...,Y,

sa takimi niezaleznymi zmiennymi losowymi, ze P(Y;,_1 < Y3) > m, dla
wszystkich k = 1,...,n (gdzie Yo = Y, ). Okazuje si¢ (dowdd tego faktu nie

jest tatwy), ze modyfikujac odpowiednio nasze zmienne losowe, mozna zalozy¢,
ze Y, jest stala (tak, jak w przypadku kostki B w zestawie Efrona oraz

ruletki X,,). OkreSlmy liczby yo, y1, - - -, yn nastepujaco: niech yi bedzie takie,
ze P(Yy <uyp) = “}4%’“ oraz P(Yy, Zyr) 2 1 — ‘4}4%’“ = DD (taka liczba yj, to
kwantyl rzedu “}4%’“ rozkladu zmiennej losowej Y}). Poniewaz Yy =Y, jest stala,
wiec mozna liczby yo oraz y, okresli¢ tak, by yo = y,. Niech y; bedzie najmniejsza
sposrdd liczb yi, ..., y,. Wowczas y;_1 = y;. Wynika stad, ze jesli Y; < y; oraz
ijfl > Yj—1, to YVJ',l > Yj Zatem

P(Yj1 <Yj) <1=P(Y; <y;, Vi1 2 y;1) <
AD; Dy B 1

- 180°
AB AB 4cos? 5 )

<1-

= Tp.

Otrzymalidmy sprzecznos¢. Oznacza to, ze takie zmienne losowe nie istnieja.

Poniewaz ciag (m,,) jest rosnacy i zbiezny do %, wiec prawdopodobienstwo

. . . . . .o §
zwycigstwa drugiego gracza jest zawsze mniejsze niz 4.

Zauwazmy, ze T4 = 1 — m = %, czyli kostki Efrona stanowia optymalny
przyklad dla n = 4. W ciagu m,, oprécz my, tylko mo = % jest liczba wymierna
(wtedy gra nie ma wiekszego sensu, ale takie kostki bez problemu mozna
wskazad). Pozostale wartosci sa niewymierne, wiec nie mozna ich zrealizowaé
za pomoca kostek (nawet takich, ktére maja inna niz 6 liczbe $cian).

m = \/52’1 = % = ¢ — 1 jest stosunkiem dlugoéci
krétszej do dluzszej czedci w zlotym podziale odcinka (¢ to zlota proporcja),
e = %, T8 = e zas mo = V3 — 1. Jeszcze inne szczegolne wartosci m, to

Na przykiad 73 =1 —

Tgn_9g=1———+L — dlan>2 (mamy tun— 1 dwéjek oraz n — 2 pierwiastki)
244/ 24 V2
oraz Tz.gn_9 =1 — ————oo (tym razem n > 1 i mamy n — 1 dwéjek, jedna
2+ 2+ +v3

tréjke oraz n — 1 pierwiastkéw).
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Rozwigzanie zadania F 955.

Na paczke poza silg F' dziata skierowana
pionowo sita cigezko$ci @ oraz réwnolegta
do powierzchni pochylni sita tarcia T'.

Rozlézmy sily dzialajace na paczke na
sktadowe: prostopadly do pochylni
N = Qcosa — F'sin 3 i réwnolegla
S = Fcosf — Qsina — T. Sita tarcia
T = fN = f(Qcosa — Fsin ). Wciagganie
paczki oznacza, ze S > 0. Podstawiajac
poprzednio uzyskane wzory, otrzymujemy:

FcosB > Qsina — f(Qcosa — Fsinf).
Skad wyznaczamy:

sin « cos &
F> M
cos 3+ fsinf

Minimalna wartos$é sity odpowiada
maksymalnej wartosci mianownika
wyrazenia. Wspélczynnik tarcia mozemy
wyrazi¢ jako f = tg ¢ i otrzymad
warunek:

s Q(sinacos¢ +singcosa)
“ cosfBcosp+singsing
sin(a + ¢)

cos(B—9)°

Maksimum mianownika otrzymujemy, gdy
B = ¢, czyli tg 8 = f.

Bohaterowie tej opowiesci zyli sto lat
przed Euklidesem i 250 lat przed
Archimedesem.

Przecinki w tym zapisie sg niezbedne,
gdyz — jak zapewne zauwazy Czytelnik
Skrupulatny — na kazdym miejscu
pojawié sie moze dowolnie wielka liczba.

Jak powstaly wszystko opisujace liczby
Marek KORDOS

Pierwszy etap pitagoreizmu glosit hasto wszystko jest liczbg: pozadana Harmonie
Swiata da sie wyrazié jako stosunek liczb (dzi$ nazywanych naturalnymi), przy
czym jest ona tym pelniejsza, im liczby te sa mniejsze.

Wykrycie, iz stosunek przekatnej kwadratu do jego boku nie da si¢ opisaé

w ten sposob, spowodowal kryzys, w ktérego wyniku od kultu liczb odstapiono
(liczby zostawmy kupczykom), wiazac Harmonie z proporcjami geometrycznymi
i ztota proporcje wynoszac na oltarze. Ten drugi etap pitagoreizmu uformowalt
geometri¢ naszej cywilizacji w ksztalcie, jaki ma ona do dzis.

Ale owe lgkliwe porzucenie liczb nie moglo podobaé si¢ ambitnym uczniom
Akademii Platonskiej. I faktycznie je przelamali. Stworzyli w tym celu pierwsza
w dziejach teorie aksjomatyczna — byla to teoria wielkosci jednego rodzaju. Oto
jej aksjomaty:

e Wielkosci jednego rodzaju daja sie poréwnaé (a wiec mamy zawsze
A>B,A=Blub A < B);

e Dla dwdéch wielkosci jednego rodzaju istnieje wielkos¢ tegoz rodzaju,
bedaca ich suma;

e Istnieje wielkosé uzupelniajaca mniejszag z wielkosci do wiekszej;
e Wielkos¢é mozna n-krotnie zwielokrotnié¢ dla kazdego naturalnego n;

e Dowolng wielko$¢ A mozna zwielokrotnié¢ tak, by okazala sie wieksza
od z géry danej wielkosci B,

ten ostatni warunek zostal p6zniej nazwany aksjomatem Archimedesa.
Dalej pomysty poszty juz dwiema, zdecydowanie odmiennymi, drogami.

Teajtetos (—410; —368) stworzyl to, co dzi$§ nazywamy algorytmem Euklidesa.
Mianowicie stwierdzil, ze stosunek dwoch wielkosci jednego rodzaju mozna
opisa¢ za pomoca ponizszej procedury:

gdy wielkosci sa liczbami

1517 =1-1073 4 444,

1073 = 2 - 444 + 185,

444 = 2 - 185 + 74,

185 =274+ 37,

74=2-3T.

ogdblnie
A:no-B+R1,
B =mn1 Ry + Ra,
Ry =ny- Ry + Ra,
Ry =n3 - R3 + Ry,
R3 =n4- R4+ R

Procedura ta czasami sie koficzy (w przypadku liczb naturalnych zawsze),

a czasami nie (przyklady dalej). Zawsze natomiast zamienia stosunek wielko$ci
A/B na specyficzny ciag liczb naturalnych (no; ni, ne, ns, ng,...) zwany
utamkiem cigglym lub lancuchowym. Tak mozna wyrazié¢ stosunek dowolnych
dwdch wielkosei jednego rodzaju (np. dlugosci, cigzaru, pola powierzchni itp.),
a wiec kazda (dodatnia) liczbe rzeczywista.

W przykladzie liczbowym bedzie to (1; 2, 2, 2, 2), 1517 444 1+ 14 1 -
czasami zapisywane pretensjonalnie jako 1073 1073 1073 185 -
1 444 444
1+ 1 1
24— 2+ 2+ 5. 185
245 185 T

Zapis taki jest przydatny (jak bedzie widaé dalej), =1+ - 1
a powstaje on z inaczej zapisanego algorytmu Euklidesa: 2+ -1
wylaczmy calosci, reszte (mniejsza wobec tego od 1) 2+
odwracamy, wylaczamy calosci, reszte odwracamy, 24+ %{
wylaczamy i tak dalej. Wida¢ to obok. %
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Zobaczmy, jak to dziata w tym najbardziej wowczas nerwowym punkcie —

w przypadku stosunku przekatnej kwadratu do jego boku. Narysujmy ¢wiartke
okregu o §rodku A i promieniu AB (rysunek), a nastepnie styczna do niego

w punkcie F. Jak tatwo zauwazy¢, powstaly cztery odcinki rownej dlugosci
(BS, SE, ET, TD). Gdy narysujemy pélokrag o $rodku S i promieniu SB,
powstanie jeszcze jeden odcinek o tej dlugosci: SF. Przystapmy teraz do

B rachunkow.

ac 1+ oL _ 1+ ! =1+ !
AB AB 2+ % 24+ %
Wyjaénienia wymaga jedynie ostatnia z réwnosci. Bierze sie ona stad, ze
¢ F s B trojkaty BCE i ECF sa podobne (kat przy wierzchotku C' jest wspélny,
a ¥xCBE = xCEB jako kat wpisany i dopisany oparte na tuku EF).

7 przeprowadzonego rachunku wynika, ze sytuacja bedzie sie powtarzaé bez
konca, a wiec stosunek przekatnej kwadratu do jego boku to utamek taricuchowy
zaczynajacy sie od 1 i majacy nastepnie nieskoniczony ciag dwdéjek, co zapisuje
si¢ (1;2).

Oczywidcie (zyjac ponad dwa tysiace lat p6Zniej) mozemy to zrealizowad,
rozwijajac v/2 w utamek tancuchowy:

1 1
V2=1+(V2-1)=1+—Fr=1+——— itd

( ) 1++2 2+ (V2-1)
Utamki tancuchowe byly przyjete bardzo sympatycznie, bo nawiazywaty do
opisu Harmonii przez liczby naturalne — najbardziej harmoniczna byta zlota
proporcja, gdyz opisywaly ja same jedynki (1;1):

541 5—-1 1
V5 + =1+ V5 =1+ itd.
2 2 x/52+1

Utlamki tancuchowe maja szereg interesujacych wlasnosci, np.:

— jak mozna byto zauwazy¢ z przyktadu liczbowego, liczby wymierne rozwijaja

sie w utamki skonczone;
Dwie uwagi o stosowaniu algorytmu . . . L, , , .
Euklidesa do liczb naturalnych — — ulamki okresowe sa pierwiastkami réwnan kwadratowych o wspoélczynnikach

zilustrowane na rozpatrzonym juz : .
przyktadzie liczbowym. WymlernyCh’

Pierwsza uwaga dotyczy tego, ze ostatnia  _ pijewymierne pierwiastki kwadratowe z liczb wymiernych rozwijaja
niezerowa reszta w algorytmie Euklidesa

to najwickszy wspélny dzielnik sie w utamki w pewnym stopniu symetryczne, a mianowicie postaci
poddanych temu algo?ytmowi licz.b - (a; bl, b2’ b37 e b3, b2, b17 2&);

wystarczy spostrzec, ze po natrafieniu na
jakikolwiek wspélny dzielnik algorytm
zatrzymalby sie.

poniewaz to dziwne, rozpatrzmy przyklad ulamka (2; 2, 4):

Jesli natomiast przedstawiony poprzednio

rachunek napiszemy od kofica, otrzymamy oznaczmy (0’ 2, 4) przez 1/y’ wowcezas

37=185—2.74 = 1 Y 9y + 2 . 9

— 185 — 2(444 — 2. 185) = y=2+ —7 = = ,  czyli 4y* — 8y —2 =0,
:5-185£2-444: ) 4+ 1 dy+1 4dy+1

=5(1073 — 2-444) — 2 - 444 =

=5-.1073 — 12 - 444 = wobec tego

=5-1073 — 12(1517 — 1073) = 9 6 1 9 2B — 2
=17.1073 — 12 - 1517 _ 246 P 2T A =24 —24 91 (v6 ):\/6.

(faktycznie to 18241 — 18204). Yy 2 - 2
Czytelnik Uwazny zobaczy w tym Yy 2+ \/6

rozumowaniu dowdd, ze

dla dowolnych liczb naturalnych n i m
istniejq takie liczby calkowite a i b, Ze . . ) L. . .
a-n+b-m=NWD(n, m). redukt utamka lancuchowego liczby n jest jej najlepszym wymiernym

przyblizeniem.

Powazniejsza wlasno$¢ utamkow tancuchowych odkryt w XVIII wieku Lagrange:

Sformulowanie to wymaga objasnienia terminu najmniejsze wymierne
przyblizenie, niezgodnego z naszymi przyzwyczajeniami jezykowymi. Ot6z jest to
takie przyblizenie wymierne, ze lepsze od niego musi mie¢ wigkszy mianownik.

Tak wiec z podanego przy algorytmie Euklidesa przyktadu liczbowego wynika,
ze jednym z najlepszych przyblizen wymiernych /2 jest 41/29 (to skrécone
1517/1073), ale tez 3/2, 7/5 czy 17/12.

Skoro propozycja opisania liczb rzeczywistych za pomoca utamkéw
tancuchowych jest tak atrakcyjna, to czemu uczymy si¢ zupelnie innego sposobu
patrzenia na nie?
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Nazwisko Dedekinda stalo sie nazwa
podzialu liczb wymiernych na dwie czesci
o tej wlasnosci, ze kazda liczba w jednej
z nich jest mniejsza od kazdej liczby

w drugiej, dlatego ze podczas gdy
Eudoksos moéwit, iz kazda proporcja, czyli
liczba, to przekrdj liczb wymiernych,
Dedekind dodatl: i kazdy przekrdj to
liczba. Tym sposobem pojawito si¢ wiele
liczb, o jakich matematycy nie mieli
pojecia. Okazalo si¢ wrecz, ze liczby
praktycznie stosowane przez
matematykéw to tylko dajaca si¢
zaniedba¢ mniejszos¢.

Jaka$ czescia odpowiedzi jest fakt, Zze byla tez inna propozycja, przedstawiona
przez Eudoksosa (—408; —355). On nie przedstawial proporcji wielkosci jednego
rodzaju za pomoca ciagu liczb naturalnych, lecz opisywal ja poprzez jej dolne

i gérne przyblizenia wymierne. A robit to tak.

Proporcja wielkosci jednego rodzaju A i B jest réwna proporcji wielkosci
jednego (ale mozliwe, Ze zupelnie innego) rodzaju o i B, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych n i m zachodzq warunki:

jeslin-A>m-B, ton-a>m-[;
jeslin-A=m-B,ton-aa=m-f3;
jeslin-A<m-B,ton-a<m:-f.

A gdzie tu sa zapowiadane przyblizenia wymierne? Popatrzmy na to tak,
zaktadajac przez chwile, ze zachodzi pierwsza sytuacja:

4 A m a
l]esh§>;,to§

A . .
zatem 7, jak i %

> m
n )
maja takie same wymierne przyblizenia dolne.

[&]

Trzeci przypadek wskazuje, ze %, jak i $ majq te same przyblizenia gérne.

t.acznie wigc proporcja jest wyznaczona przez zbiér wszystkich swoich
wymiernych przyblizen dolnych i przyblizen gérnych. Cos takiego nazywamy
dzi$ przekrojem Dedekinda i to jest obowiazujacy od stuleci sposéb uprawiania
liczb rzeczywistych.

Dzi$§ moze nam by¢ trudno wyobrazi¢ sobie $wiat bez — niejako danych nam
od urodzenia — liczb rzeczywistych. Wyobrazmy sobie jednak, ze ich nie ma
i wykazmy za Euklidesem (VI ksiega Elementow), ze

stosunek pol dwoch trojkgtow o réwnych wysokosciach jest réwny stosunkowi ich
podstaw (pamigtajmy: pola i odcinki to sa wielkosci réznych rodzajow).

Najpierw spostrzezenie pomocnicze: pola tréjkgtow o réwnych wysokosciach
i podstawach sq réwne — dowodzi sie go nozyczkami (Czytelniku, czy masz
nozyczki?), rozcinajac kazdy taki tréjkat na trzy kawalki i skladajac z niego
prostokat o jednym boku réwnym podstawie, a drugim — potowie wysokosci.

Skoro tak, to mozemy dwa tréjkaty, o ktérych méwi twierdzenie, narysowaé
jako prostokatne. I mozemy je zestawié tak, aby ich réwne (bo réwne wspdlne;j
wysokosci) przyprostokatne pokryly sie.

Teraz odkladamy n razy w lewo podstawe lewego trojkata i m
razy w prawo podstawe prawego tréjkata. Otrzymane punkty
taczymy z gérnym wierzchotkiem wspolnej przyprostokatnej,
otrzymujac na lewo n trojkatéw o polach réwnych lewemu
kolorowemu tréjkatowi, a na prawo m tréjkatow o polach

Istnieje jeszcze jeden powdd, ktéry mogt
spowodowaé ,wygrana” koncepcji
Eudoksosa. Podal on bowiem bardzo
piekny spos6b mierzenia zwany calka
Eudoksosa, catkowaniem Starozytnych
badz metodg wyczerpywania, ktéry stuzyt
matematykom az do XVI wieku. Ale to
juz inna historia.

réwnych kolorowemu prawemu tréjkatowi (tu n =4, m = 2).

Gdy ztozymy rysunek wzdtuz wspdlnej przyprostokatnej, to n-krotna lewa
podstawa bedzie wieksza od m-krotnej prawej wtedy i tylko wtedy, gdy n-krotne
lewe pole bedzie wicksze od m-krotnego pola prawego.

Wynalazek liczb rzeczywistych to, zdaniem wielu, najwigkszy wynalazek
matematyczny wszech czasow. Nad pomystem Eudoksosa rozptywali sie

w zachwycie zwlaszcza Archimedes i — wiele lat p6zniej — Newton. Ten ostatni
swoj podziw wyrazal, podkreslajac, ze nie jest mozliwe podzielenie rozciaglosci
w przestrzeni przez rozciaglo$é w czasie, bo to zupelnie inne rzeczy — jest
natomiast mozliwe podzielenie liczby mierzacej rozciagloé¢ w przestrzeni przez
liczbe mierzaca rozciaglos¢ w czasie — bo to takie same liczby! W wyniku
dzielenia otrzymamy wéwczas liczbe, ktérej znaczenie (w tym przypadku
zapewne predkosé) musimy ustalié.

Tak wiec liczby rzeczywiste pozwolily na zastosowanie matematyki do wszelkich
zjawisk, bo kazde z nich opisujemy tymi samymi liczbami (co faktycznie
w koncepcji Eudoksosa lepiej widad).
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Indeks dolny oznacza liczbe protonéw
w jadrze danego pierwiastka.

Sklad Wszech$wiata: gtéwnie ciemna
energia (CE) i ciemna materia (CM),

z niewielkg domieszka ,,zwyklej” materii
barionowej (MB), o ktérej mowa

w niniejszym artykule.

Inne:

Sktad chemiczny czlowieka: gtéwnie tlen,
wegiel, wodér i azot

(M.E. — mikroelementy lzejsze od zelaza:
bor, chrom, kobalt, fluor, zelazo, mangan,
krzem, wanad, oraz cigzsze: miedZ, cynk,
selen, brom, molibden i jod).

O powstawaniu pierwiastkow
Michat BEJGER

Czy zastanawiasz si¢ czasem, Czytelniku, skad wzial sie wodér 1H i tlen

O powszechne w wodzie i powietrzu, wapn 59Ca wchodzacy w sktad kosci,
zelazo ogFe we krwi, a takze miedz 29Cu, neodym goINd, terb g5Tb, dysproz gDy,
wolfram 74, W, platyna 7gPt, ztoto 79Au i dziesiatki innych metali ,,ziem rzadkich”
niezbednych do prawidlowego funkcjonowania naszych smartfonéw?

Oto, co wynika z obserwacji. Nie wiemy dokladnie jak i czemu, ale w odleglej
przeszlosci (okolo 13,8 miliarda lat temu) Wszech$wiat rozpoczal, w tzw.
Wielkim Wybuchu, gwaltowna ewolucje od stanu bardzo gestej i bardzo goracej
materii. Po okoto jednej milionowej sekundy materia wypelniajaca szybko
rosnacy Wszech$wiat stala si¢ dostatecznie chtodna, by swobodne do tej pory
kwarki mogty zacza¢ taczy¢ sie w bariony: czastki sktadajace sie z trzech
kwarkéw zwiazanych oddziatywaniami silnymi, na przyktad, neutrony i protony
(barion, od greckiego Sapos, co znaczy ciezki, w poréwnaniu do leptonéw np. do
elektronu).

Najlzejsze atomy wodoru, 1H (jadro sklada si¢ z jednego protonu), pojawily sie
wkrotce potem, w epoce ,,rekombinacji”, okoto 380 tys. lat po Wielkim Wybuchu,
gdy temperatura spadta na tyle, by pozwoli¢ na istnienie stabilnych uktadow
elektron-proton. Wodér stanowi okoto 70% ,zwyklej” materii barionowej, ktora
z kolei jest, wedlug naszej obecnej wiedzy kosmologicznej, jedynie drobnym
ulamkiem (okolo 5%) calej materii-energii. Pozostala wigkszo$¢ to nieswiecaca
,ciemna materia” (oddzialujaca grawitacyjnie, ale nie elektromagnetycznie)

i jeszcze bardziej tajemnicza ,ciemna energia”, proponowana w celu wyjasnienia
przyspieszonego rozszerzania si¢ Wszechswiata.

Drugim w kolejnosci obfitosci pierwiastkéw jest hel (;He, 23% masy barionéw),
ktorego wiekszosé rowniez powstata w wyniku pierwotnej nukleosyntezy
zwiazanej z Wielkim Wybuchem. Pozostala cze$¢ helu powstaje w wyniku

fuzji jader wodoru we wnetrzach gwiazd (,,spalania si¢”, jak w zargonie

moéwig astronomowie), przy okazji produkujac energie i ci$nienie promieniste
(fotony). Proces fuzji powstrzymuje gwiazdy przed zapadnieciem si¢ pod
wplywem wlasnej grawitacji i, w zaleznosci od masy gwiazdy, stwarza

warunki (odpowiednio wysoka temperature) do powstawania coraz cigzszych
pierwiastkéw. Znane sa dwie klasy reakcji tancuchowych fuzji wodoru w hel:
proton-proton (pp, w ktérej powstaje krétko zyjace jadro deuteru lub berylu),
oraz wegiel-azot-tlen (CNO, gdzie atomy wegla, azotu i tlenu wystepuja w roli
katalizatoréw). Pierwsza z nich zachodzi w gwiazdach 1zejszych od okoto 1,3 Mg,
druga jest mozliwa w masywniejszych. Wytworzenie jednego jadra helu wiaze sie
w obu przypadkach z emisja okoto 26,7 MeV (4,3 - 10712 J) energii.

Okres, w ktérym gwiazda ,,pali” woddér w jadrze, nazywa sie ciagiem gtéwnym
(w tym stanie znajduje sie aktualnie Stonice). Obiekty o masach powyzej 0,5 Mg,
staja sie¢ nastepnie czerwonymi olbrzymami, ,,palacymi” wodér w otoczce jadra,
a nastepnie (predzej lub pdzniej, w zaleznosci od masy — masywniejsze szybciej)
hel wprost w jadrze. Gwiazdy masywniejsze od okolo 10 M zostaja po zejsciu
z ciagu gléwnego czerwonymi nadolbrzymami, zdolnymi od razu do syntezy
ciezszych pierwiastkéw w helowym jadrze. Fuzja helu w wegiel 4C nastepuje

w procesie 3a: laczenia sie trzech jader helu sHe (czastek «). Przechwyty
czastek a przez coraz ciezsze jadra w procesie nazwanym drabina « prowadza
do powstania, kolejno, jader o parzystej liczbie protonéw: tlenu gO, neonu 19Ne,
magnezu 15Mg, krzemu 14Si, siarki 1S, argonu 1gAr, wapnia 99Ca, tytanu 9oTi,
chromu 24Cr, zelaza ogFe i niklu 9gNi. Produkcja energii w procesie fuzji koriczy
sie na zelazie i niklu, poniewaz jadra tych atoméw maja najwieksza energie
wiazania na nukleon: dodawanie kolejnych nukleonéw wymaga dostarczenia
energii. Jest to réwniez przyczyna wzglednie wysokiej obfitoséci tych pierwiastkdw
w przyrodzie. W dostatecznie goracych (temperatury w centrum wieksze od
kilkuset milionéw kelwinéw) i masywnych (ciezszych od okolo 8 Mg, przy
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Inne:

Sktad chemiczny Ziemi.

Sklad skorupy ziemskiej jest inny: to
przewaznie tlen O (46%), krzem Si (28%),
aluminium Al (8,2%), zelazo Fe (5,6%),
wapn Ca (4,2%), s6d Na (2,5%), magnez
Mg (2,4%), potas K (2%) i tytan Ti
(0,6%).

Radioaktywnos$é po wybuchu jest
gltéwnym Zrédlem energii Swiatta
supernowej, ktéra potrafi Swiecié
tygodnie, a nawet miesigce.

narodzinach na ciagu gléwnym) gwiazdach dochodzi nastepnie do zaptonu
wegla: rozpoczecia fuzji jader wegla w ciezsze pierwiastki — neon, séd, magnez,
tlen itd. w réznego typu procesach z wydzieleniem fotonéw, pojedynczych
nukleonéw i czastek «, na przyklad ¢C + sC — 12Mg + 7 (lub 1;Na + 1 H,

lub 19Ne + ;He). Po etapie ,palenia” weglem — jesli warunki na to pozwalaja —
nastepuje w coraz wyzszej temperaturze fuzja neonu, a nastepnie tlenu i krzemu.
Wysoka temperatura umozliwia dodatkowe reakcje, np. fotodysocjacje, to
znaczy zderzenia z energetycznymi fotonami, ktére wybijaja z jader nukleony
lub czastki a. Procesy te po czesci maja tez udzial w powstawaniu jader

o nieparzystej liczbie protonéw, takich jak fosfor 15P, chlor 17Cl, potas 19K,
ktore réwniez powstaja, miedzy innymi, w cyklu CNO i podczas wybuchéw
masywnych gwiazd supernowych (o czym za chwile). W ogélnosci jadra atomowe
o parzystej liczbie protonéw i nukleonéw (sumie protonéw i neutronéw w jadrze)
sa bardziej stabilne, przez co wystepuja czedciej niz te o nieparzystej liczbie.
Prawidlowosé ta, zwana reguta Oddo—Harkinsa, wynika z faktu, ze nukleony
bedace fermionami wiaza sie w pary, co zwieksza energie wiazania jadra, a przez
to jego stabilnosé.

Obfitosé Si
znormalizowana
o do 10°

log,, (obfitio§¢)

o S M 15 W 25 M 35 46 45 S S5 4 45 T 5 M % W @
Liczba protonéw w jadrze !

Wzgledna obfitosé pierwiastkéw we Wszechswiecie

Podsumowujac, praktycznie wszystkie pierwiastki od helu do zelaza, kobaltu

i niklu powstaja podczas zwyczajnej ewolucji gwiazd. Wyjatek stanowi beryl
4Be, bor 5B, oraz czesciowo lit 3Li, ktore co prawda powstaja we wnetrzach
gwiazd, ale sa szybko zamieniane na ciezsze pierwiastki. Stabilne jadra litu,
berylu i boru powstaja w procesie spalacji (kruszenia), podczas ktérego ciezsze
jadro atomowe traci nukleony w wyniku zderzenia z czastka promieniowania
kosmicznego (np. czastka a)) o bardzo duzej energii kinetycznej.

Atomy ciezsze od niklu powstaja, gdy dostatecznie masywna gwiazda wypali
dostepne w swoim wnetrzu paliwo, stanie si¢ niestabilna i zacznie si¢ zapadac.
W przypadku gwiazd o masie wigkszej od okolo 8 M, zelazno-niklowe jadro
jest zgniatane do ogromnych gestosci przez spadajace zewnetrzne warstwy

i rozgrzewane do temperatur przekraczajacych setki miliardéw kelwinéw. W tych
warunkach ,,symetryczne”, to znaczy zawierajace podobna liczbe neutronéw

i protondéw, jadra atomowe staja sie wyraznie neutrononadmiarowe: jadro
zapadajacej sie gwiazdy zamienia sie w goraca i gesta gwiazde neutronowq,
najgestszy znany nauce obiekt materialny. Jesli masa gwiazdy nie jest zbyt
duza, oddziatywania silne pomiedzy nukleonami powstrzymuja kolaps spadajacej
materii i, wraz z emitowanym przez gwiazde neutronowa strumieniem neutrin,
powoduja odrzucenie jej na zewnatrz. Proces ten nazywamy wybuchem
supernowej. W tych warunkach czes¢ ,zwyklej” materii gwiazdy, bogate

w neutrony jadra atomowe gwiazdy neutronowej oraz swobodne nukleony maja
duzo okazji, by oddzialywaé ze soba z duza energia. Kluczem do produkcji
ciezkich pierwiastkéw sa wielokrotne zderzenia jadro-nukleon, prowadzace
najczesciej do powstawania izotopéw o krétkim okresie potowicznego rozpadu.
Procesy przechwytu nukleonu dziela sie na dwa rodzaje: procesy wolne (slow, s),
oraz szybkie (rapid, r). R6znica polega na tym, ze w procesach szybkich jadro
zyskuje na masie, tapigc wiecej nukleonéw, niz jest w stanie straci¢ podczas
zachodzacych w tym samym czasie rozpadow promieniotworczych. Obecnie
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Metale takie jak stront s3gSr, itr 39V,
cyrkon 40Zr, niob 41 Nb sa tworzone
réwniez podczas proceséw s w ostatnich
etapach ewolucji gwiazd asymptotycznej
galezi olbrzymow.

Kilonowa wybucha z energig okolo tysigca
razy wieksza niz nowa klasyczna, czyli
termojadrowy zapton materii
zaakreowanej w uktadzie podwéjnym na
powierzchnie biatego karta z towarzysza,
zwyktlej gwiazdy.

* nauczyciel, Liceum Przymierza Rodzin
w Warszawie

wiadomo, ze w wybuchach supernowych, takze tych zwiazanych z termojadrowa
eksplozja biatego karta, tzn. supernowych typu la, dziataja przewaznie procesy
typu s oraz szybkie przechwyty protonéw: supernowe dostarczaja pierwiastkéw
od miedzi 29Cu do molibdenu 4oMo.

Poczawszy od rutenu 44Ru proces s ustepuje miejsca procesowi r: ciezkie
pierwiastki tworzone sa gléwnie podczas katastrofalnych zderzen w ukladach
podwdinych gwiazd neutronowych. Niedawna, historycznie pierwsza detekcja
fal grawitacyjnych ze zderzenia sie gwiazd neutronowych (sygnal GW170817,
o ktérym pisaliémy w Al2), zarejestrowana przez interferometry Virgo i LIGO
(i przeprowadzona przez te interferometry triangulacja) umozliwila powiazanie
go z wykrytym w tym samym czasie przez satelite Fermi krétkim blyskiem
gamma, i szerokie obserwacje astronomiczne fotonéw z nastepujacej po nim
emisji kilonowej. Dzieki temu zdobylismy dowody, ze rozrzucona podczas
zderzenia z predkosciami bliskimi predkosci swiatta gesta neutrononadmiarowa
materia gwiazd neutronowych jest Swietnym miejscem dla proceséw typu r

i tworzenia naprawde ciezkich pierwiastkéw, w tym platyny 7sPt i zlota 79Au,
a takze metali z grupy ziem rzadkich (wspomnianych wezeéniej dysprozu,
neodymu, terbu), innych lantanowcéw i aktynowcéw, oraz pierwiastkéw
radioaktywnych, miedzy innymi polonu g4Po, radu ggRa i uranu ¢oU. Podobnie
jak w przypadku supernowych kilonowe sg zasilane energia fotonéw z rozpaddéw
radioaktywnych, wiec badanie ich krzywych blasku umozliwia stwierdzenie, ile
i jakich pierwiastkéw danego rodzaju $wieci.

Powtarzajac za nieocenionym Carlem Saganem, dostownie pochodzimy

z Kosmosu: poprzednie generacje gwiazd ,,umarty”, a my powstaliSmy na
planecie stworzonej z ich réznorodnych pozostatoéci. Zycie, w tej jedynej
znanej nam do tej pory formie, wymaga garsci réznych, przewaznie lekkich

i tatwo osiggalnych pierwiastkéw, natomiast cywilizacja i postep technologii
korzysta z coraz bardziej egzotycznych i trudno dostepnych materialéw
powstalych w najwigkszych kosmicznych katastrofach. Atomy sktadajace sie
na najwazniejszy obecnie element ludzkiego ,,fenotypu rozszerzonego” (mam,
oczywiscie, na my$li smartfon) przebyly niezwykle skomplikowana droge

z wnetrz gwiazd do wnetrz naszych kieszeni; warto o tym pamietac.

Niewaskie nieréwnosci
Karol HOROCH*

Nieréwnosci migdzy $rednimi, a w szczegélnosci nieréwnosé miedzy $rednia
arytmetyczng i geometryczna (oznaczana dalej A-G), to jedne z podstawowych
narzedzi dowodowych w arsenale kazdego olimpijczyka. Przypomnijmy
sformulowanie A-G:
Dla dowolnego ciggu n nieujemnych liczb aq, ..
m< a1+',’:L'+ana
przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = ay,.
Twierdzenie to dowodzone jest zwykle indukcyjnie lub za pomoca twierdzenia
Jensena, ale jedli dowody te pozostawily w Tobie, drogi Czytelniku, niedosyt
i weciaz masz wrazenie, ze nieréowno$é¢ A-G pozostaje nieintuicyjna, by¢ moze
znajdziesz ukojenie w ponizszym rozumowaniu. Naturalnie, tych, ktorzy nie
widzieli jeszcze zadnego dowodu A-G, réwniez zapraszamy do lektury.

., 4y spelniona jest nierownosé

Na poczatek przedstawimy dwie obserwacje, ktére powinny si¢ wydaé oczywiste
kazdemu zaznajomionemu z pojeciem Sredniej arytmetycznej:

e Biorac dowolne dwie sposréd liczb aq, ..., a,, a nastepnie zwigkszajac jedna
z nich o €, a druga zmniejszajac o e (gdzie € jest dowolna liczba dodatnia), nie
zmienimy wartosci Sredniej arytmetycznej liczb aq, ..., ay.

e Jedli jedna z liczb ay,. .., a, jest wieksza od $redniej arytmetycznej tych liczb,
to jest tez posréd nich liczba mniejsza od tej Sredniej i vice versa.
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Rozwigzanie zadania M 1570.
Odpowiedz: Taki wielo$cian istnieje.
Rozwazmy prostopadloscian W
o wymiarach

V2 x Vaxo2.
Przecinajac ten prostopadloscian
plaszczyzng przechodzaca przez srodki
krawedzi o dtugosci 2, rozetniemy go na
dwa przystajace prostopadlosciany
o wymiarach 1 X % X % Kazdy z nich
jest podobny do W w skali 2.

8, 18, 6, 10, 21, 16, 26 —
11, 15, 6, 10, 21, 16, 26 —
15, 15, 6, 10, 17, 16, 26 —
15, 15, 8, 10, 15, 16, 26 —
15, 15, 9, 10, 15, 15, 26 —
15, 15, 15, 10, 15, 15, 20 —
15, 15, 15, 15, 15, 15, 15

Rozwigzanie zadania M 1572.
Zauwazmy, ze reszta z dzielenia liczby n
przez liczbe k jest réwna

n
n—k|—1|,
7]

wobec tego réwnosé r(n) = r(n — 1)
mozna przepisaé jako
n n—1
n n—1
E n—k|— :E n—1—k ,
k k

k=1 k=1

czyli rownowaznie

S ()}

=1

Zauwazmy ponadto, ze czynnik

&) -]

jest réwny 1, jezeli k dzieli n oraz 0
w przeciwnym przypadku. Stad wniosek,
ze powyzszy warunek mozna przepisaé

jako
2n — 1 = E k.

k|n

Latwo sprawdzié¢, ze réwnos¢ ta jest
spelniona dla n = 2™, gdzie m jest
dodatnig liczba catkowita. Przyktadowa
nieskonczong rodzine liczb n
spelniajacych warunek zadania stanowia
wiec wszystkie potegi dwdjki.

Praca zwyciezcy Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki z roku 1985, Piotra
Hajlasza, zawierala odpowiedzi na te
pytania — patrz Agg

Proste? No wiec mozemy i$¢ dalej.

Nastepnym krokiem bedzie zdefiniowanie operacji zwezZania do sredniej. Majac
dany ciag liczb aq,...,a, o Sredniej arytmetycznej s, wezmy takie dowolne
dwie a;, aj, ze a; < s < a;. Mniejsza jest odlegta od $redniej o s — a;, a wigksza
0 a; — s. Niech A bedzie mniejsza z tych dwoch réznic. Zwezenie do Sredniej
liczb a; i a; polega na jednoczesnym zmniejszeniu a; i zwiekszeniu a; o A.
Przyktadowo, jesli w zadanym ciagu liczb $rednia arytmetyczna wynosita 7, to
liczby 13 i 2 zostana zwezone do liczb 8 1 7, a liczby 51 9 zwezone do 71 7.

Operacja zwezania ma trzy cechy godne odnotowania:

1. Zwezenie dowolnych dwoch liczb z ciagu nie zmienia Sredniej arytmetycznej
caltego ciagu.

2. Za kazdym razem gdy dokonujemy zwezenia, przynajmniej jedna ze
zwezanych liczb zrownuje sie ze $rednia.

3. Za pomocy skonczonej liczby operacji zwezania mozemy zréwnaé wszystkie
zadane liczby z ich $rednia.

Jesli w tym momencie, Szanowny Czytelniku, zmarszczyle$ brwi poruszony
my$la ,,Czy aby na pewno? Dla dowolnych ciagéw aq,...,a,? W skonczonej
liczbie krokow?”, spieszymy z wyjasnieniami. Ot6z, dopdki nie zréwnamy
wszystkich liczb ze Srednia, zawsze bedzie para liczb do zwezenia réznych

od Sredniej. Zanim wiec nie osiagniemy celu, mozemy zwezac, a z kazdym
zwezeniem liczba liczb réznych od éredniej zmniejsza sie o jedng lub o dwie.
Dla zilustrowania tego procesu na marginesie przedstawiamy ciag takich zwezen
dla liczb 8, 18, 6, 10, 21, 16, 26 (ktérych érednia arytmetyczna wynosi 15), gdzie
pogrubione zostaly pary liczb podlegajacych zwezeniu.

Nadszed! czas na grande finale, w ktérym wyjasni sie, jaki byt cel catego
zamieszania ze zwezeniami. Jest jasne, ze zwezanie nie zmienia wartosci sumy
liczb, a tym samym ich $redniej arytmetycznej. Co natomiast z iloczynem,

a w konsekwencji — ze sredniag geometryczna? Zachowujac poprzednio
wprowadzone oznaczenia, zalézmy, bez utraty ogélnosci, ze liczby a; oraz a;

zwezamy o A. Tloczyn zmieni sie wtedy na aq ... (a; +A)-...-(a; —A) ... ay.
Wartosé tego iloczynu bedzie wigksza niz oryginalnego aj - ... - ay, gdyz

(0,7; + A)(aj — A) = a;a; + A(aj — ai) — A2 > a;a; + 2A2 — AQ > aia;
(w przedostatnim kroku skorzystaliémy z nieréwnoéci a; — a; = 2A). Widaé
wiec, ze zwezanie zwieksza iloczyn zwezanych liczb. Oznacza to, ze $rednia
geometryczna wszystkich liczb réwniez sie zwigksza! Prawdziwosé A-G powinna
sie teraz objawi¢ w calej swojej oczywistosci. Majac ciag liczb, ktére nie sa
parami réwne, dokonujemy skonczonej liczby zwezen az do zrownania ich ze
Srednia arytmetyczna. Kiedy to nastapi i wszystkie liczby z naszego ciagu beda
parami réwne, obie érednie takze si¢ zréwnaja. Poniewaz jednak z kazdym
zwezeniem Srednia geometryczna zwigkszala sie, a arytmetyczna nie ulegala
zmianom, wnioskujemy, iz dla wyjéciowego ciagu Srednia geometryczna byta
mniejsza od arytmetycznej. To konczy dowdd.

Dociekliwym Czytelnikom pozostawiamy sprawdzenie, ze analogicznie mozna
przeprowadzi¢ dowdd nieréwnosci:

a1+ ...+a, _ plal+...+adb
<
n n
gdzie p jest dodatnig liczba naturalna, a a4, ..., a, sa nieujemnymi liczbami
rzeczywistymi. Podpowiemy, iz nalezy zbadad, jak zwezanie liczb wplywa na
wartosé al’ + a? , korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona.

)

Nasuwa si¢ pytanie, czy sa inne nieréwnosci miedzy $rednimi, ktére mozna
udowodni¢ w analogiczny sposéb, tzn. wynajdujac przeksztalcenie ciggu danych
liczb, podobne do powyzszego zwezania do $redniej? Takie przeksztalcenie
powinno mieé¢ dwie cechy: 1) nie zmieniajac wartosci jednej ze $rednich,

zawsze zwieksza (ew. zmniejsza) druga z nich; 2) w skoniczonej liczbie krokéw
wyréownuje wszystkie liczby, tym samym wyréwnujac obie érednie. Z tym
pytaniem pozostawiamy Czytelnika.
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&
(ds/ W dniach 6-10 kwietnia br. odbyt sie¢ w Warszawie final LXVII Olimpiady Fizycznej. Do

& tegorocznych zawodow trzeciego stopnia zakwalifikowalo sie 80 zawodnikéw. W sobote
@?« 7 kwietnia zawodnicy w dwéch turach rozwiazywali zadanie doswiadczalne, ktérego celem

bylo wyznaczenie predkosci ultradzwigkéw w powietrzu. W niedziele 8 kwietnia zawodnicy
zmierzyli si¢ z zadaniami teoretycznymi. Pierwsze z nich polegalo na analizie ruchu gumki

recepturki zsuwajacej sie ze stozka, w drugim nalezalo okredli¢ sily magnetyczne dzialajace
na wielokrotnie skladang tasme przewodzaca, trzecie zas wymagalo analizy ruchu obiektow
w tunelu przecinajacym planete na wylot.

Redaktorzy zadan finatowych Olimpiady Fizycznej staraja si¢ zawsze, by rozwiazania skladaty
si¢ z elementarnych krokéw niewykraczajacych poza omawiany w szkole zakres materiatu, ale
wymagajacych ,pogléwkowania” i uswiadomienia sobie istoty fizycznej rozwazanego problemu.
W tym roku niemal kazdy z finalistow znalazl wsréd zaproponowanych zadan cos dla siebie,
dzieki czemu rekordowa liczba oséb uzyskalta tytul laureata Olimpiady Fizycznej. Tresci
zadan wraz z wzorcowymi rozwiazaniami mozna znalez¢ na stronie Komitetu Gltéwnego OF
www.kgof .edu.pl.

Finalowa gale LXVII Olimpiady Fizycznej zaszczycil wiceminister edukacji narodowej, pan
Maciej Kopeé, ktéry gratulowal zawodnikom sukcesu, przyznajac, ze nieodmiennie wielkie
wrazenie robi na nim pomystowo$¢, z jaka uczestnicy podchodza do rozwiazywania zadan

finalowych.

Laureatami LXVII Olimpiady Fizycznej zostali (w kolejnosci zajetych miejsc):

1. Lukasz Bialas 17. Kamil Iwanowski

XIII LO w Szczecinie IIT LO im. Marynarki Wojennej w Gdyni
2. Konrad Pawlik 18. Lukasz Jakubowski

I LO im. M. Kopernika w Krosnie V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie
3. Wojciech Szymarnski 19. Jakub Bednarz

VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu I LO im. T. Kosciuszki w Gorzowie Wlkp.
4. Maciej Maruszczak 20. Michal Maszkowski

XIIT LO w Szczecinie XIV LO im. S. Staszica w Warszawie
5. Dominik Borys } 21. Mateusz Frejlich

ZSO nr 2 im. G. Morcinka w Rudzie Sl. I LO im. Kréla Kazimierza Wielkiego w Olkuszu
6. Tomasz Cheda 22. Jakub Wornbard

VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu XIV LO im. S. Staszica w Warszawie
7. Jan Kiljanski 23. Filip Nikolow

XIV LO im. S. Staszica w Warszawie V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie
8. Bartlomiej Wactawik 24. Bartosz Brzoza

V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie II LO im. A. Frycza Modrzewskiego w Rybniku
9. Lukasz Majsiak 25. Juliusz Ziomek

I LO im. A. Mickiewicza we Wroctawiu CXXII LO im. I. Domeyki w Warszawie
10. Przemystaw Podle$ny 26. Michal Zygarowicz

IT LO im. P. Firleja w Lubartowie I LO w Krosnie
11. Antoni Wdjcik 27. Piotr Sawicki

IT SLO im. P. Jasienicy w Warszawie XIII LO w Szczecinie
12. Jan Sobkéw 28. Antoni Prus

Akademickie LO PWr we Wroctawiu V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie
13. Jerzy Paczos 29. Krzysztof Druciarek

XIV LO im. S. Staszica w Warszawie XIIT LO w Szczecinie
14. Adam Watroba 30. Kacper Kuta

IV LO im. M. Kopernika w Rzeszowie XTIV LO im. S. Staszica w Warszawie
15. Michal Bucon 31. Adrian Czuchaj

II' LO im. S. Batorego w Warszawie XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu
16. Michal Zelasko 32. Tomasz Tomaszewski

V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie
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145 uczniéw.

Nagrody stopnia pierwszego

Daniel Murawski (36) — XIV Liceum Ogélnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Tomasz Slusarczyk (36) — V Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Mariusz Trela (36) — V Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Radostaw Zak (36) — Katolickie Gimnazjum

im. Swietej Rodziny z Nazaretu w Krakowie.
Nagrody stopnia drugiego

Radomil Baran (30) — Liceum Ogolnoksztalcace

im. Jana Pawla II Siéstr Prezentek w Rzeszowie.

Cezary Botta (30) — Gimnazjum im. Noblistéw

w Rokietnicy.

Damian Burczyk (30) — III Liceum Ogolnoksztalcace

z Oddzialami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni.

Maciej Dziuba (30) — II Liceum Ogdélnoksztalcace

im. Marii Sktodowskiej-Curie w Konskich.

Jan Fornal (30) — Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Jana Pawla II Siéstr Prezentek w Rzeszowie.

Yukasz Orski (30) — Gimnazjum Akademickie Politechniki
Wroctawskiej we Wroctawiu.

Filip Gawron (29) — III Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Adama Mickiewicza w Tarnowie.

Aleksandra Kowalska (29) — Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Jana Pawla II Siéstr Prezentek w Rzeszowie.

Nagrody stopnia trzeciego

Kamil Galewski (24) — I Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim.
Jakub Grudzien (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Stanistaw Hauke (24) — XIV Liceum Ogolnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Jacek Jakimiuk (24) — II Liceum Ogolnoksztalcace

im. ksieznej Anny z Sapiehéw Jablonowskiej

w Biatymstoku.

Lukasz Kaminski (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Rafat Pyzik (24) — III Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Adama Mickiewicza w Tarnowie.

Antoni Wisniewski (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

LXIX Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1324 uczniéw, do zawoddw
stopnia drugiego zakwalifikowano 655 uczniéw, a do zawoddéw stopnia trzeciego —

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 20 kwietnia br.
postanowil przyznaé¢ 38 tytuléw laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego,
trzeciego i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie
podano liczbe uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Wojciech Drozd (23) — Zesp6l Szkot Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika Gimnazjum i Liceum Akademickie

w Toruniu.

Radostaw Girul (23) — Liceum Ogdlnoksztalcace nr XXIV
z Oddziatami Mistrzostwa Sportowego we Wroclawiu.
Przemystaw Podlesny (23) — II Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Piotra Firleja w Lubartowie.

Jacek Salata (23) — V Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Kajetan Vogtt (23) — XIV Liceum Ogolnoksztalcace

im. Stanislawa Staszica w Warszawie.

Antoni Zewierzejew (23) — III Liceum Ogélnoksztalcace
z Oddziatami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni.

Nagrody stopnia czwartego

Rafal Szulc (20) — I Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Stanistawa Staszica w Lublinie.

Stanistaw Gajda (18) — XIV Liceum Ogélnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica w Warszawie.

Dominik Gulgowski (18) — III Liceum Ogdlnoksztalcace
z Oddziatami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni.

Justyna Jaworska (18) — XIII Liceum Ogolnoksztalcace
w Szczecinie.

Tomasz Kielbasa (18) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Piotr Kowalewski (18) — III Liceum Ogdélnoksztalcace

z Oddziatami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni.

Natalia Kucharczuk (18) — I Liceum Ogélnoksztalcace
im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim.
Maciej Matowidzki (18) — XIV Liceum Ogélnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Iwo Pilecki-Silva (18) — Liceum Ogdlnoksztalcace nr II1
im. Adama Mickiewicza we Wroclawiu.

Pawel Sawicki (18) — III Liceum Ogolnoksztalcace

z Oddziatami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni.

Pawel Moéko (17) — VIII Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Marii Skltodowskiej-Curie w Katowicach.

Michatl Siennicki (17) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica w Warszawie.

Maciej Wojtala (17) — XIV Liceum Ogolnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica w Warszawie.

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane poprawne rozwiazanie
zadania z finalu LXIX Olimpiady Matematycznej otrzymaly nastepujace osoby:
Kamil Galewski (zadanie 1) — I Liceum Ogdlnoksztalcace im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim,

Karolina Zajac (zadanie 5) — Liceum Ogdlnoksztalcace im. Jana Pawla II

Siéstr Prezentek w Rzeszowie.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dziekuje wszystkim, ktorzy pomagali
finalistom w przygotowaniach do zawoddw.

Zadania oraz pelng wersje komunikatu mozna znalezé na stronie www.om.edu.pl.
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Laureaci

Strona internetowa
Olimpiady Astronomicznej:
www.planetarium.edu.pl/oa.htm

XIII Olimpiada Matematyczna Junioréw

W XIIT Olimpiadzie Matematycznej Junioréow, adresowanej do uczniéw gimnazjum oraz szkél
podstawowych, wzieto udziat 10473 uczniow z 1070 szkét. Do zawodéw drugiego stopnia awansowalo
1216 uczniéw z 551 szkél, a do zawoddw finatowych 127 uczniéw z 69 szkol.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej Junioréw postanowil przyznaé 73 osobom z 49 szkét
tytul laureata pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy:

Laureaci I stopnia

(30 punktéw na zawodach II i ITI stopnia)
Juliusz Banecki, Lukasz Marek Orski, Kornel Sikora
Laureaci I stopnia (pozostali)

Cezary Mikolaj Botta, Adam Tomasz Dankowiakowski,
Pawel Franciszek Gadziniski, Kosma Jan Kasprzak,
Tymoteusz Kucharek, Justyna Maja Palikowska,
Wiadystaw Sowul

Laureaci IT stopnia

Antoni Buraczewski, Barttomiej Bychawski,

Oskar Dabkowski, Julia Helena Filip, Ignacy Gebus,
Piotr Kuc, Marek Lisowski, Piotr Jan Laba,

Krzysztof Nawrocki, Filip Nogaj, Korneliusz Piotr Obarski,
Michal Orzanowski, Mateusz Padarz,

Stanistaw Wojciech Sieniawski, Witold Sikora,

Michal Stanistaw Sloniewski, Jakub Igor Stowikowski,
Jan Stanislaw Tryka, Szymon Urban, Kacper Wasiak,
Dominik Wawszczak, Wojciech Wiktor Weremczuk,
Artur Wojtuszkiewicz, Radostaw Zak

LXI Olimpiada Astronomiczna

I. Anna Olechowska, 3 klasa II Spol. LO Warszawa
II. Kornel Ksiezak, 3 klasa XIIT LO Szczecin
III. Wojciech Kolesinski, 2 klasa XIII LO Szczecin
III. Jurand Pradzynski, 3 klasa IV LO Czestochowa
ITI. Patryk Skrzeczkowski, 3 klasa I LO Radzyn Podl.

FinaliSci (w kolejnosci alfabetycznej)

Piotr Bielak, 3 klasa IIT LO Lublin

Elie Boulanger, 3 klasa gimnazjum ZS UMK Torun
Szymon Cedrowski, 1 klasa XIV LO Warszawa
Kamil Ciebiera, 2 klasa LO Prez. Rzeszow
Krzysztof Druciarek, 2 klasa XIII LO Szczecin
Mitosz Dudek, 3 klasa I LO Pszczyna

Szymon Frackowiak, 2 klasa XIII LO Szczecin
Adam Gonstal, 3 klasa I LO Wloctawek

Mateusz Kapusta, 1 klasa IIT LO Wroctaw
Agnieszka Makulska, 2 klasa XIV LO Warszawa
Piotr Masajada, 2 klasa XIV LO Wroctaw
Wiktor Matyszkiewicz, 2 klasa XIV LO Warszawa
Filip Rekawek, 3 klasa Katol. LO Garwolin
Bartosz Salwiczek, 2 klasa I LO Kotobrzeg

Kamil Szydtowski, 2 klasa ZS UMK Torun
Mateusz Winiarski, 1 klasa I LO Krosno

Wiktor Wtlodarczyk, 3 klasa XIII LO Szczecin

Matematyczna
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Laureaci III stopnia

Anna Bachry, Daniel Bernatowicz, Kalina Anna Bialek,
Bogdan Tomasz Bledzinski, Michal Bronicki, Mikolaj Bulge,
Bartosz Chominski, Konrad Wojciech Czarnecki,

Damian Wojciech Dabrowski, Bartosz Piotr Glowacki,
Antoni Krzysztof Grabowski, Andrzej Gwiazda,

Karolina Kaminska, Jakub Mateusz Kadziotka,

Pawel Kielminski, Mateusz Klepacki, Igor Donat Klimczak,
Franciszek Kobus, Jan Krzysztof Kossacki,

Mateusz Kowal, Rafal Jan Krajewski-Siuda,

Tymoteusz Kwiecinski, Pawet Lamza,

Agata Jolanta Lisowska, Stanistaw Majchrzak,

Kacper Jerzy Paciorek, Tomasz Puczel,

Patryk Nikodem Rogalski, Edyta Rozczypala,

Jakub Rymarski, Magdalena Teresa Skrok,

Antoni Stachowski, Marcin Tabisz, Oliwier Urbanski,
Aleksander Jan Walenciak, Michal Antoni Wiliriski,

Marek Wisniewski, Piotr Mateusz Zug,

Jadwiga Irena Zymer

Komitet Gléwny OMJ pragnie serdecznie podzigkowa¢ Fundacji mBanku,
Instytutowi Matematycznemu PAN, Szkole Przymierza Rodzin im. Jana Pawta II
w Warszawie oraz Wydzialowi Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej za wsparcie organizacji Olimpiady, a takze Fundacji mBanku, Panu

Zadania oraz pelng wersje komunikatu
mozna znalez¢é na stronie www.omj.edu.pl.
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Franciszkowi Hutten-Czapskiemu, Panu Cezaremu Smorszczewskiemu oraz redakcji
czasopisma Delta za ufundowanie nagrod dla laureatéw OM.J.



Komitet Glowny przyznal tytuly laureata I, II i IIT miejsca
zawodnikom, ktorzy w zawodach finalowych uzyskali,
odpowiednio, co najmniej 400, 299 i 200 punktéw, i wyrdznit

XXV Olimpiada Informatyczna

W dniach 10-13 kwietnia 2018 r. w Warszawie odbyty si¢ zawody
finalowe jubileuszowej, XXV Olimpiady Informatycznej. Zostalo
do nich zakwalifikowanych 97 zawodnikéw. W ciagu dwéch dni
zawodéw zawodnicy mieli do rozwiazania w sumie szes¢ zadan
programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktow.

Olimpiada
INnformatyczna

zawodnikéw, ktérzy w finale uzyskali co najmniej 170 punktéw.
Ponizej publikujemy liste tych zawodnikéw (w nawiasach liczba
zdobytych punktéw oraz szkola). Lista wszystkich finalistéw jest

dostepna na stronie oi.edu.pl.

7 okazji jubileuszu wydana zostala ksiazka Przygody Bajtazara.
25 lat Olimpiady Informatycznej. Wybdr zadari (WN PWN).
Uroczysto$é 25-lecia Olimpiady odbedzie sie we wrzeéniu,

w lacznosci z obchodami 70-lecia informatyki w Polsce.

Laureaci I miejsca

1. Anadi Agrawal (508, Liceum Ogdlnoksztalcace
nr XIV im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw)

2. Mariusz Trela (506, V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Augusta Witkowskiego, Krakéw)

3. Dawid Jamka (481, VI Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Jana Kochanowskiego, Radom)

4. Kacper Kluk (434, IIT Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)

5. Juliusz Pham (421, III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)

6. Pawel Pawlik (417, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica, Warszawa)

Laureaci IT miejsca

7. Mateusz Rzepecki (372, LO nr ITI, Wroctaw)
8. Mateusz Cegietka (347, XIV LO, Warszawa)
9. Adrian Goérecki (346, XIV LO, Warszawa)
10. Grzegorz Gawryal (331, III LO, Tarnéw)
11. Stanistaw Strzelecki (328, XIV LO, Warszawa)
12. Tomasz Ponitka (314, LO nr XIV, Wroclaw)
13. Wojciech Szymarnski (312, VI LO, Radom)
14. Damian Burczyk (311, IIT LO, Gdynia)
15. Piotr Nawrot (309, VI LO, Radom)
16. Przemystaw Podlesny (299, IT LO, Lubartéw)

Laureaci IIT miejsca

17. Michal Kepa (284, IX LO, Czestochowa)

18. Pawel Anikiel (280, III LO, Gdynia)

19.-21.
Grzegorz Kwiatkowski (277, XIV LO, Warszawa)
Stanistaw Szcze$niak (277, XIV LO, Warszawa)
Kacper Walentynowicz (277, III LO, Gdynia)

22. Jedrzej Olkowski (270, XIV LO, Warszawa)

23. Mateusz Orda (263, LO nr III, Wroclaw)

24. Rafal Kilar (258, I LO, Krosno)

25. Antoni Zewierzejew (254, ITI LO, Gdynia)

26. Tymoteusz Widniewski (252, XIV LO, Warszawa)
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27. Zuzanna Skoczylas (248, XIV LO, Warszawa)
28. Patryk Ksiezuk (244, XIV LO, Warszawa)
29. Adam Pawtlowski (238, VIII LO, Poznan)
30. Bukasz Orlikowski (237, III LO, Gdynia)
31.-33. Cezary Bednarz (234, LO nr XIV, Wroclaw)
Dawid Ignasiak (234, LO nr III, Wroclaw)
Krzysztof Rymski (234, XIV LO, Warszawa)
34. Mieszko Grodzicki (232, VI LO, Radom)
35.-36. Michal Borowski (231, I LO, Lublin)
Adam Morawski (231, LO nr ITI, Wroclaw)
37. Michal Siennicki (229, XIV LO, Warszawa)
38. Michal Wozny (228, V LO, Krakéw)
39. Piotr Kowalewski (226, III LO, Gdynia)
40. Konrad Czaplinski (220, I LO, Bialystok)
41.-42.
Szymon Dominikowski (218, XIV LO, Warszawa)
Pawel Sawicki (218, III LO, Gdynia)
43-44. Krystian Krél (213, VI LO, Radom)
Hubert Obrzut (213, LO nr XIV, Wroclaw)
45. Kacper Szczepanski (211, III LO, Gdynia)
46. Krzysztof Ziobro (207, V LO, Krakéw)
47.-49. Adam Bac (203, XIV LO, Warszawa)
Janusz Partyka (203, XIV LO, Warszawa)
Marek Skiba (203, I LO, Lublin)
50. Bukasz Selwa (201, V LO, Krakéw)
FinalisSci z wyr6znieniem
Jan Ciotek (186, XVIIT LO, Warszawa)
Bartlomiej Wactawik (186, V LO, Krakéw)
Karol Gérski (182, T LO, Lublin)
Konrad Litwinski (181, XIV LO, Warszawa)
Adam Gérkiewicz (180, LO nr XIV, Wroclaw)
Tomasz Buczynski (179, V LO, Krakéw)
Jagoda Kaminska (176, 11T LO, Gdynia)
Gerard Drézdz (173, VI LO, Radom)
Szymon Tworkowski (173, I LO, Bialystok)

Arkadiusz Kozdra (171, LO nr XIV, Wroctaw)
Andrzej Turko (170, LO nr III, Wroclaw)
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Moment pierwszego dojscia do
bezposredniego sgsiedztwa ,,sz6stki” oraz
to, jak wyglada ta sytuacja z punktu
widzenia jego potencjalnej ,ostatnio$ci”.

Zaprezentowany fakt zostal udowodniony
w artykule Lészlo Lovésza i Petera
Winklera A note on the last new vertex
visited by a random walk, opublikowanym
w 1993 r. w czasopi$mie Journal of
Graph Theory.

Ostatni Mohikanin
tukasz RAJKOWSKI

Zacznijmy od nastepujacego zadania: dwunastu Indian (dla ustalenia uwagi

i zgrabnodci tytulu przyjmijmy, ze pochodza oni z plemienia Mohikanéw) siedzi
dookota ogniska i pali fajke pokoju. Procedura rozpoczyna si¢ rzecz jasna od
Wodza, ktéry po zapaleniu rzuca zdobyta od bladych twarzy symetryczna
moneta i w zaleznosci od wyniku podaje fajke na lewo albo na prawo. Kolejny
Indianin robi to samo — pali faje, rzuca moneta i podaje dalej (fajke, nie
monete). Nietrudno uwierzyé, ze predzej czy péiniej fajka wpadnie w rece
ostatniego Indianina, ktéry jej wczesniej nie palil (bedzie to tytulowy ostatni
Mohikanin). OczywiScie, na samym poczatku nie jesteSmy w stanie stwierdzié,
kto nim bedzie, gdyz przedstawiona procedura jest losowa. Zapewne jednak
niektérzy z Mohikanow maja wieksza szanse na bycie ostatnim Mohikaninem
niz inni. Naturalne jest w tej sytuacji pytanie: ktory z nich ma na to szanse
najwickszq?

Wydaje sie, ze Indianie o numerach 1 i 11 nie sa dobrymi kandydatami — kazdy
z nich ma prawdopodobienistwo 50% otrzymania fajki juz w pierwszym ruchu.
Analiza sytuacji Indian o numerach 2 i 10 zdaje sie bardziej skomplikowana,
intuicja podpowiada jednak, ze ich szansa na bycie ostatnimi jest wigksza

niz sasiadéw Wodza. Idac tym tropem, najwicksza szanse na bycie ostatnim
powinien mie¢ Indianin siedzacy najdalej od Wodza, czyli ten o numerze 6.
Przedstawionym domystom daleko jednak do matematycznej $cistosci i nic
dziwnego — prowadzg bowiem do blednych wnioskéw. Tak naprawde kazdy
Indianin (poza Wodzem) ma to samo prawdopodobienstwo zapalenia fajki jako
ostatni! Jak to mozliwe?

Z punktu widzenia Mohikanina numer 1 sytuacja wyglada nastepujaco: fajka
znajduje sie u jego sasiada (Wodza) i pytamy o prawdopodobieristwo tego, ze
fajka zdazy odwiedzi¢ pozostalych Indian, zanim trafi do ,,jedynki”. Rozwazmy
teraz Indianina o numerze 6. Zauwazmy, ze niezaleznie od trajektorii fajki
przyjdzie taki moment, ze fajka po raz pierwszy wyladuje w bezposrednim
sgsiedztwie ,szostki”. Jedli ma on pali¢ jako ostatni, to tak czy inaczej poczawszy
od tego momentu fajka musi odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki poza ,,sz6stka”,
zanim do niego trafi (ze sposobu przekazywania fajki wynika, iz dotychczas
odwiedzone wierzcholki nie maja znaczenia, gdyz i tak beda musialy zostaé
odwiedzone jeszcze raz). Jest to dokladnie ta sama sytuacja, jaka na poczatku
byta widziana oczami Indianina numer 1. Pokazaliémy zatem, ze

na pewno dojdzie do zdarzenia, pod warunkiem ktorego szansa ,,szostki” na bycie
ostatnim jest taka, jak szansa (bezwarunkowa) ,jedynki” na bycie ostatnim.

Oznacza to, ze (bezwarunkowa) szansa ,sz6stki” na bycie ostatnim jest taka
sama, jak szansa jedynki — oczywiscie w ten sam sposéb mozemy pokazaé, ze
szansa dowolnego Indianina (poza Wodzem) na bycie ostatnim Mohikaninem jest
taka sama, wynosi zatem 1/11.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy do czynienia z rzutkimi Indianami, ktorzy
nie maja nic przeciwko rzucaniu fajka pokoju i czynia to bardzo celnie.

Reguly gry sa podobne — po wypaleniu fajki kazdy z Indian z réwnym
prawdopodobienstwem wybiera ktéregos z pozostalych, aby przekazaé¢ mu fajke.
Oczywiscie, ze wzgledu na symetri¢ sytuacji, wciaz jest prawda to, ze kazdy

z Indian ma to samo prawdopodobienstwo zostania ostatnim Mohikaninem,
niezaleznie od poczatkowego polozenia fajki. A co by bylo, gdyby miedzy

nimi wystepowaly jakie§ animozje, tzn. nie kazda para Indian bylaby sklonna
przekazaé¢ miedzy soba fajke? Czy istnieje inna struktura sympatii i antypatii
poza cyklem (kazdy z Indian lubi wylacznie swoich sasiadéw; rozwazylidmy ten
przypadek w pierwszej czesci artykutu) i klikg (kazdych dwéch Indian darzy sie
sympatia), w ktorej zachodzi przedstawiona wczesniej wlasno$é? Okazuje sie, ze
nie, co uzasadniamy dalej.

15



jpsouzoozids loT+6+=] (11)
‘ouozokjod s otu @ ‘To < [g+.] (01)
‘Lulods gsaf {20} \ /5 < [¢+3] (6)

{Aufods 9sol {20 ‘To‘n} \ A oz

€€y 3 2o ‘1n 3 1o amye) tlotugst
tey ‘19 emopepys aulods armp
feruwleu 00 ewr {a‘n} \ H < [++9]
‘n z ouozokjodoru a oforugst <= [7
{(n 08 Awzoeuzo) ¢ £ erudols
S[REoYZISTM SlaTgsT [v+4l

‘g £ yordogs

Blew {JOYIZIDIM OIISAZSM
{(0 = (z)"d fezoeur) x oSsujomop
e[p Aulods 31sof {z} \ 5 <« [¥]

‘1 — u erudogs

RUI OIU YOJOUDZIOIM UOPRZ <= [[+ ]
{D{joyoZIoIM

asuozotjodatu emp lotugst <« [

<[

= [g

(8)

(2)
(9)

(2)
(1)

‘waAd gsol aru (g) “BIpy 380l a1u ()
zelo (x) 1 (x) erujads 5 oz ‘AKwpsndAzig

Rozpoczniemy od przedstawienia naszego problemu w jezyku teorii graféw.
Mamy do czynienia z grafem G = (V, E) o n wierzcholkach, po ktérym

w losowy sposéb spacerujemy — stojac w dowolnym wierzchotku, z jednakowym
prawdopodobienstwem wybieramy dowolnego jego sasiada, aby przej$¢ do niego
w nastepnym kroku. Niech p, (v) bedzie prawdopodobieristwem zdarzenia,

ze wierzchotek v zostal odwiedzony jako ostatni, jesli startowalidémy z u.
Interesujacy nas warunek mozemy teraz zapisa¢ jako

()
Zalézmy, ze spelniony jest powyzszy warunek i wybierzmy dowolne dwa
niepolgczone wierzchotki u, v. Niech d bedzie stopniem u, a S zbiorem jego
sasiadéw. Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite, dostajemy
pu(v) = ézse 5 Du,s(v), gdzie py s(v) jest prawdopodobienstwem zakoriczenia na v
jesli startowaliSmy od v pod warunkiem zdarzenia, ze pierwszym odwiedzonym

dla dowolnych, réznych wierzchotkéw u, v zachodzi p,(v) = 1/(n — 1).

wierzchotkiem byl s. Zauwazmy ponadto, ze p, s(v) = ps(v) @ pu(v), gdyz
Pu,s (V) ,obejmuje” wszystkie te spacery (liczone od s), co ps(v) oraz te, ktére
nie odwiedzaly u przed dotarciem do v. Gdyby istnial cho¢ jeden taki spacer,
mielibySmy p,(v) = 3 g Pus(v) > 23 Lo pu(v) = pu(v), zatem sprzecznosé.
Nie istnieje wiec spacer, ktory startuje z sasiada u, przechodzi (niekoniecznie
jednokrotnie) przez wszystkie wierzcholki poza u i v, a na koncu odwiedza v.
Whioskujemy stad, ze

(%)
Okazuje sie, ze graf, ktory spelnia (x) i (%), musi by¢ taicuchem albo klika.
Jest to ciekawe i przystepne zadanie z matematyki dyskretnej, ktére polecamy
wykonaé¢ Czytelnikom Ambitnym. Czytelnikom Niecierpliwym polecamy zas
lekture marginesu. Howgh!

~ (> & =&

G\ {u, v} jest niesp6jny dla dowolnych niepolaczonych u, v.

@)

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1570. Czy istnieje taki wieloscian wypukly W, ktéry mozna rozciaé
plaszczyzna na dwa wielosciany podobne do W?
Rozwiazanie na str. 10

M 1571. Wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC wyznacz zbior takich
punktéw P, ze miary katéw PAB, PBC, PC A tworza w tej wlasnie kolejnosci
ciagg arytmetyczny.

Rozwiagzanie na str. 2

M 1572. Oznaczmy przez r(n) sume n liczb bedacych resztami z dzielenia
dodatniej liczby catkowitej n przez 1, 2, ..., n. Udowodnij, ze istnieje
nieskoniczenie wiele takich n, ze r(n) = r(n — 1).

Rozwiazanie na str. 10

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 955. Na pochylnie tworzaca kat a z poziomem nalezy wciagnaé ciezka paczke.
Dla jakiej rozwartosci kata S miedzy kierunkiem sily wciagajacej F' i pochylnia
wartosé tej sily jest najmniejsza? Wspoélezynnik tarcia paczki o powierzchnie
pochylni wynosi f.

Rozwiazanie na str. 4

F 956. Srednia gesto$é¢ Ziemi wynosi p ~ 5,5g/ cm®. Oszacuj wartosé cisnienia p
w $rodku Ziemi. Przyspieszenie ziemskie (na jej powierzchni) wynosi g ~ 10 m/ 52,
a promien Ziemi R =~ 6400 km.

Rozwiazanie na str. 2
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Migawka informatyczna

Kiedy mozemy czuc sie bezpieczni?

Zawodowo zajmuje sie kryptologia, czyli dziedzina

nauki badajaca rézne aspekty bezpieczenstwa cyfrowego
Swiata. Jest to nauka $cista, czyli taka, w ktorej kréluja
stricte matematyczne rozumowania. Solg matematyki sg,
oczywiscie, dowody. Réwniez gtéwne wyniki kryptologiczne
to wlasnie twierdzenia i ich dowody. A twierdzenie to
para: zatozenie i teza. W kryptologii teza zwykle jest
podobna: proponowany system jest bezpieczny. Ciekawym
i waznym pytaniem jest jednak watpliwosé: ale przy jakich
zatozeniach?!

I tutaj staramy si¢ by¢ tak paranoiczni, jak to tylko
mozliwe.

Pierwsza reguta, ktoéra wyznaje sSrodowisko kryptologiczne,
jest tak zwana zasada Kerckhoffsa (z roku 1883), czyli
zasada, ze wrég zna system. To zatozenie mowi, ze system
powinien by¢ bezpieczny, nawet jesli nasz przeciwnik (cracker,
podstuchiwacz) zna caly protokél, a jedyne, co pozostaje

dla niego tajemnica, to klucz kryptograficzny. Motywacja dla
takiego zatozenia jest dos¢ jasna. Komunikujemy sie zwykle nie
raz, a wielokrotnie. Nie sposob w praktyce wymyslaé i uzywac

nowego protokotu do kazdego pojedynczego aktu komunikacji.

W zwiazku z tym uzywa si¢ za kazdym razem tego samego
systemu, ALE ten system nie jest jednoznaczny, tylko zalezy
od jakiego$ ciagu bitéow, zwanego kluczem. Poniewaz system
uzywany jest wielokrotnie i przez wielu uzytkownikéw, to
powinnismy sie liczy¢ z tym, ze — predzej czy pdzniej — zostanie
przechwycony i stanie si¢ znany przeciwnikowi. Uzytkownicy
systemu nie powinni si¢ jednak tej sytuacji obawia¢, powinni
tylko pilnowaé swoich kluczy. Wiecej, owe klucze mozna
staraé sie czesto zmieniaé, co jeszcze dodatkowo podnosi
bezpieczenstwo (oczywiscie, w klasycznych szyfrach pojawia
sie wtedy problem bezpiecznego ustalenia wspélnego klucza).

Doktadnie w ten sposéb dziata np. nowoczesne szyfrowanie
AES (Advanced Encryption Standard) czy inne popularne
szyfry symetryczne. Srodowisko kryptologéw bynajmniej nie
prébuje utrzymaé w tajemnicy sposobu dzialania AES-a.
Wrecz odwrotnie — system powstal w wyniku jawnego
konkursu (w roku 1997), w ktérym kazdy mogl zglosié
(publicznie!) swojego kandydata na szyfr, a ostatecznego
wyboru dokonal amerykanski instytut NIST. Wygrata
propozycja Vincenta Rijmena i Joana Daemena, ktérej
szczegolty mozna znalezé chociazby w Wikipedii.

Mozna by sobie, oczywiscie, zadaé¢ na boku pytanie, czy

— tak na wszelki wypadek — nie optacaloby sie utajnié¢
rowniez sam system. Powszechnie uwaza sie, ze jest to
jednak zty pomyst! Dlaczego? Wierzy sie, ze system, ktéry
ma luki, a jest upubliczniony przed wprowadzeniem do
uzycia, zostanie skutecznie zaatakowany przez spotecznosé
kryptologiczna, zanim jego uzywanie mogtoby narazi¢ kogo$
na straty. Utajnienie systemu pozbawia nas szansy na taka
darmowa, $rodowiskowq weryfikacje.

Ale wréémy do dyskusji na temat zalozen. Na razie
przyjrzeliSmy sie zalozeniu, ze wszystkie szczegdly
dzialania systemu (poza kluczami) sa znane przeciwnikowi.
Dodatkowo, kryptolodzy powszechnie zaktadaja rowniez, ze
cata komunikacja miedzy stronami protokotu moze zostaé
podstuchana.
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Od razu uspokdjmy Czytelnika — pomimo ze te zatozenia
wydaja sie bardzo silne, to istnieje wiele protokoléw

(nie tylko szyfrowanie, ale i podpis cyfrowy, i wiele

innych), ktére sa bezpieczne przy zalozeniu o przeciwniku
doktadnie takim jak wyzej (i przy kilku do$é wiarygodnych
zalozeniach z dziedziny algorytmiki). Spéjrzmy jednak na
problem z drugiej, paranoicznej strony i zadajmy sobie
pytanie: czy powyzszy zestaw zalozen (przypomnijmy: wrég
zna system i moze podstuchiwaé cala komunikacje) nie jest,
byé¢ moze, i tak za staby? To znaczy, czy powyzszy model
dobrze opisuje realia Swiata i uwzglednia wszystkie sytuacje,
w ktérych chcemy sie cyfrowo komunikowac?

W tym miejscu przebijmy balon suspensu i napiszmy
wprost: czasem nawet i ten model jest za staby!
Wszystkiemu winna jest ludzka glowa, ktéra nie potrafi ani
zapamietaé kilkusetcyfrowych kluczy, ani wykonywadé szybko
obliczen na liczbach tego rozmiaru, czego wymaga wigkszos$é
protokotéw. Wyreczamy sie urzadzeniami (smartfonami,
kartami platniczymi, komputerami osobistymi), a te
podatne sa na ataki nieobjete w wyzej opisanym modelu!
(Nie sg przeciez zespawana otowiang skrzynka, do ktérej
tylko wchodza i wychodza pakiety komunikacji.)

Moze si¢ przeciez zdarzy¢, ze nasz komputer zostat
zainfekowany wirusem, ktéry przejmie kontrole nad naszym
sprzetem i wykradnie nasz klucz trzymany w pamieci
komputera. W takiej sytuacji (pelna kontrola przeciwnika
nad sprzetem) raczej trudno o nadzieje na bezpieczenistwo.
Ale w praktyce czesto przeciwnik czego$ sie dowie o naszym
urzadzeniu, ale nie wszystkiego. Na przykltad jest w stanie
wykrasé tylko jakas cze$é pamieci komputera. Albo jest

w stanie mierzy¢ pobdr mocy karty platniczej podczas
interakcji z bankomatem. Albo moze nagra¢ dzwigk

(sic!), ktéry wydaje procesor podczas procesu szyfrowania
danych. Dla kazdego z powyzszych przypadkow istnieja
protokoty kryptologiczne bezpieczne w standardowym
sensie, ale ztamane przy obecnosci opisanej dodatkowej
wiedzy przeciwnika (tzw. wycieku). Stanowi to, oczywiscie,
bezsporna motywacje do dyskusji na temat zalozen
odnoénie przeciwnika w twierdzeniach postulujacych
bezpieczenstwo réznych rozwigzan.

Kryptolog zawsze powinien oddycha¢ mozliwie
rozrzedzonym powietrzem. Probujemy definiowaé
przeciwnika mozliwie najsilniejszym, nawet jesli wydaje sie
to skrajnie przesadzone (np. zakladamy, ze przeciwnik moze
pozna¢ wartoé$¢ dowolnie wybranej przez siebie funkcji
stanu pamieci urzadzenia, o ile tylko warto$é tej funkcji nie
zdradzi wiecej niz 90% caloéci). Sloganowo mozna by to
uzasadnié, piszac, ze przeciez czego przestepca nie umiat
wczoraj, zrobi jutro. I wcale to nie jest pretensjonalne
hasetko. Naprawde ciezko byto kiedy$ nawet przypuscié,

ze dzwiek wydawany przez urzadzenie szyfrujace moze by¢
jako$ zalezny od klucza w nim zapisanego!

Lubie mysleé, ze kryptolodzy po prostu sprzedaja pakiety
ubezpieczeniowe. Oczywiscie, nigdy zaden nie zabezpieczy
nas od wszystkiego, ale stale staramy sie poszerza¢ ich
zakres. Z drugiej strony — przeciwnicy tez maja coraz
potezniejsze narzedzia do ataku. .. Skojarzenie z kotkiem
i myszka narzuca si¢ niemal ostentacyjnie.

Tomasz KAZANA



Zycle na
ZY \~® 90

Pamietajcie o nastepcach

Roézne sprawy dzieja si¢ wraz z nadejSciem wiosny, moze to by¢ np.
rozstrzygniecie polskiej czedci europejskiego konkursu Mtodych Badaczy.

W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie szkét réznego stopnia i specjalnodci.
Nalezy przedstawi¢ opis pracy wykonanej samodzielnie w zakresie nauk
przyrodniczych i $cistych, mozna mieé¢ opiekuna (zwykle nauczyciel lub
pracownik uczelni). Do konkursu startuja uprzednio nagradzani i wyrézniani
w innych konkursach krajowych lub rekomendowani przez samodzielnego
pracownika naukowego. Przystane do krajowego organizatora (jest nim ,,0d
zawsze” Krajowy Fundusz na Rzecz Dzieci) opisy prac sa recenzowane przez
ekspertéw z danej dziedziny, a nastepnie przesyltane do jury. Tu jestem!

Dostajemy co roku komplet materialéw (w tym roku
byto ich okolo 80), z nich wybieramy 20 finalistéw.
Finalidci przyjezdzaja do Centrum Nauki Kopernik
(czesto po raz pierwszy w zyciu) i przez dwa dni
opowiadaja, co zrobili, i rozmawiaja z Jury. To dzieje
sie wiosna, w tym roku ciepla i piekna, cho¢ z rzadka
spogladaliSmy za okna. To sa wazne kilkugodzinne
rozmowy. Wigkszoéé¢ juroréw spotyka si¢ z mtodymi
badaczami od kilkunastu lat — stad tez wyrobilismy
sobie opinie o ich ogélnym poziomie merytorycznym. Ten
poziom rosnie! FinaliSci otrzymuja nagrody trzech stopni,
w kazdej kategorii po trzy. Nagradzamy takze sposéb
prezentacji (plakat, drobne rekwizyty). W tym roku
mato drobne byly dwa modele tazikéw Marsjanskich
wybudowane przez uczniow.

Laureaci pierwszych nagréd jada na konkurs europejski

EUCYS.

Konkurs, o ktérym mowa, EUCYS, czyli European Union Contest

for Young Scientists jest organizowany od 1989 roku. Polska zostata
dopuszczona do udzialu w konkursie w roku 1995, czyli 9 lat przed
przyjeciem do Unii. Spisujemy sie¢ w EUCYS bardzo dobrze, bo wlasnie
(mimo krétszego udziatu) wyprzedziliémy Brytyjczykéw i wysuneliSmy
sie na drugie miejsce w ,klasyfikacji medalowej” (za Niemcami).

Nasza redakcja jest szczegdlnie z tego dumna, bo na 23 nagrody,
jakie zostaly przyznane mtodym matematykom, az 10 zdobyli
przedstawiciele Polski, ale tez Delty, bo byli to laureaci Konkursu
Uczniowskich Prac z Matematyki organizowanego od 40 lat przez
naszg redakcje i Polskie Towarzystwo Matematyczne. Jak wida¢, nasz
Konkurs nie ma sobie réwnych w Europie.

Konkurs nosi dzi§ imi¢ Pawla Domanskiego, pierwszego zwyciezcy,
ktéry potem stworzyl silng grupe badaczy analizy funkcjonalnej
w Poznaniu.

Redakcja

Nauki przyrodnicze poczynilty wielkie postepy. Do
pracowni biologicznych wprowadzono wyszukane
przyrzady konstruowane przez fizykéw i inzynieréw,
wyposazone w zaawansowane programy informatyczne.
Te zmiany obserwujemy takze dzigki swobodnemu
dostepowi uczniéw do nowych laboratoriéw. Ci,
ktorzy urodzili sie w malych miejscowosciach, potrafia
takze znalezé droge do pracowni (i serc naukowcéw)
akademickich. Przychodza ,,z pytaniem” i zostaja

na dluzej. Zazwyczaj na swoje pomiary i realizacje
pomyslow przeznaczaja kolejne wakacje. Czasem ich
pomysly staja sie zaczynem badan opiekundw.

Sa te uczniowskie projekty pomyslowe i nowoczesne,

a ich wyniki zawsze opracowane statystycznie. Dominuje
wyrazny kierunek poszukiwania zastosowan praktycznych
zjawiska, ktore si¢ bada. Jest to np. projekt hydrozeli —
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zeli pochtaniajacych metale w wodach poprzemystowych,
znalezienie nowej technologii przerobki welny, siersci

i pidr zwierzat pozyskiwanych na migso (ogromny
problem $rodowiskowy, co robi¢ z tonami takich
odpadéw), nowy test wezesnego wykrycia zakazenia
uktadu moczowego u niemowlat (powazny problem
diagnostyki medycznej, rodzice niemowlecia wiedza,
jakim klopotem jest ,zbiérka moczu” u malucha).
Problemem remediacji ropopochodnych zanieczyszczen
gleby i wod z pomoca grzyba — boczniaka zajeli

sie dwaj uczniowie z warszawskiego liceum im.

Staszica. Pierwowzoér implantu uwalniajacego

witamine B12 utworzyla uczennica Liceum im. Norwida
w Czestochowie (niedobér trudny do zdiagnozowania),
ktory likwidowalby bolesne i czeste zastrzyki witaminy.

Nagrody zostaly przyznane, nazwiska twércow ogloszone.
Sama, zgadzajac si¢ z uszeregowaniem wyroznianych
uczynionym po dhlugiej wnikliwej dyskusji, osobiécie chce
powiedzie¢ o pracach, ktére zdobylty moje serce:

a. Diagnostyka choréb ukladu moczowego u niemowlat.

b. Analiza architektury naczyn krwiono$nych dna oka
w oparciu o regute Leonarda da Vinci.

c. Efektywne chtodzenie komputera dzigki cieptu
parowania cieczy.

Twérca kaskady parujacej wody dotaczonej do
osobistego komputera wymyslil i wielokrotnie ulepszyt
system chtodzenia, poniewaz: ,przeszkadzal mi szum
wentylatora chtodzacego osobisty komputer”. Idea
pionierska i pewno przyda si¢ podobnym Jackowi.
Kaskada nie hatasuje!

O dnie oka i wczesnym, najwczedniejszym wykrywaniu
zwyrodnienia plamki z6ltej (nieuleczalna postepujaca
choroba koniczaca si¢ $lepota, 300 mln ludzi na
$wiecie) mysle serdecznie, bo dotknela ludzi z mojego
najblizszego otoczenia.

I wreszcie te pieluszki nasycone indykatorowym
roztworem (siostra projektodawczyni chorowala)
mobilizuja moje wspoélczucie dla rodzicow niemowlat.

7 twércami tych wielu pomystéw i ich ulepszen na
pewno spotkamy sie w przyszto$ci. A moze takze
7 autorem pracy o geometrycznych wlasnosciach érodka
ciezkosci, ktérego najwigksza pasja zyciowa jest gra na
skrzypcach.

Magdalena FIKUS



Informatyczny kacik olimpijski (116): Bajtockie kéteczko

Tym razem oméwimy zadanie Bajtockie kileczko z pierwszego etapu zawodow
druzynowych X Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistéw.

Bajtockie kéteczko: W Bajtocji znajduje sie n 4+ 1 miast (ponumerowanych

kolejnymi liczbami naturalnymi od 0 do n) oraz 2n drég pomiedzy nimi. Miasta
o numerach z przedzialu [1;n] znajdujq sie na okregu, zas miasto o numerze 0
(stolica) jest $rodkiem tego okregu. Pomiedzy kazdym miastem na okregu oraz
stolicg istnieje dwukierunkowe polgczenie (a; oznacza czas przejazdu pomiedzy
stolicg a i-tym miastem). Dodatkowo, pomiedzy kazdymi dwoma sqsiednimi
miastami na okregu istnieje dwukierunkowe polgczenie (b; oznacza czas przejazdu
pomiedzy i-tym miastem a miastem sgsiadujgcym z prawej strony). Naszym
zadaniem jest zaplanowanie podrozy po Bajtocji. W tym celu musimy wybrac
miasto, z ktorego wyruszymy oraz miasta, ktore odwiedzimy. Podréz musi
zaczynad sie 1 konczyé w tym samym mieScie. Kazda droga oraz kazZde miasto
(poza miastem, w ktérym zaczynamy i koriczymy podréz) moze zostaé odwiedzone

co najwyzej raz. Ile czasu potrwa najdiuzsza taka podréz?

Naszym zadaniem, w terminologii grafowej, jest
znalezienie cyklu o najwigkszej sumie wag krawedzi.
Rozwazmy dwa przypadki:

e do cyklu nie nalezy wierzchotek 0 — wowczas mamy
tylko jedna mozliwos¢ wyboru cyklu, ktérego suma
wag krawedzi wynosi: by + by + ..., by;

e do cyklu nalezy wierzcholek 0 — ten przypadek
zostanie dokladnie opisany w dalszej czesci
rozwigzania.

Rozwiazanie O(n?)
Rozwazamy przypadek, kiedy stolica nalezy do cyklu.
W tym przypadku dokladnie dwie krawedzie incydentne
ze stolicg naleza do cyklu. Zauwazmy, ze dla ustalonych
krawedzi incydentnych ze stolicg tatwo znalezé
najdtuzszy cykl. Zalézmy, ze do cyklu naleza krawedzie:
(0,7) oraz (0,7) dlai,j € [1;n] i ¢ < j. Woéwczas istnieja
doktadnie dwa cykle zawierajace obie te krawedzi:
e () — zakladamy, ze od i-tego wierzchotka

poruszamy si¢ w lewo,
e (), — zakladamy, Ze od i-tego wierzchotka

poruszamy sie w prawo.

b1

po lewej C;, po prawej C),

Suma wag krawedzi cyklu C; wynosi:
Wi=a;+bi1+...+b +by+...+bj +aj,
za$ suma wag krawedzi cyklu C}, wynosi:
W, =a;+b+...+bj_1 +aj.
Zatem dla ustalonych krawedzi incydentnych ze stolicg

(krawedzi do wierzcholkéw ¢ oraz j) wynikiem jest
max(W;, Wp).
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Aby znalezé cykl o najwickszej sumie wag krawedzi,
wystarczy rozpatrzy¢ kazda pare krawedzi incydentnych
ze stolica. Dla kazdej takiej pary nalezy obliczy¢ wynik
i sposréd otrzymanych wynikow wybra¢ maksimum.

W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie, ktore dziala

w czasie O(n?).

Rozwiazanie O(n?)

Zauwazmy, ze mozemy w czasie stalym obliczaé sume
wag krawedzi na spdjnym fragmencie obwodu przy
wykorzystaniu sum prefiksowych. Wéwcezas otrzymujemy
rozwiazanie, ktére dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(n))
Ustawmy wierzchotki, ktére znajduja sie na obwodzie,
w ciag (jeden za drugim) oraz zduplikujmy otrzymany

ciag.

b1 bo

al a2

S1 Sa

San

Niech S; oznacza odlegtosé od wierzchotka numer 1
do kolejnych kopii stolicy, dokladnie:

i—1
g _ Jut il
i n i—1l—n
j—p + Zj:l bj + Zj:l b,

dla 1<
dlan <i

)

<n
< 2n.

Dla kazdego calkowitego i € [1;n] znajdujemy najdtuzszy
cykl, ktéry zawiera krawedz (0,7). Zauwazmy, ze
dtugos¢ tego cyklu wynosi: S; —S; + a;, dla takiego
najwiekszego S;, ze j € [t + 1;i + n — 1]. Znalezienie
najwiekszej takiej wartosci w ciagu S mozna zrealizowaé
drzewem przedzialowym (dlaczego?). Sposréd wynikéw
obliczonych dla kazdego i € [1;n] wybieramy najwiekszy.
W ten sposob otrzymujemy rozwiazanie, ktére dziata

w czasie O(n - log(n)).

Bartosz tUKASIEWICZ



Klub 44
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

646 (WT = 2,75), 647 (WT = 3,95),
648 (WT = 2,71), 649 (WT = 2,67)
z numeréw 11 i 12/2017

Tomasz Rudny
Marian Lupiezowiec
Tomasz Wietecha
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Aleksander Surma

Poznan
Gliwice
Tarnéw
Poznan
Krakow
FLosiéw

Niemcz

39,04
38,86
36,14
29,80
28,77
28,70
23,89

Myszkéw 18,61

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczna pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe
os6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2018
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy treé¢ zadan:

654. Na szpule o promieniu wewnetrznym 7 i zewnetrznym R nawinigta jest linka (rys. 1).

Koniec A linki ciagniety jest poziomo z predkoscia v. Na szpuli opiera si¢ deska, ktéra moze obracac
si¢ wokot poziomej osi prostopadtlej do ptaszczyzny rysunku, przechodzacej przez punkt O. Szpula
toczy si¢ bez poslizgu po powierzchni poziomej. Jaka jest predkosé¢ katowa deski, gdy tworzy ona

z poziomem kat a?

655. Ciezarek o masie m wisi na nici. Na jaka najmniejsza wysoko$¢é nalezy podniedé ciezarek,

aby spadajac, rozerwal ni¢? Minimalna sila wystarczajaca do rozerwania nici wynosi Mg (g jest
przyspieszeniem ziemskim) i przed rozerwaniem wydluza jg o a. Zakladamy, ze sila naprezenia nici
jest proporcjonalna do jej wydtuzenia az do zerwania.

654. Toczenie bez poslizgu mozemy opisa¢ jako czysty obrét wokot chwilowej
osi przechodzacej przez punkt stycznosci z podlozem P (rys. 2), stad predkosé
katowa ruchu obrotowego szpuli dana jest wzorem w = 7', a jej predkos¢
ruchu postgpowego wynosi u = wR = 7 fr. Predkosé punktu B stycznoéci szpuli
z deska w chwili, gdy deska tworzy z poziomem kat «, ma sktadowsa prostopadta
do deski u; = usina (predko$é ruchu obrotowego jest prostopadla do deski).

Odleglosé punktu B od osi obrotu deski wynosi | = . Szukana predkosé

tg 5

katowa deski dana jest wzorem

Cuy 2vsin®
Y= T TRy

@
2

655. Nié¢ nie ulega zerwaniu, gdy ciezarek wisi na niej w stanie réwnowagi,
zatem spelniony jest warunek: m < M. Oznaczmy przez x wydluzenie nici
w stanie réwnowagi (rys. 3), mamy wtedy zwiazki:

My mg  am
e A v
gdzie k jest wspélezynnikiem sprezystosci nici. Dodatkowe wydtuzenie
w momencie rozerwania nici wynosi y = a — x. Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:
1. Gdy y < z,a<2x,m > %7 na ciezarek caly czas dziala sita sprezystosci i az
do momentu zerwania nici porusza sie on ruchem harmonicznym. Najmniejsza
wysoko$¢, na jaka musimy go podnies¢, wynosi h =y =a (1 — ).
2. Gdyy >z, m< %, mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania energii:

2
mg(h+y):%.

Ostatecznie szukana wysokosé dana jest wzorem

m M
1——) dy == <m< M,
. a( M) gdy 5 m <
a(M? —2mM + 2m?) d
oM , gdy m <

20



VE1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
751 (WT = 3,77) i 7562 (WT = 1,26)
z numeru 12/2017

Marcin Kasperski Warszawa 45,09
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin 36,09
Michatl Kozlik Gliwice 32,23
Michatl Miodek Warszawa 31,56

Nie tak wielu Weteranéw przekroczyto 44
wiecej niz trzy razy (do tej pory —
dwudziestka). Marcin Kasperski oto
dotaczyt do ich grona.

Rys. 1

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2018
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

757. Funkcje f,g: {1,...,n} — {1,...,n} sg okreslone wzorami
f(k) = max{1, k — 1}, g(k) = min{n, k+ 1}.
Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest funkcji h: {1,...,n} — {1,...,n}, dajacych

si¢ wyrazié¢ jako zlozenia skoriczenie wielu odwzorowan, z ktérych kazde jest jedng z funkcji f, g.
[Dopuszczamy réwniez zlozenie puste (zero egzemplarzy funkcji f, g), przyjmujac zwykla umowe, ze
daje ono w wyniku odwzorowanie tozsamos$ciowe h(k) = k.|

758. Trzy okregi o promieniach ri, ra, r3 sg parami styczne zewnetrznie oraz sa styczne wewnetrznie
do okregu o promieniu R. Wykazad, ze
1+ 12+ 13+ 2vVrire + rarg + r3rn < 3R.

757. Funkcja jest reprezentowana przez jej wykres — w tym przypadku uktad
n kropek na ,,planszy”

K={(z,y): 1<z<n, 1<y<n; z,yeN}

(to zbidér punktéw kratowych w kwadracie [1,n] x [1,n]), po jednej kropce

na kazdej linii pionowej. Stosujac do takiego ukladu funkcje f, uzyskujemy
przesuniecie wszystkich kropek o jednostke w doét, z wyjatkiem tych, ktore juz
byly na dolnej krawedzi; one nie zmieniaja polozenia. Dzialanie funkcji g jest
podobne (ruch w gére; blokada na gérnej krawedzi).

Niech A, B beda dwoma réznymi punktami zbioru K takimi, Zze odcinek AB jest
rownolegly do przekatnej kwadratu, przy czym punkt B lezy na prawo i w goére
od A. Dla takiej pary punktéw niech h4p oznacza funkcje, ktérej wykres sklada
sie z punktéw kratowych, potozonych na odcinku poziomym od lewego skraja
planszy do A, na odcinku AB, i na odcinku od B do prawego skraja planszy
(rysunek 1). Zlozenie takiej funkcji z dowolna z operacji f, g daje w wyniku
znéw funkcje takiej postaci lub funkeje stala (o wykresie: wszystkie kropki na
krawedzi gérnej lub dolnej). Zlozenie funkcji stalej z f lub g daje oczywiscie
takze funkcje stala.

Whiosek: startujac od odwzorowania tozsamosciowego 758. Oznaczmy (kolejno) przez Sy, Sz, S3 $rodki
i stosujac skonczenie wiele razy operacje f, g tych trzech okregéw, a srodek duzego okregu przez O.
(w dowolnej kolejnosci) mozemy uzyskaé tylko funkcje Zgodnie z warunkami zadania,

typu hap oraz funkcje stale. Co wazne, kazdg taka (1) 18:S;| =i+ 75, |0Si| = R—r; dla 4,5 € {1,2,3}.

funkcje da sie w ten sposob uzyskaé (przykladowa

ewolucje przedstawia rysunek 2).

fi gn—l—j

/—\/—\

Niech P bedzie érodkiem cigzkosci tréjkata S1.9953. Jest
to punkt minimalizujacy sume kwadratow odlegtosci od

pr—1—i—k wierzchotkéw (znany fakt, zreszta latwy do wykazania).
T~ Zatem

e , | @ Xosps s =3 (Gm)

_/_ (sumy po i =1,2,3),
f gdzie m; jest dlugoscia $rodkowej, wychodzacej

k A
; ; ; z wierzchotka S;. Suma kwadratéw dlugoéci srodkowych
Rys. 2 ! ! to 3/4 sumy kwadratéw dlugosci bokéw (kolejny znany
' wzor). Nieréwnosé (2) pokazuje wige, ze
Pozostaje zliczy¢ funkcje hap — czyli mozliwe pary 5. 4 9 9
punktéw A, B — oraz doliczy¢ funkcje stale. Punkty 32 0Si" > 3 Z mi = Z 1SS
A, B moga leze¢ na przekatnej x = y (przechodzacej Wprowadzamy dane (1) i przeksztalcamy uzyskana
przez n punktéw kratowych), na jednej z dwoéch linii nieréwnodé:
| —y| =1 (po n—1 punktéw kratowych), na jednej 3 R—1)2> , 2,
’ — 1y = i + 75 )
z dwdch linii |z — y| = 2 (po n—2 punktéw kratowych), Z( i) Z( i ¥ rin)
itd. Liczba mozliwych do uzyskania funkcji (wiec 9R? — 6RZ r, +3 Z TZ-Q >2 Z rf +2 Z TiTit1 5

n funkcji stalych oraz wszystkich funkcji hap) wynosi

zatem

9R? *6RZH + (Zn)2 = 4ZT¢7’¢+1;

()l (5 0) - () > o

e (3)

6 * stronami ostatnia nierownos¢, dostajemy teze zadania.

> ~ n(2n? —3n+7) Réznica w nawiasie jest dodatnia. Pierwiastkujac
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Prosto z nieba: Czuly zwiadowca

Detekcja i analiza fal grawitacyjnych jest stosunkowo
nowym sposobem obserwacji Wszech$wiata.
Dotychczasowe fale, wykrywane juz praktycznie
regularnie przez interferometry LIGO (znajdujace

sie w Hanford w stanie Waszyngton oraz Livingston
w stanie Luizjana) oraz Virgo (Cascina obok Pizy we
Witoszech) powstaly w ostatnich chwilach zycia ukladéw
podwdjnych czarnych dziur o masie gwiazdowej (masy
rzedu 10 Mg), lub gwiazd neutronowych (masy okoto
1,5 Mg). Rozmiar detektor6w LIGO i Virgo (ramiona
dlugosci kilku kilometréw), a przede wszystkim ich
lokalizacja — na powierzchni Ziemi — ogranicza czulto$é
do przedziahu czestotliwoéci od okoto 10 Hz do 8 kHz,
a co za tym idzie, ogranicza typy astrofizycznych
zrodel sygnatu. Wszechswiat w przedziale nizszych
czestotliwosei jest réwnie fascynujacy: zawiera, jak
przewidujemy, uktady podwdéjne supermasywnych
czarnych dziur (podobnych do tej, ktéra znajduje sie
w centrum naszej Galaktyki), a takze mnostwo uktadéw
podwdéjnych zwyklych gwiazd, np. bialych kartéw.
Niewykluczone sa tez egzotyczne zrddla fal, takie jak
struny kosmiczne, czyli hipotetyczne jednowymiarowe
defekty topologiczne, ktére mogly powsta¢ w bardzo
weczesnym Wszech$wiecie.

Niskie czestotliwosci LIGO i Virgo ogranicza szum sejsmiczny, to
znaczy drgania powierzchni Ziemi. Czulosé w przedziale $rednich
czestotliwosci (rzedu 100 Hz) jest zdominowana drganiami cieplnymi
luster (mas testowych), od ktérych odbija si¢ §wiatto interferometréw,
natomiast wyzsze czestotliwoéci limituje ,,szum Srutowy”, czyli
korpuskularna natura Swiatta.

Najlepszym rozwiazaniem jest przeniesienie detektora
w przestrzen kosmiczna. W stanie niewazkosci

masy testowe spadaja swobodnie (poruszaja sie

po geodezyjnych), wiec ich wzgledna odleglosé

jest zaburzana jedynie przez przechodzace fale
grawitacyjne, a nie skomplikowany wplyw srodowiska,
jak w przypadku luster interferometrow LIGO i Virgo.
Marzeniem i wyzwaniem dla pokolen astrofizykéw

jest zbudowanie takiego interferometru. Aktualnie
realizowanym projektem jest Laser Interferometer Space
Antenna (LISA), ktéry bedzie skladaé sie z formacji
trzech satelitow, tworzacych tréjkatny interferometr

o boku 2,5 mln km. LISA zostanie umieszczona na

Niebo w lipcu

Lipiec to pelnia lata. Czesto jest to najgoretszy, ale

i najbardziej mokry miesiac w calym roku. Zachmurzenie
ma zazwycza]j charakter konwekcyjny, czyli w godzinach
popoltudniowych formuja si¢ chmury burzowe, ktore
zanikaja w pierwszej polowie nocy. Dlatego, mimo ze
noce sa krétkie, sa one pogodne. Niestety, ciepta noc
oznacza, ze powietrze silnie faluje, zaklécajac obraz

w teleskopach — im wigksze powickszenie, tym widok
bardziej zdegradowany.

6 lipca Ziemia przejdzie przez aphelium, czyli
najbardziej oddalony od Stonica punkt swojej orbity.

22

ziemskiej orbicie wokél Slorica, w odleglosci katowej
okoto 20° za Ziemia. Wnetrze kazdego ze statkow
kosmicznych bedzie zajmowaé system laserowy, stuzacy
do przechwytywania i emisji — w odpowiedniej fazie —
sygnalu z dwu innych statkow, a przede wszystkim dwie
masy testowe w idealnym stanie niewazkosci.

Masy testowe detektora LISA to sze$ciany o boku 46 mm wykonane ze

stopu zlota i platyny, i wazace po 2 kg kazdy. Satelity bedg poruszac
si¢ w taki sposéb, by nie zaburzaé ich swobodnego spadku.

Decyzja o finansowaniu LISA nie zostalaby zapewne
podjeta, gdyby nie rozpoznawcza, ,,zwiadowcza”

misja LISA Pathfinder, bedaca testem kluczowych
technologii niezbednych do realizacji gléwnego projektu.
LISA Pathfinder to miniaturowy interferometr

(a w zasadzie jedno ramie o boku dtugosci jedynie

40 cm), mierzacy odlegloéé pomiedzy dwoma testowymi
zloto-platynowymi szescianami z dokladnoscia do

0,01 nm. Sonda zostala umieszczona w punkcie
Lagrange’a L1 ukladu Ziemia-Stonce i przebywala

w tym miejscu przez prawie 16 miesiecy. W tym czasie
przeprowadzono wiele testéw: bezpieczne uwalnianie
mas testowych w warunkach niewazko$ci, manewrowanie
sonda w taki sposob, by zapewni¢ swobodny spadek mas
(system sterujacy, zwany ,elektrosprejem” wykorzystuje
odrzut rozpedzanych w polu elektrycznym czastek
koloidu), zdolno$¢ wykonywania interferometrii laserowej
w zadanym przedziale czestotliwosei (co do tej pory

nie bylo przetestowane na Ziemi), a takze trwalosé
réznych podsystemow sondy: czujnikow, laseréw, optyki
i elektroniki.

Koncowe wyniki LISA Pathfinder sa bardzo
optymistyczne: osiagnieta czulosé LISA w przedziale
fal o okresach oscylacji od okoto 10 s do nieco ponad
poél dnia, jest o ponad 2 razy lepsza, niz poczatkowo
planowano. LISA zostala niedawno zaakceptowana
jako kolejna, po rentgenowskim satelicie Athena, ,,duza”
misja Europejskiej Agencji Kosmicznej. Dzigki bardzo
dobrym wynikom LISA Pathfinder poczatek misji LISA
nastapi najprawdopodobniej zgodnie z planem, to znaczy
w 2034 roku.

Michat BEJGER

Tego dnia Ziemia jest o mniej wiecej 5 mln km dalej

od Stonca niz w styczniu, wskutek czego tarcza Stonca
jest wtedy najmniejsza (lecz zmiana nie jest tak duza,
jak w przypadku Ksiezyca — jedyne 2'), a Ziemia porusza
sie najwolniej w ciagu roku. Dzigki temu lato jest u nas
kilka dni dltuzsze niz zima. Ma to rowniez znaczenie dla
przebiegu za¢mien Slorica, ktére tatwiej wtedy zakryé
Ksiezycowi w catoéci, dzigki czemu zaémienia trwaja
dtuzej.

23 lipca Stonce przekroczy rownoleznik 20° deklinacji
w drodze na potudnie i od tego momentu dnia



zacznie szybko ubywaé. W lipcu zmiana jeszcze

nie jest az tak duza, niewiele ponad godzing, ale

w nastepnych miesiacach proces ten nabierze szybszego
tempa. Wraz z koncem miesiaca konczy si¢ rowniez
sezon na obserwacje tuku okotohoryzontalnego

(wiecej o tym zjawisku na angielskiej stronie:
www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm). Nawet na
potudniowych granicach Polski Stoiice w poludnie jest
juz zbyt nisko, aby mogto doj$¢ do tego zjawiska. To
samo dotyczy sezonu na obloki srebrzyste. Od poczatku
sierpnia nawet nad morzem Stonice chowa sie bardziej niz
18° pod widnokrag i pénocna czesé niebosklonu réwniez
pograza sie w ciemnosciach.

W lipcu najciekawsze zjawiska astronomiczne maja
zwiazek z Ksiezycem. Srebrny Glob zacznie miesiac

w fazie 93% od miniecia jasnego Marsa, 6 lipca przejdzie
przez ostatnia kwadre, a 13 lipca — przez néw, okraszajac
go czedciowym za¢mieniem Stonca. Niestety, zjawiska
nie da sie dostrzec z Polski. Dwa tygodnie pdzniej
Ksiezyc w pelni wejdzie w cienn Ziemi i dojdzie do jego
catkowitego za¢mienia.

Pelnia wypada 27 lipca o 22:20 naszego czasu, a nieco
ponad 15,5 godziny wcze$niej Srebrny Glob przejdzie
przez apogeum, czyli najdalszy od Ziemi punkt swojej
orbity. To oznacza, ze ksiezycowa tarcza osiggnie
minimalne rozmiary i poruszaé si¢ bedzie najwolniej,

a dodatkowo przejdzie ona blisko $§rodka cienia Ziemi. To
wszystko zaowocuje bardzo dtugim za¢mieniem, z faza
calkowita trwajaca ponad 100 minut! Jest to najdluzsze
zatmienie Ksiezyca w tym wieku. W Polsce Ksiezyc
wzejdzie juz zanurzony w podlcien, albo w cien Ziemi,
ale w calym kraju da sie obserwowaé bardzo diuga faze
catkowita, ktora zacznie si¢ po 21:30 i skonczy o 23:13
naszego czasll.

Dodatkowsa atrakcja zaémienia jest fakt, ze tego samego
dnia wypada opozycja Marsa, ktéra jest tzw. wielka
opozycja. Podczas niej Mars zblizy sie do Ziemi na
okoto 57,6 mln km, osiagajac jasnos¢ —2,8™ czyli
wiecej od Jowisza i $rednice ponad 24" (kolejne, jeszcze
wigksze zblizenie obu planet nastapi ponownie dopiero
w 2035 r.). Tego dnia Ksiezyc znajdzie si¢ 6° na pdlnoc
od Marsa, a planeta wzejdzie 45 minut po nim. W lipcu
Mars porusza sie¢ ruchem wstecznym na pograniczu
gwiazdozbioréw Koziorozca, Mikroskopu i Strzelca,
gorujac na niecalych 15°. Znacznie lepiej Czerwona
Planeta zaprezentuje si¢ za ponad 2 lata, podczas
kolejnej opozycji w pazdzierniku 2020 r. Wtedy Mars
bedzie 0 0,2™ stabszy, jego $rednica — o 2" mniejsza, ale
za to wysoko$¢ podczas gorowania dojdzie do prawie 45°,
oferujac znacznie lepszy widok.

W lipcu mocno pogorszy si¢ nachylenie ekliptyki do
wieczornego widnokregu, jednoczesnie poprawi sie

jej nachylenie do widnokregu porannego. Oznacza

to, ze bedace blisko swoich maksymalnych elongacji
wschodnich obie planety wewnetrzne, czyli Merkury

i Wenus, w Polsce sa praktycznie niewidoczne. Pierwsza
planeta od Stonca 12 lipca osiagnie maksymalna
elongacje i to przekraczajaca 26°, jednak tego dnia

23

zejdzie z niebosklonu niecala godzine po Stoncu,

a w trzeciej dekadzie lipca nawet mniej niz p6t godziny
po nim, mimo wciaz duzej elongacji. Planeta Wenus
swoja maksymalna elongacje osiagnie w polowie sierpnia,
ale przez caly lipiec jest dalej niz 40° od Stonca. Jednak
wysokos¢ planety nad horyzontem godzing po zmierzchu
zmniejszy si¢ z 10° na poczatku miesiaca do 3° pod jego
koniec. W kolejnych miesiacach bedzie jeszcze gorzej.
Zatem Wenus mozna obserwowaé w pierwszej czesci
miesiaca, jak przemierza gwiazdozbiér Lwa, $wiecac
blaskiem —4,1™. W tym czasie jej tarcza uro$nie do 17",
a faza spadnie do 65%. 9 lipca Wenus przejdzie 1° na
pélnoc od Regulsa, najjasniejszej gwiazdy Lwa, zas

15 i 16 lipca minie ja Ksiezyc w fazie 11 i 19%. Warto
jednak pamietaé¢ o planetach wewnetrznych podczas
wakacyjnych wyjazdéw gdzies na potudnie od Polski. Juz
na szerokosci 40°N obie sa widoczne bez klopotu.

Wieczorem po poludniowo-zachodniej stronie nieba,
nisko nad horyzontem, mozna obserwowaé Jowisza.

W trakcie miesiaca warunki obserwacyjne planety takze
wyraznie sie pogarszaja. O zmierzchu jest ona juz po
gérowaniu i zachodzi niewiele po péinocy. 11 lipca
Jowisz zmieni kierunek swojego ruchu z wstecznego na
prosty, tym samym konczac najlepszy okres widocznosci
w tym sezonie obserwacyjnym. Do konca lipca planeta
oslabnie do —2,1™, zmniejszajac jednoczesnie Srednice
katowa do 38”. Do tego dnia Jowisz zblizy sie¢ do
gwiazdy Zuben Elgenubi na odlegto$é¢ 1,5 stopnia.
Ksiezyc spotka si¢ z Jowiszem w dniach 20 i 21 lipca.
Najpierw w fazie 61% zblizy sie na mniej niz 5°, dobe
pézniej faza zwigkszy sie do 70%, odleglosé — do 10°.

Planeta z pierécieniami oraz planetoida (4) Westa

sa teraz tuz po opozycji i przesuwaja sie na zachod,
okolo 11° od siebie, zwickszajac dystans do gwiazdy
Kaus Australis do 4,5 stopnia. Okolo 3° na zachdd od
Saturna, czyli w jednym polu widzenia lornetki, znajduje
sie para stynnych mgtawic M20 i M8. Do korica miesiaca
jasnos¢ Saturna spadnie do 40,2 ale jego tarcza
utrzyma Srednice 18”. Westa wedruje na pograniczu
gwiazdozbioréw Strzelca i Wezownika, zblizajac si¢ do
zakretu na niebie. 11 lipca planetoida przetnie linie,
taczaca gwiazde 5. wielkosci 58 Oph i jasniejsza o 0,5™
& Oph, kierujac sie ku gwiezdzie 3. wielkosci 6 Oph,

do ktérej zblizy sie na 2,5 stopnia. W lipcu jasnoéc¢
Westy spadnie z +5,8 do +6,3 magnitudo. Ksiezyc
spotka sie z Saturnem i Westa w dniach 23, 24 i 25 lipca
na kilka dni przed pelnia, zblizajac sie do obu cial na
okoto 4°.

7 ciekawych spotkan Ksiezyca z gwiazdami warto
odnotowaé zakrycie gwiazdy 4. wielkosci £2 Ceti,

do ktorego dojdzie 8 lipca tuz przed switem. Przez
Polske przejdzie péinocna granica zakrycia, z brzegoéwka
na linii Police — Gryfice — Kotobrzeg. Gwiazda zniknie
za jasnym brzegiem Ksi¢zyca w fazie 32% okolo godz. 4
na potudnie od tej linii, pojawiajac si¢ ponownie przy
brzegu ciemnym kilkanascie — kilkadziesiat minut
pézniej. Im blizej Pomorza, tym zakrycie potrwa krocej.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Fizyka prachtodziarek

Przez wigksza czesé historii ludzkosci pozywienie
byto dobrem trudno dostepnym. Stodkie i dojrzate
owoce pojawialy sie okresowo, a trzeba bylo o nie
konkurowaé z innymi organizmami. Wiele zwierzat
dostarczalo cennego biatka, ale biatko owo miato

tendencje do uciekania i trzeba si¢ bylo za nim nabiegad.

Co gorsza, raz pozyskane jedzenie zaczynalo sie
bardzo szybko psu¢ i nietatwym zadaniem byto jego
konserwowanie, tak by moglo ono starczyé¢ na diuzej,
pomagajac przeczekaé¢ okresy niedostatku.

Jednym ze sposobéw zwigkszenia trwalosci jedzenia

jest przechowywanie go w niskiej temperaturze.

Chociaz pomysty wykorzystania praw fizyki do
kontrolowanego obnizania temperatury w specjalnych
maszynach pojawilty si¢ juz w potowie XVIII wieku,
dopiero od stu lat mozemy cieszy¢ sie masowo
produkowanymi chtodziarkami. Ich upowszechnienie

w krajach rozwinietych sprawilo, ze wiele produktow
tatwo psujacych si¢ lub sezonowych moze trafia¢ na
nasze stoly — i to w dowolnej porze roku. Niestety,
zerowa zasada termodynamiki méwi, ze uklad

fizyczny pozostawiony sam sobie dazy do wyréwnania
temperatury z otoczeniem, utrzymywanie niskich
temperatur wymaga wiec zuzywania energii. Szacuje sie,
ze w chwili obecnej konsumpcja energii wykorzystywanej
do chlodzenia zywnosci przeliczona na glowe mieszkarica
globu wynosi okoto 0,5kWh dziennie.

W dawnych wiekach utrzymywanie jedzenia w niskich
temperaturach wymagalo innych pomystéw. Jednym

z praprzodkéw dzisiejszych chtodziarek byt uktad dwdoch
glinianych garnkéw o réznych érednicach, wlozonych
jeden w drugi tak, ze zostawalo pomiedzy nimi nieco
miejsca, ktore bylo wypelniane mokrym piaskiem.

W typowych sytuacjach, przy temperaturze zewnetrznej
rzedu 20°C i niskiej wilgotnosci powietrza, we wnetrzu
mniejszego naczynia moze panowa¢ mity chlodek

okoto 10°C. Nieco prostszy wariant tego urzadzenia
mozna zobaczy¢ podczas niektérych przyjeé¢ na swiezym
powietrzu w gorace dni, gdy gospodarz owija butelke
wina mokrym recznikiem, a woda, parujac z recznika,
pobiera cieplo, zapewniajac trunkowi zalecana przez
enologéw cieplote.

Chociaz uktad fizyczny nie jest bardzo skomplikowany,
a wszystkie niezbedne do opisu naszej prachlodziarki
réwnania sa od dawna znane, to dopiero w 2017 roku
Oleh Luniachek, Ruslan Timchenko i Oleksiy Golubov
opublikowali rozwiazanie prostego modelu fizycznego
pozwalajacego na ilodciowa analize temperatury
wewnatrz rozwazanego ukladu w zaleznosci od warunkdw
zewnetrznych. Kto z powaznych fizykéw wspinajacych
sie po szczeblach kariery akademickiej ma czas na takie
zabawy? Pewnie nikt, ale panowie, bedacy studentami
Uniwersytetu Narodowego im. Karazina w Charkowie,
by¢ moze o tym jeszcze nie wiedzieli. . .

Model jest bardzo prosty. Juz Newton wiedzial, ze ilo$¢ ciepta przenikajacego
przez warstwe, po ktorej dwéch stronach wystepuja rézne temperatury, jest
wprost proporcjonalna do réznicy tych temperatur i odwrotnie proporcjonalna
do grubosci warstwy. Inne prawo fizyczne, noszace nazwisko Adolfa Ficka

i opisujace dyfuzje molekularna, pozwala na powiazanie tej samej wielkosci

z gestosciami pary nasyconej wody w powietrzu i wilgotnoécia po obu stronach
rozwazanej warstwy. Studenci nie wiedzieli, jaka jest zalezno$¢ funkcyjna tej
gestoséci od temperatury, wiec wymys$lili parametryzacje zgodna z danymi,

a stad byli juz w stanie wyznacza¢ temperature po jednej stronie warstwy, jesli
wiadomo, jaka panuje po drugiej stronie.

Prawdziwa prachtodziarka jest bardziej skomplikowana, ma bowiem, liczac od
wewnatrz, warstwe gliny, czyli $cianke wewnetrznego naczynia, warstwe mokrego
piasku, kolejna warstwe gliny i wreszcie cienka warstwe powietrza otulajacego
cale naczynie, ale skoro umiemy rozwiazacé¢ jedng warstwe, to cztery kolejne
takze. W rezultacie mozna wyznaczy¢ szukang temperature wewnetrzna. Seria
eksperymentéw przeprowadzonych przez studentéw przyniosta rezultaty zgodne
z modelem teoretycznym.

Praca, o ktérej mowa, zostata opublikowana w czasopismie Emergent
Scientist wydawanym pod patronatem Francuskiego Towarzystwa Fizycznego
i Francuskiej Akademii Nauk. Prace nadsylane do tego czasopisma

sg recenzowane przez zawodowych naukowcéw, nie muszg jednak wpisywaé
sie w dyskusje gléwnego nurtu nauki poszerzajace granice ludzkiej wiedzy.
Redaktorzy Emergent Scientist zdaja sobie bowiem sprawe z istnienia wielu
,codziennych” probleméw fizycznych, ktérych rozwiazanie jest doskonalym
¢wiczeniem dla studentéw, a opublikowanie takich rozwiazan stanowi §wietny
i przystepny material Zrodtowy, pokazujacy jak dziata metoda naukowa.
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Nieprawdopodobne!

Joanna JASZUNSKA

Zagadnienia zwiazane z prawdopodobienstwem i statystyka bywaja zaskakujace
i nieintuicyjne. Zdarza sie tez czesto, ze okazuja si¢ one znacznie tatwiejsze niz
sie na pierwszy rzut oka wydaje.

1. W czasie II Wojny Swiatowej matematyk Abraham Wald analizowal

< zniszczenia ostrzelanych samolotéow wojskowych powracajacych
do amerykanskich baz. Zasugerowal on wzmocnienie tych ich czeéci, ktére
wedlug statystyk uszkadzane byly najrzadziej. Dlaczego?

2. W trakcie I Wojny Swiatowej zolnierzy, uprzednio
noszacych na gltowie jedynie zwykle czapki, wyposazono
w stalowe helmy. Wedle statystyk z czasem wzrosta
liczba rannych w glowe. Dlaczego?

3. Klasa chce i$¢ do kina na jeden z filméw: A, B lub C.
Kazdy uczen ma ustalone preferencje. W glosowaniu
poréwnujacym filmy A i B wigkszo$¢ wybrata A.

W glosowaniu pomiedzy B i C' wigkszos¢ poparta B.
Niestety, kino wycofalo film B z repertuaru, pozostaly
do wyboru tylko A i C. Czy wiekszos¢ woli A od C?

4. Dane sa liczby 2018, 31, 12345, 506. Jaki procent ich
sumy stanowi ich érednia?

5. Pracownicy pewnej firmy protestowali, ze wigkszo$¢
z nich zarabia ponizej $redniej (w tej firmie). Szef to
zmienil, obnizajgc asystentce pensje. Jak to mozliwe?

6. Na loterii jest 150 loséw: 5 loséw wygrywasz milion,
50 losow wygrywasz kolejny los i 95 losow nic nie
wygrywasz. Kupuje jeden los (i jesli wygrywam kolejne,
to je biore). Z jakim prawdopodobieristwem wygram
milion?

7. Na pewien kraj wieki temu czarodziejka rzucita urok:
kazda rodzina moze miec¢ dowolnie wiele corek, ale jesli
urodzi im sie syn, nie bedq juz mie¢ wiecej potomstwa.
Mimo to w tym kraju wciaz jest mniej wiecej tyle samo
kobiet co mezczyzn. Jak to wyjasnic¢?

8. Roztargniona sekretarka ma n listow,

n odpowiadajacych im zaadresowanych kopert, ale
wklada listy do kopert losowo. Dla k=0,1,2,...,n
przez P, oznaczmy prawdopodobienstwo tego,

ze dokladnie k listéw trafi do wlasciwych kopert.
Wykaz, ze dla n > 2018 zachodzi nieréwnosc¢
Py-Py-Py-...-P, < (2,7)~ ("

9. Losujemy liczbe catkowita ze zbioru {1,2,...,10190}.
7 jakim prawdopodobienstwem nie ma ona w swym
zapisie dziesietnym zadnej cyfry 77

10. Skutecznos¢ pewnej szczepionki testowano
dwukrotnie. W prébie I szczepionka okazala sie
skuteczna dla 75% kobiet i 60% mezczyzn, w prébie 11
— dla 50% kobiet i 25% mezczyzn. Czy wynika stad, ze
szczepionka ta jest skuteczniejsza dla kobiet?

Rozwigzania

R1. Wald analizowatl zniszczenia samolotéw, ktore
wrocity, a wiec ktorych uszkodzenia nie uniemozliwity
im dalszego lotu. Najrzadziej obserwowane uszkodzenia
zinterpretowal jako najniebezpieczniejsze — to one
powodowaly, ze dany samolot nie wracat. [

R2. Dzicki nowym helmom zolnierze ranni w glowe
czedciej przezywali. Wezedniej widnieliby w statystykach
jako polegli, nie za$ jako ranni. [

Powyzsze dwa zadania to przyklady tzw. bledu przezywalnosci.

R3. Niekoniecznie. Niech na przyktad 10 z 30 os6b
ma preferencje [4, B, C] (najbardziej chca obejrzeé¢ A,
najmniej C), 10 oséb uwaza, ze [B,C, A], a 10, ze

[C, A, B]. Wtedy A z B wygrywa 20 : 10, podobnie B
z C, ale tak samo C z A! O

Jest to tzw. paradoks Condorceta.
RA4. Srednia czterech liczb stanowi 25% ich sumy. [

R5. Poczatkowo szef zarabial 11 tys., a kazdy

z pozostalych pracownikéw po 10 tys. Srednia placa byla
wiec ciut powyzej 10 tys. i wszyscy procz szefa zarabiali
ponizej éredniej.

Po protestach szef nadal zarabia 11 tys., asystentka

8 tys., a pozostali pracownicy po 10 tys. Srednia jest
teraz odrobing ponizej 10 tys. i wszyscy procz asystentki
zarabiaja powyzej Sredniej. [J
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R6. Rozwazmy inna loterig, na ktorej jest 100 losdéw:

5 loséw wygrywasz milion 1 95 loséw nic nie wygrywasz.
Précz tego do pudetka z losami wpadto 50 lisci — w razie
wylosowania lidcia nalezy go wyrzucié i losowaé raz
jeszcze. Prawdopodobienistwo wygranej jest réwne
5/100 (nie zalezy od losowania liéci, drapania sie

po glowie itp.). Poniewaz ta loteria nie rézni si¢ de facto
od opisanej w zadaniu, wiec odpowiedz jest ta sama. [

R7. Kazde rodzace si¢ dziecko jest na 50% chlopcem,
a na 50% dziewczynka — nie zalezy to od liczby i plei
posiadanego przez nie starszego rodzenstwa. [J

RS8. Jesli n — 1 listéw trafi do wlasciwych kopert, to n-ty
tez musi trafi¢, wiec P,_1 =0. O

R9. Kazdg z liczb od 1 do 10'%° mozna zapisaé,
uzywajac dokladnie 100 cyfr, poczatkowe z nich moga
by¢ zerami (liczbe 101%° koduja same zera). Liczb bez
cyfry 7 jest 9%, bo na kazdym ze 100 miejsc zapisu
dziesietnego mozna wybraé dowolna sposrod 9 cyfr
roznych od 7. Wobec tego szukane prawdopodobienistwo
réwne jest 9190/101%0 = (0,9)19° ~ 0,00002656. [

R10. Niekoniecznie. Jesli np. w prébie I uczestniczyty

4 kobiety i 100 mezczyzn, a w prébie II testowano

100 kobiet i 4 mezczyzn, to lacznie szczepionka okazala
si¢ skuteczna dla 3 4 50 sposréd 104 kobiet oraz dla 60 + 1
z takiej samej liczby mezczyzn. O

...ale moze przebadano np. tylko mlodziencéw i sedziwe damy?
Problem ten znany jest jako paradoks Simpsona.



Chciatbym, zeby Czytelnik (...)
Krzysziof Rejmer zadal sobie pytanie, o czym myéleli
nasi poprzednicy. Do czego dazyli

Zapomniana historia nauki, Sl 5
S famazje_i e i dlaczego? Jakimi sposobami?
naszych

W

Jacy byliiw jakim chcieli zy¢ swiecie?
Czy ich porazki wynikaly wylacznie

z ich niewiedzy, a sukcesy z ich
umiejetnosci? Czy sita woli i charakter
plus umiejetnosci i wiedza to juz
wszystko? Co sprawia, ze czasem

z uporem bladzimy we mgle?

I czego mozemy sie nauczy<, poznajac
historie ludzkiej wyobrainii jej
sklonnosci do wedrowania na
manowce? A moze manowce
niekoniecznie sg tym, czym by¢

sie zdaja?

sl [ PN

Ze wstepu autora

Ksigzka dr Rejmera wprowadza czytelnika w nieznany juz dla wielu §wiat optymizmu
poznawczego, charakterystycznego dla XIX stulecia. Czytajac ja, przenosimy sie w $wiat
zblizony do tego, stworzonego przez Cyrusa Smitha z Tajemniczej wyspy czy kapitana Nemo
z 20 tysigcy mil podmorskiej zeglugi. (...) niezwykle milo jest poby¢ przez chwile w towarzystwie
bohaterdw tej ksigzki, ktorzy potrafili przez cale zycie wierzyé w poznawalnosé i mozliwosé
ujarzmienia $wiata. O ile jednak Julius Verne wymyslat $wiat i bohateréw w nim zyjacych,
w ksiazce Krzysztofa Rejmera spotykamy realnie zyjacych i dziatajacych ludzi. Ich niezlomny
optymizm moze imponowac, a wrecz zacheca¢ do porzucenia - przynajmniej intelektualnie -
ograniczen tak zwanej zyciowej madro$ci.

Marek Kordos

Droga do zrozumienia otaczajacej nas rzeczywistosci prawie nigdy nie jest prosta. Wrecz
przeciwnie, zwykle jest kreta i pelna bocznych slepych uliczek, ktore trzeba zbadaé, zanim
znajdzie sie te wlasciwa. Standardowe podreczniki zwykle zawieraja rys historyczny
pokazujacy, jak powstaly uznane powszechnie teorie, ktére pozwolily wzniesé nasze rozumienie
$wiata na wyzszy poziom. Hipotezy i fantazje, ktore okazaly sie slepymi uliczkami, fatwo
popadaja w zapomnienie. Ksigzka Krzysztofa Rejmera pozwala poznad historie pomystowych
i odwaznych pasjonatéw, ktorzy probowali budowac réznorakie maszyny, stawiali i obalali
hipotezy, ale w wiekszosci nie odniesli sukcesu i nie przeczytamy o ich przelomowych
odkryciach i wynalazkach na kartach podrecznikow. Historie ludzi i ich idei, przedstawione
w fascynujacy sposob przez autora, sklaniaja do refleksji nad tym, w jaki sposéb dokonuje sie
postep w nauce i technice. Czy nie jest tak, ze ci, ktorych szalone pomysty okazaly sie trafne,
mieli po prostu wiecej szczescia od tych, ktorych pomysty weale nie byly bardziej szalone, ale
zwyczajnie mieli tego szczescia mniej? Zdecydowanie warto poznad platanine pogmatwanych
sciezek, po ktorych bladzili nasi dziadkowie, zeby moc lepiej zrozumied, jak z tego bogactwa
idei wylonila sie uznana dzi$ wiedza naukowa i zdobycze techniki, ktorych obecnoéc jest dla
nas dzis tak oczywista.

Szymon Charzyniski



