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Czy mechanika kwantowa jest teorig kompletng 9

m

Prof. dr Grzegorz BIALKOWSKI

Niewatpliwie tg teorig fizyczna, ktéra najbardziej wspéidecyduje o obliczu fizyki
wspolczesnej, jest mechanika kwantowa. Szereg jej twierdzen i postulatéw trudno
zrozumie¢ w $wietle naszego do$wiadczenia codziennego. Totez whasciwie od
momentu jej powstania — a uplywa wlas$nie pieédziesigt lat, odkad przyjeta
postac niemal deflmtywna — budzita ona wiele watphwoscr i prowokowala do
sprzeciwu. Do dzi$ smereg kwestii interpretacyjnych nie znalazlo jeszcze
ostatecznego wyjasnienia i nie brak fizykdw, ktorzy si¢ spodziewaja, Ze stanie sie
to w koficu powodem do sformutowania nowej, lepszej teorii. Jakkolwiek nikt

-w zasadzie nie watpi, #¢ mechanika kwantowa, podobme jak wszystkie pozostale

teorie fi izyczne, zostanie z czasem zastaplona przez inna koncepcje, ktorcj ona
sama stanie si¢ tylko jaka$ wersja graniczna czy przyblizona, to przeciez trzeba
powiedzie¢, ze na razie brak jest przeslanek fizycznych do sformulowania takiej
koncepcji. Po prostu mechanika kwantowa, jak dotad, przechodzi zwycigsko
rozmaite testy eksperymentalne, wobec czego zastrzezenia, wysuwane przeciwko
tej teorii maja swoje zrédio nie w trudnosciach czysto naukowych, ale, moZna
powiedzie¢, w jej ogdlnym klimacie pojeciowym, a moze nawet filozoficznym.

W artykule tym chce poruszy¢ jedna z podstawowych kwestii podnoszonych przez
oponentéw mechaniki kwantowej, a mianowicie — czy teoria ta jest kompletna?

Pytanie to w wersji bardziej rozwini¢tej moznaby wypowiedzie¢ nastgpujaco:
czy w mechanice kwant owej znajduja swoje odzwierciedlenic wszystkie elementy
rzeczywistosci danej w doswiadczeniu?

Latwo dostrzec, ktora cecha mechaniki kwantowej prowokuje do postawienia
takiego pytania. Jak wiadomo — a méwi si¢ o tym w setkach i tysiacach mniej lub
bardziej udanych artykutdw i ksiazek popularnych — mechanika kwantowa nie jest
teorig deterministyczng w sensie fizyki klasycznej. W mechanice, stworzonej przez
Galileusza i Newtona, znajac polozenie i predkosé (lub potozenie i ped) ciata
materialnego, ktore dla uproszczenia potraktujemy jako punkt materialny, mozna
przewidzie¢ caly przyszly ruch tego ciata (a wigc podaé polozenie i ped w kazdej
chwili pdZniejszej), a takze ustali¢, jaki byl ruch tego ciala w przeszlosci. Wszystko
to, oczywiscie, przy zatozeniu, ze znane s3 calkowicie wszystkie sily dzialajace

na cialo w przeszlosci i w przyszlodci. Inaczej z mechanikg kwantows; zgodnie
bowiem z prawami kwantowymi nie jest spelniony juz 6w wstepny warunek,

a mianowicie nie jest mozliwy jednoczesny dowolnie dokladny pomiar polozenia

1 predkosci zadnego obiektu kwantowego. Nie jest wige tez mozliwe precyzyjne
przewidywanie ruchu takiego obiektu. Calkowita informacja, na ktéra nam pozwala
mechanika kwantowa sprowadza si¢ do prawdopodobienstwa, ze przyszie
zachowanie obiektu kwantowego bedzie takie a takie. Tak wigc na to, aby
sprawdza¢ prawa kwantowe musimy mie¢ do dyspozycji bardzo wiele identycznych
obiektéw. Zachowanie calego takiego zespotu potrafimy okresli¢ jednoznacznie,
wiemy bowiem, jaka czgs¢ tego zespolu znajdzie sie po chwili ¢ w okreslonym
dowolnie malym obszarze przestrzeni. Nie wiemy tylko, ktdre indywidua z tego
zespolu to uczynig. Znanym przykladem prawa kwantowego jest prawo rozpadu
promieniotworczego: wiemy, Ze po czasie ¢ okreslona czgé¢ atomdéw danego
pierwiastka rozpadnie sig, ale nie umiemy przewidzie¢, ktdre to beda atomy.

W tym sensie mechanika kwantowa jest teorig statystyczna. Jest to jednak teoria
statystyczna szczegolnego typu. Przeciez w fizyce klasycznej takze sa znane teorie
statystyczne! Wezmy chocby gaz zamknigty w jakims naczyniu. Wiemy, Ze

w warunkach réwnowagi termodynamicznej dwie rdwne co do objetosci czesci
tego naczynia beda zawieraé¢ jednakowgy liczbe czasteczek gazu. Nie wiemy jednak,
ktore czzﬁtccrkl znajda si¢ w ktorej z dwu potdowek naczynia. Sytuacja pozomle
przypomina prawo rozpadu: mozna podac taki czas, w ktérym rozpadnle sig
polowa atomow i w ten sposéb podzieli¢ wszystkie atomy na dwie réwne czgsci —
te, ktdre si¢ w tym czasie rozpadna, i te, ktdre si¢ nie rozpadng, podobnie jak
podzielilismy czasteczki gazu wedlug kryterium, w ktdrej polowie naczynia sig
znajdujg.
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Jednakze w rzeczywistosci w obu teoriach sytuacja jest zupelnie inna:

Oto6z w klasycznej fizyce statystycznej znamy prawa rzgdzace zachowaniem
pojedynczych czgsteczek (sa nimi z zatozenia prawa mechaniki newtonowskie)),
a nasza niewiedza co do tego zachowania jest spowodowana po pierwsze
niemozliwoscig $ledzenia ruchu wielu tryliondw obiektdw, a po drugie brakiem
potrzeby, aby to czyni¢: wystarczy nam zna¢ wlasnie tylko pewne wielkosci
srednie, ktore ujawniaja si¢ fenomenologicznie na przyklad jako temperatura
gazu, czy teZ jego ci$nienie.

Tak wigc rzeczywisty kompletny opis stanu gazu musiatby zawiera¢ informacje
dotyczaca N wektoréw potozenia i N wektorow pedu (N — liczba czasteczek
gazu), co jest liczbg ogromng, podczas gdy opis statystyczny ogranicza si¢ do
kilku potrzebnych liczb. Rodzi si¢ wigc niemal automatycznie pytanie, czy
mechanika kwantowa nie jest takze teoria statystyczna w tym wlaénie sensie,
czy nie operuje ona tylkajakimi§ wielkosciami $rednimi, za ktorymi stoi wiele,
moze nawet bardzo wiele pomijanych zmiennych, nie ujawniajacych sig

w rownaniach mechaniki kwantowej. Takie zmienne, oczywiscie hipotetyczne.
nazywa si¢ parametrami ukrytymi. MoZna by, trochg zloSliwie, powiedsicé,

ze parametry te sa ,,ukryte” nie tylko dlatego, Ze nie pojawiajg sie¢ w rownaniach
kwantowych, ale takze dlatego, Ze nikt jak dotad nie podal rozsadnej sugestii.
jakiej natury mialyby by¢ owe parametry.

Pozostaje jednak sensowne pytanie, czy przyroda nie domaga si¢ wprowadzenia
jakichs parametrdow ukrytych. Na ten temat wypowiedzie¢ si¢ moze jedynie
dusmadczuuc W ramach mechaniki kwantowej wykazano jednak (jest to

tzw. twicrdzenie von Neumanna), ze wprowadzenie parametréw ukrytych nie da sig
pogodzi¢ z prawami kwantowymi, wymagaloby wigc ono radykalnej przebudowy
calej teorii. Szczegdlnie jedna z zasad kwantowych stoi tu na przeszkodzie,

a mianowicie tzw. zasada superpozycji standéw.

Aby dobrze zrozumie¢, o co tutaj chodzi, przypomnijmy sobie, Ze stan dowolnego
obiektu kwantowego opisujemy pewng funkcjg zespolona, zwana funkcjg falowa.
ZLasada superpozycji mowi nam, Ze jesli mamy dwie funkcje falowe opisujace
dopuszczalne stany okreslonego obiektu kwantowego, to dowolna kombinacja
liniowa tych dwu funkcji takZe reprezentuje dopuszczalny stan tego obiektu.
Natomiast prawdopodobienstwo znalezienia obiektu w danym stanie jest réwne
Kwadratowi modulu odpowiedniej funkcji falowe;.

Chcege sobie zda¢ sprawg z ,,nieklasyczno$ci™ zasady superpozycji rozpatrzmy
dwa rézne obickty: elektron , klasyczny™ i elektron ,,kwantowy™. Przypusémy,
ze mamy pewien okreslony stan poczatkowy a, z ktdrego mozliwe jest przejscie
do stanu koncowego ¢. Niech prawdopodobienistwo takiego przejscia wynosi
P(a, c). Zapominamy przy tym na chwilg, ze w mechanice klasycznej
prawdopodobicistwo to moZze mie¢ tylko dwie wartosci, a mianowicie 0 lub 1,
roznice z mechanikg kwantowa sg bowiem znacznie glebsze. Niech teraz
przejscie a — ¢ dokonuje si¢ przez jeden z wielu (N) stanéw posrednich

by (i = I, ..., N). Oznaczmy prawdopodobienstwo przejscia a — b; — ¢ przez
Pa, b;, ). Jest chyba oczywiste, Ze

N 0V
(1) Pla,c)= 3 Pla, by, e) = Y Pla, b)) Pib;, c)?
i I i i

I tak jest naprawde w fizyce klasycznej, natomiast moze tak nie by¢ w fizyee
kwantowej. Podajac powyzszy wzor zalozylismy bowiem milczaco, Ze jest rzeczy
obojetna dla przcblegu procesu, czy dokonalismy pomiaru, zmicrzajacego do
ustalenia, czy rzcczyw:sc.le nasz elektron przeszed! przez okreslony stan posredni b;.
Okazuje si¢, Ze nie jest to rzeczg obojetng. Powyzszy wzor opisuje rzeczywistos¢
fizyczng tylko wtedy, gdy pomiar taki naprawde zostal wykonany. W przeciwnym
razie obowigzuje wzor inny, a mianowicie

N

E pla, b;. c),
|

(2) yla, c) =

gdzie symbolem y oznaczylismy odpowiednia funkcje falowa.

Wezmy konkretny przyklad. Niech g odpowiada clektronowi w pewnym stanie
emitowanemu 7 jakiegos 7zrodta, a ¢ — elektronowi padajacemu w okreslonym
punkcie na ekran, ktory moze by¢ kliszg fotograficzna. Niech stan b, odpowiada
przejsciu przez i-1g szczeling w pewnej przestonie, umieszczonej micdzy 7rodlem
i ekranem, i dla uproszezenia niech N = 2, Pla, b, . ¢) mierzymy, zastaniajac
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drugg szczeling i wyznaczajge zaczernienie kliszy w wybranym punkcie. Podobnie
micrzymy P(a, b,, ¢). Jezeli doswiadezenie bedziemy wykonywac, przepuszezajge
systematycznie elektrony tylko przez jedna z dwoch szezelin, to otrzymamy

na kliszy obraz zgodny z wzorem (1). JeZeli jednak odslonimy obie szczeliny,

a wige zrezygnujemy z pomiaru b;, 10 obraz na kliszy begdzie zupetnie inny —
zgodny z wzorem (2). Na kliszy ujawni si¢ wowczas obraz interferencyjny
pochodzacy od nakladania si¢ dwu ,.fal”, dwu skladnikow we wzorze (2).
Nakladanie to nie jest wynikiem interferencji fal odpowiadajacych dwu réznym
elektronom. Robiono bowiem do$wiadczenia z elektronami wypuszczanymi
pojedynczo w pewnych odstgpach czasu, a jednak obraz interferencyjny byl taki
sam. Tak wigc zasada superpozycji jest jednym z najistotniejszych elementdw,
roznigeych fizyke klasyczna od kwantowe;j.

Jak wiadomo, do prfeciwnikéw mechaniki kwantowej nalezal rowniez Einstein.
(Z faktu tego do dzis Lzr:rplc; t)[un,hc rozmaici maniacy, kIOI?y chcg poprawic
mechanike kwantowg nie rozumiejgc jej i sadza, ze znajdujag si¢ w tym samym
obozie co i Einstein). W r. 1934 Einstein opublikowal wraz ze swymi
wspolpracownikami Podolskym i Rosenem artykul wymierzony wlasnie przeciw
mechanice kwantowej. Rozpatruja oni uklad fizyczny, skladajgcy si¢ z dwu
podukladdw, ktdre oddzialujg ze sobg tylko w pewnym czasie  zawartym migdzy
= 0= T. Przed powstaniem oddzialywania (r < 0) oba uklady sg niezaleznc.
Funkcja falowa calego ukladu jest wtedy po prostu iloczynem funkcji falowych
podukiadow, gdyz prawdopodobienstwa znalezienia poduktadu a w stanie a, -
i podukladu b w stanie b, sg niezalezne. Sytuacja zmienia si¢ po wigczeniu
oddzialywania : funkcja falowa calego ukladu przestanie by¢ iloczynem funkcji
falowych podukladéw, a bedzie zaleze¢ w pewien bardziej ogdlny speséb od
zmiennych charakteryzujacych stan obu czesci. W chwili 1 = T oddziatywanie
wygasa: mimo to jednak funkcja falowa nie staje si¢ automatycznie iloczynem
funkcji falowych obu poduktaddw, lecz trwa w tej wlasnie ogolniejszej postaci.
Te ogdlng funkcje falowa, zgodnie z zasada superpozyciji, mozna przedstawic
w postaci kombinacji liniowej iloczynu funkcji falowych obu poduktadéw z osobna,

3) yla, b) = E q‘:(d;'} y:{bi).

Wyobrazmy sobie teraz, 7¢ w chwili > T° wykonujemy na poduktadzic b pomiar,
ktory dowodzi nam, 7e poduklad ten znalaz! si¢ w stanie b;. Tym samym z calej
kombinacji liniowej (3) pozostaje jeden tylko, i-ty wyraz, i zarazem zostaje
ustalone, 7¢ poduklad @ znajduje si¢ w stanie g;, mimo, ze na podukladzie tym
nie wykonalismy Zzadnego pomiaru. Rzeczywiscie, nie oddzialaliémy weale na
uklad a, gdyz z zalozenia uklad b nie oddziatuje juz z ukladem a i nie moze mu
przekaza¢ Zzadnej informacji typu ,,robig na mnie pomiar™.

Co wigcej, jak argumentujg Einstein, Podolsky i Rosen, mozna na ukladzie b
wykona¢ dwa pomiary wielkosci niewspdtmierzalnych, jak np. polozenia i pedu.
Jeden pomiar zakloca stan ustalony przez drugi, ale oczywiscie tylko dla tego
podukladu, na ktérym pomiar ten byt wykonany, czyli podukfadu b. Natomiast
ukifadu a to nic dotyczy. Tak wie;c o tym samym ukftadzie a, na ktc')rcgo stan,

po ustaniu oddziatywania @ — b nie mozcmy wplynac przez pormar na ukladzie b,
otrzymujemy dwie zupeinie réZne, i nawet — zgodnie z prawami kwantowymi
nie wspolmozliwe informacje. Einstein i wspoldutorzy wyciggaja stad wniosek,
7e opis rzeczywistosci w ramach mechaniki kwantowej nie jest kompletny.
Bohr, Heisenberg i inni przedstawiciele tzw. szkoly kopenhaskiej na ten zarzut
(tzw. paradoks Einsteina, Podolsky’ego i Rosena) odpowiedzieli, ze funkcja
falowa nie jest opisem samej rzeczywistosci, a tylko naszej informacji o tej
rzeczywistosci. Nic dziwnego, méwig oni, ze pomiar poduktadu b, zmieniajgc
naszy informacje, wp}y“d na funkcje falowa podukiadu a. Nic tez dziwnego,

ze dowiadujemy si¢ o tym natychmiast, jakby z nieskoriczong predkoscia.

Nictrudno zauwazy¢, Ze taka interpretacja funkcji falowej moze by¢ pobudka

do pewnych rozwazan filozoficznych, w ktorych pojecie przedmiotu fizycznego
zaciera si¢, a na jego miejscu pojawia si¢ pojecie przedmiotu ,,dla nas™, by¢ moze
jakiego$ tylko wytworu naszej swiadomosci. Z taka konsekwencjg zapewne nie
kazdy (w tym takze i Einstein) mogtby si¢ pogodzi¢. W tej sytuacji nie nalezy
wyklucza¢ koniecznosci _]aklejs przebudowy mechaniki kwantowej, m.in. na
przykiad przez ogrdmczeme roli zasady superpozycji. W tej chwili jednak, jak juz
moéwilem, brak przeciw tej zasadzie argumentow eksperymentalnych. Mechanika
kwantowa, ze wszystkimi watpliwosciami interpretacyjnymi, ktére budzi, nadal
swietnie opisuje wyniki do§wiadczen. A to moze w koficu jest najwazniejsze.
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Za poczatek nowej, kwantowej ery w fizyce przyjmuje sie¢ zazwyczaj rok 1900. Wtedy to wiasnie
fizyk niemiecki Max Planck odkryt tak zwany kwant dzialania, ktorego wielkosé, rowna

h = 6,6255 - 10~ ?erg - sek,

jest uniwersalna stala fizyczng charakteryzujaca procesy zachodzgce w swiecie obiektow
mikroskopowych. Przedstawiona dalej hipoteza Plancka wyjasniala poczatkowo jedno tylko
zjawisko fizyczne — rozklad energii promieniowania wysylanego przez rozgrzane cialo fizyczne
migdzy rozne czgstotliwosci tego promieniowania. Rozklad ten badano doswiadczalnie,
otrzymujac w rezultacie krzywe w rodzaju przedstawionej linig ciagla na rys. 1.
Wielkos$¢ E(v, Av) rowna iloczynowi u(r) - Av (pole zakreskowane na rysunku) jest iloscia energii
wypromieniowanej przez badane cialo w ciagu jednostki czasu, w zakresie czestotliwosci od » do
r4Av,
Zagadnienie to w teoretycznie wyidealizowanej formie, mianowicie przy zalozeniu, Ze
promieniowanie elektromagnetyczne pozostaje w rownowadze termodynamicznej z wysylajacym
Jje cialem, otrzymalo nazwe zagadnienia promieniowania ciala doskonale czarnego. Wedlug
fizyki klasycznej — termodynamiki i elektrodynamiki — rozklad promieniowania ciala doskonale
czarnego powinna opisywaé krzywa dana wzorem Rayleigha-Jeansa

*) 82k T
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(linia przerywana na rys. 1), co stalo w razgcej sprzecznosci z wynikami doswiadczalnymi.
Zreszta wzor ten byl sam w sobie paradoksalny, bowiem catkowita energia wypromieniowana

oc

. 4 r . - . -
W jednostce czasu, rowna \ u(v)dv bylaby nieskoficzona. Paradoks ten nosi nazwe katastrofy
0
w ultrafiolecie.

Jak pokazal Planck, promieniowanie ciala doskonale czarnego mozna opisa¢ poprawnie, jeshi
zalozy¢, Zze atomy ciala drgajace z czestotliwoscia ¥ moga przyjmowac taki jedynie stan ruchu,
by w kazde) chwili ich energia byla réwna calkowitej wielokrotnosci wielkosci h - ».
Promieniujgc lub pochlaniajgc promieniowanie atom taki moze zmienia¢ swoja energie
skokowo — znow o wielokrotnosé ,,kwantu energii” h - ». Z zaloZenia tego Planck wyprowadzil
swoj slynny wzor

®) 8niy? hv

iy = ——— - i N
¢t expthr/kT)—1

ktory doskonale zgadzat sie z wynikami dosdwiadczalnymi.

Zakaz przyjmowania energii réznej od n - h - » (n — liczba naturalna) byl niczrozumialym, wrecz
paradoksalnym dodatkiem do doskonale niemal picknego gmachu fizyki dziewigtnastowieczne;.
Tymczasem coraz to nowe zjawiska $wiata obiektéw mikroskopowych dawaly si¢ opisaé przy
zalozeniu takich niezrozumialych, administracyjnych ograniczen (zjawisko fotoelektryczne —
Einstein, 1905; cieplo wlasciwe cial w niskich temperaturach — Einstein, 1907; wreszcie model
atomu — Bohr, 1913). Prawdziwa eksplozja zakazow i nakazow nastapila w optyce, gdzie przy
pomocy takich pojeé jak ,,stany dozwolone” czy ,,przejicia wzbronione” wyjasniano

z powodzeniem strikture widm atomowych. W systemie tym istnialo wiele procesow fizycznych
dajacych si¢ opisaé przez aparat matematyczny i pojeciowy teorii, jednak z niewiadomych
powodOw zabronionych przez jej czgsc ,,administracyjna’.

Ten stan rzeczy, zwany obecnie starsza teorig kwantow, nie mogt zadowoli¢ fizykow.
Poszukiwano teorii, w ktorej obserwowane zakazy wynikalyby w konieczny sposob z samego
sposobu opisu zjawisk.

W roku 1925 ukazala sie praca mlodego poddwczas fizyka z Getyngi, Wernera Heisenberga

., Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen™,

a nast¢pnie dwie prace Heisenberga oraz Maxa Borna i Pasquala Jordana zatytulowane

.»Zur Quantenmechanik”. Autorzy zaproponowali opis ruchu czastek mikroskopowych

w zupelnie nowym jezyku, roznym od mechaniki klasycznej. Z formalnego punktu widzenia
nowa teorig¢ otrzymywali autorzy zastepujac wielkosci fizyczne takie jak polozenie, ped czy
energia czastki przez nieskorficzone macierze. Taka ,,mechanika macierzowa” pozwalata obliczy¢
poziomy energetyczne atomu wodoru czy oscylatora kwantowego (te ostatnie — nota bene - —

i .
wynosily | n+ 2—) - h - v a nie — jak w hipotezie Plancka — n - h - ¥), jednak sens matematyczny
i pojeciowy wprowadzonych macierzy byl jeszcze dos¢ dlugo niejasny.

Tymczasem w roku [926 pojawila si¢ seria prac Erwina Schrodingera, profesora na Politechnice
w Zurychu, ktory proponowal zastapienie mechaniki klasycznej jeszcze inna teoria, nazwang
wkrotce mechanika falowa. Punktem wyjscia rozwazan Schrodingera byla zauwazona juz dawno
analogia migdzy mechanika a optyka geometryczna.

Optyka geometryczna to bardzo nietypowa teoria fizyczna. Wlasciwie — to bardziej matematyka
niz fizyka. Opisuje ona bieg promieni $wietlnych w sytuacjach, gdy wlasnosci optyczne osrodka
bardzo malo zmieniaja si¢ na odleglosciach rzedu wielu dlugosci fali swietlnej. Ksztaltem
promieni rzadzi zasada Fermata. Glosi ona, ze sposrod wszystkich linii faczacych dwa wybrane
punkty osrodka promieri §wietlny pobiegnie po tej, dla ktorej tak zwana droga optyczna jest
najmniejsza. Droga optyczna jest calka ze wspolczynnika zatamania:

I = 731 n(x)ds.
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Jeieli uklad jest scharakteryzowany przez
pewng zmienng x, to prawdopodobienstwo
wystapienia w tym ukladzie Muktuacii.

w wyniku ktorych zmienna moie zmieniac si¢
w przedziale (x, x + d.x) jest dane przez
rozklad Gaussa

= 2
dw = ___I____ exp - ('_t - x:') d x,
¥2no? 25

gdzie kwadrat dyspersji (wariancji) 52 =
= (x— xg)* réwna sig éredniemu odchyleniu
kwadratowemu od wartodci srednici v,

1
1
[
TEERY
1
1
Ekran

Na przyklad w o$rodku jednorodnym, gdy n(x) = n = const, droga optyczna / Jest rowna
iloczynowi stalej n przez dlugos¢ badanej linii. Oznacza to, Ze w tej sytuacji Swiatlo biegnie po
liniach najkrotszych — prostych.

Stosujac zasade Fermata mozemy projektowac nawet bardzo skomplikowane urzadzenia
optyczne (obiektywy!) nie interesujac sie zupeknie fizyczna natura $wiatla.

W mechanice klasycznej istnieje Scisly odpowiednik zasady Fermata. Jest to tak zwana zasada
Maupertuis-Lagrange'a. Glosi ona, Ze czastka o masie m i energii calkowitej E, poruszajaca si¢
z punktu x, do x, pod wplywem pola sil o potencjale ¥ wybiera taki tor, na ktorym calka

Py e LT, Al
r= | l 2 (E= 1) ds
Xo : m
przybiera warto$s¢ minimalna. Wielkoéé I' 2 (E—¥(x)) odgrywa tu jak gdyby role
m
wspoOlczynnika zalamania w punkcie x dla czastek o energii E.
Optyka geometryczna nie nadaje si¢ do opisu zjawisk interferencji i dyfrakcji, w ktérych
ujawnia si¢ mikroskopowa struktura swiatla. By¢ moze — rozumowal Schridinger — mechanika
klasyczna jest wlasnie ,,optyka geometryczng™ prawdziwej, mikroskopowej mechaniki. Taki
punkt widzenia sugerowaly zresztg wczesniejsze prace mlodego fizyka francuskiego, Louis
de Broglie'a, ktory postulowal rozwazanie tak zwanych ,,fal materii”. Schrédinger postawil
sobie za cel znalezienie takiej ,,optyki fizycznej fal materii”, dla ktorej ,,optyka geometryczng™
bytaby mechanika klasyczna. .
Zakladajac mozliwie najprostsza postac praw takiej optyki otrzymal roOwnanie rozniczkowe,
zwane obecnie rownaniem Schriédingera, ktorego rozwiazania opisywaly na przyklad poziomy
energetyczne clektronu w atomie wodoru.
W kilka miesiecy poZniej Schrodinger zauwazyl, Zze jego teoria — z pozoru tak rozna od
podejscia Heisenberga — jest w istocie rzeczy rOwnowaZzna mechanice macierzowej.
Rownowaznosé te zbadali doktadniej P. A. M. Dirac i P. Jordan. Okazalo sig, ze wszystkim
obiektom matematycznym wystgpujacym w jednej z tych teorii mozna bylo przyporzadkowaé
odpowiednie obiekty drugiej i to w taki sposob, by rownania opisujgce prawa ruchu w obu teoriach
przeszly wzajemnie na siebie.

Sytuacja byta jednak bardzo dramatyczna. Rozwiazujac rownania Schridingera lub
Heisenberga otrzymywano na przyklad czestotliwosci linii widmowych prostych pierwiastkow,
jednak ani macierze Heisenberga, ani tajemnicza funkcja falowa y Schrédingera nie mialy jasnej
interpretacji fizycznej. Rownania opisywaly jakie$ drgania — co gorsza zespolone, bowiem
funkcja falowa przybiera wartosci zespolone — ale nie wiedziano co tam mianowicie drga.
Wkrotce Schridinger zauwazyl — ciagle jeszcze w tym samym, przelomowym roku 1926 — Ze

z jego rownania wynika prawo zachowania calki (rozciagnigtej po calej przestrzeni) z kwadratu
modutu funkcji falowej:

d . ;
(1) > 5-r,ufx, iidx = 0.

Zaproponowal zatem, by [p(x, 1)]* uwazaé za gestosé ladunku elektrycznego, dzigki czemu
rownanie (1) wyrazaloby prawo zachowania calkowitego ladunku. Elektron bylby wiec grudka
naladowanej materii o gestosci |y!?.

Taka interpretacja nie dala si¢ jednak utrzymac. Przeczylo jej zbyt wiele faktow. Omowimy tu
najprostszy z nich, tzw. rozplywanie sig¢ paczki falowej.

Ot6z w nieobecnoéci sit zewngtrznych rozwiazania rownania Schridingera rozplywaja si¢ po
calej przestrzeni niemal jak gaz doskonaly, ktoremu daé dostatecznie duzo miejsca na
rozpre¢zenie. Istnieje na przyklad rozwigzanie, dla ktorego rzekoma gestos¢ fadunku ma postac

: bt —x? i
e I |
I'i V 27 4m=a + l.;]::";zf}d'- s

h : 5 ;
gdzie m jest masa elektronu, i = e za$ o jest dowolng stala o wymiarze dlugosci. Poznajemy
7T

tu rozklad normalny Gaussa o dyspersji rownej

2
a-]/ 1+ .f'z.. o
dm o
Gdyby nawet o (dyspersja w chwili # = 0) byla mikroskopowo mala, to i tak po dostatecznie
dlugim czasie mozemy uzyska¢ dowolnie, makroskopowo wielka dyspersj¢. Dokonujac pomiarow
na takim elektronie, rozmytym na przyklad na obszarze stu kilometrow, powinnidmy wykrywac
zawsze tylke te cze$é ladunku, ktora lezy w zasiegu naszej aparatury. Tymczasem nigdy nie
zarejestrowano czesci tadunku elementarnego. We wszystkich znanych nam pomiarach ladunek
elektronu pojawia sie zawsze jako calo$é. Widaé to dobrze w doswiadczeniach z dyfrakcja
elektronow na krysztalach, w ktorych najlepiej manifestuja sig ,,falowe™ wlasnosci materii
(patrz ,,Delta™ 10/75).
Linia falista na rys. 2 przedstawia wartosci funkcji y|? w roznych punktach ekranu. Wartosci te
w uderzajacy sposob zgadzaja si¢ z gestoscia zaczernienia emulsji fotograficznej, ktdra pokryto
ekran, proporcjonalna do ilosci elektronow padajacych w danym punkcie. Zaczernienie to
sklada sie jednak z duzej ilosci pojedynczych plamek, z ktorych kazda swiadczy
o zarejestrowaniu jednego, calego, mikroskopowo malego elektronu.

Zasadniczego przewrotu, ktory ostatecznie ukonstytuowal mechanike kwantowa, zmieniajac
calkowicie sposob fizveznego opisu mikroswiata dokonala hipoteza Maxa Borna

o probabilistycznej interpretacji funkgcji falowej. Zaproponowal on — ciagle jeszcze w roku 1926 —
by gestosd |ip(x, r)? interpretowac jako gesto$¢ prawdopodobienstwa zarejestrowania elektronu
(ale calege elektronu) w chwili r+ w punkcie x.



Rys. 3

Dokladniej, liczba
@ P(x()e @) = § Ip(x, )12dx
&

rowna Jest prawdopodobienstwu zarejestrowania elektronu w chwili r w obszarze 2. Dzieki
rownosci (1) funkcja falowa daje si¢ unormowac, to znaczy pomnozyc¢ przez taka stala, by
prawdopodobienstwo zarejestrowania elektronu gdziekolwiek (tzn. w calej przestrzeni) bylo
stale rowne jednosci.

W tym momencie Rubikon zostal przekroczony. Fizyka mikroswiata zerwala z tradycyjnym
i¢zykiem, uksztattowanym dzigki potocznemu, makroskopowemu doswiadczeniu i stala si¢ teorig
probabilistyczna. Dziwna to jednak probabilistyka — jakZe rozna od klasycznej teorii
prawdopodobiefistwa, ktorej uczymy si¢ w szkole. ,,Teatrem dzialaii” jest tu (podajemy
wspolczesng wersje teorii) tak zwana przestrzeri Hilberta — abstrakcyjna przestrzen wektorowa
nad cialem liczb zespolonych, na og6!l nieskoriczenie wymiarowa. Jako konkretne przedstawienie
takiej przestrzeni mozna wziaé na przyklad zbiér schrédingerowskich funkcji falowych.

W przestrzeni Hilberta okreslony jest iloczyn skalarny, ktory parze wektorow i ¢
przyporzadkowuje liczbe zespolong oznaczang zazwyczaj (v, ¢). Zaklada sig¢ przy tym, ze iloczyn
skalarny Jest:

17 liniowy w pierwszym czynniku:

(ay +By2, @) = a(ys, @)+ B2, @)
27 zmienia swa wartos$¢ na liczbe sprz¢zong przy zamianie kolejnosci czynnikow:

(g, 9) = (p, p)

3° dodatnio okretlony, to znaczy (y, y) = 0, przy czym rownos¢ zachodzi tylko dla wektora
ZETOWELO.

W przedstawieniu schrodingerowskim iloczyn skalarny dwu wektorow (funkcji falowych) dany
jest calka z iloczynu:

() = {907 (Ndx
(calka rozciagnigta na cala przestrzen).
Przestrzeni Hilberta ma wicle cech znanych nam przestrzeni euklidesowych. Dzigki iloczynowi
skalarnemu moZna na przyklad okresli¢ pojecie dlugosci wektora:

gl = V Gy, 9.

Mozna tez mowié¢ o prostopadlosci wektorow, gdy ich iloczyn skalarny rowny jest zeru.
Ogolniej — mozna okreslic kat ¥ (i, y,) migdzy dwoma kierunkami reprezentowanymi przez
wektory w, i ¥,. Przyimujemy mianowicie

s ¥2)|
3 conx s, ps) = i P

[l - llyall
Przez ,,kierunek” rozumiemy tutaj cala jednowymiarowa podprzestrzen zlozona ze wszystkich
wektoréw proporcjonalnych do danego. Kierunek mozna reprezentowaé na przyklad wektorein
o dlugosci jednostkowej: ||l = 1.
Wybér takiego reprezentanta oznacza, w jezyku funkgji falowych, spelnienie warunku
unormowania gestosci prawdopodobienstwa, bowiem

llyll = § lwl2dx,

W ten sposOb mechanika kwantowa stala si¢ jak gdyby geometrig przestrzeni Hilberta. Stany
opisywanego ukladu fizycznego (a przynajmniej tak zwane stany czyste) odpowiadaja wlasnie
kierunkom w przestrzeni Hilberta. Kazdym dwu stanom mozna przypisac liczbe dodatnia
zawartg miedzy zerem a jednoscia, zwang prawdopodobienstwem przejscia. Jest ona rowna
kwadratowi kosinusa kata zawartego miedzy nimi. Reprezentujac oba stany (kierunki) wektorami
unormowanymi (Jly, || = |lp,|]| = 1) otrzymujemy zgodnie z (3) nast¢pujaca wartosc
prawdopodobieristwa przejscia:

-P(wl L] ‘!PJ} = i’(‘h, %Pz)|2-

Aby zrozumie¢ sens fizyczny liczby P(y,, y,) wyobraimy sobie filtr Fy,, (rys. 3), ktory z kazdej
wigzki elektrondw przepuszcza tylko te, ktore sg w stanie ;. Niech — dla ustalenia uwagi — v,
oznacza stan, w ktorym spin elektronu jest skierowany w gore, w kierunku osi z. Filtrujac
dowolny strumien elektronéow przez Fy, otrzymujemy wiazke w stanie czystym, w ktorej
wszystkie spiny sa skierowane w gore. Niech teraz y, oznacza stan, odpowiadajacy innej, ale
ustalonej konfiguracji spinu za$ Fy, — odpowiedni filtr. Filtr ten jest oczywiscie tym samym
urzadzeniem fizycznym co Fy,, tylko nieco obroconym przestrzennie. Jak sig okazuje, pewna
czesce elektronow wigzki przefiltrowanej przez Fy, (a wigec bedgcych w stanie y, ) przejdzie
rowniez przez Fy,, co oznacza, Ze sq one w stanie y';. Jak si¢ obecnie wydaje, w przypadku
pojedynczego elektronu nie potrafimy nigdy przewidzie¢ czy przejdzie on przez Fy, czy nie.
Natomiast prawdopodobienistwo takiego przejscia jest rowne wlasnie Ply,, y2).

Taka kwantowa teoria prawdopodobiefistwa wykazuje wiele zadziwiajacych wilasnosci, nie
znanych w klasycznym rachunku prawdopodobienstwa. Trudno omowic je w krotkim artykule.
Warto jednak wspomnied, ze ostateczny ksztalt pojeciowy zawdzigeza ona w duzej mierze

P. A. M. Diracowi, ktorego pigkna ksiazka ,,Principles of Quantum Mechanics™ (I wyd. w r. 1930)
byla Zrodlem natchnienia dla wielu pokolefi fizykOw i matematykow. Struktura matematyczna
nowej teorii, przez dhugi czas nie w petni zrozumiala, zostata zbadana przez Johna von Neumanna,
ktory wlasnie pod koniec lat 20-tych byl asystentem wielkiego Dawida Hilberta w Getyndze

i tam zetknatl sie osobiscie z tworcami mechaniki kwantowej. Wiadnie von Neumann wprowadzil
pojccie abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta, zinterpretowal ,,macierze” Heisenberga jako operatory
w tej przestrzeni i zbadal ich wlasnoéci, co dalo poczatek nowemu dzialowi analizy
funkcjonalnej.



Ciekawe, ze sam Hilbert w swej teorii rownan calkowych, opublikowanej

dwadziescia lat przed powstaniem mechaniki kwantowej, wprowadzﬂ pojecie tak zwanego widma
formy kwadratowej. Jak si¢ okazalo, energia atomu wyraza si¢ wlasnie przez forme kwadralowa,
ktorej widmo {w sensie Hilberta) odpow:ada obserwowanemu w spektroskopie widmu
promieniowania wysylanego przez swiecgce atomy.

Genialna intuicja Hilberta objawila sie jeszcze raz w roku 1925, gdy Born i Jordan probowali
zasiegnad jego rady w sprawie pewnych trudnosci matematycznych zwigzanych z macierzami
nieskonczonymi. Hilbert odpowiedzial wéwczas, 2¢ jedynym miejscem, gdzie takie macierze
pojawiaja si¢ w sposOb naturalny, jest teoria rownan, Naklanial wigc fizykow do szukania
odpowiedniego rownania rézniczkowego — wilasnie pozZniejszego rownania Schrodingera — jednak
Born i Jordan nie potraktowali wowczas tej rady powaznie. Mechanika kwantowa, a nawet jej
wersja relatywistyczna podana w roku 1928 przez Diraca, nie rozwiazala bynajmniej wszystkich
trudnosci opisu mikroswiata. Wiele klopotow filozoficzno-pojeciowych nastreczal fakt,

ze funkcje falowa potrafimy przypisac jedynie zespolom statystycznym — na przyklad zbiorowi
czgstek produkowanych przez dany akcelerator, przy ustalonych parametrach makroskopowych,
takich jak napiecia przyspieszajace, szerokoséci szczelin kolimatordw itp. Natomiast proby
zdefiniowania funkcji falowej pojedynczego mikroobiektu — na przyklad przypadkowo zblgkanej
czastki promieniowania kosmicznego — prowadzily do paradoksalnych wnioskow — slynne sg
paradoksy Einsteina-Rosena-Podolsky’ego (patrz artykut G. Bialkowskiego) oraz Schrodingera.
Jak dotychczas jednak proby zastgpienia mechaniki kwantowej czym$ innym nie powiodly sig.
Wyjaséniajac ogromna ilo$¢ zjawisk z tak réznych dziedzin jak optyka, teoria ciala stalego,

fizyka jadrowa jest ona obecnie ,,wzorcowa” teoria mikroskopowa. Na jej obraz

i podobiefistwo budujemy teorie opisujace systemy nawet duzo bardzicj skomplikowane niz
mechaniczne uklady kilku czastek (pole elektromagnetyczne). Kryje si¢ w tym jednak ogromna
ilo$¢ zagadek i niejasnosci dotychczas nie rozwigzanych.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 33. Dwa niezalezne monochromatyczne #rodia §wiatla A i B (patrz rysunek) emituja fotony,
ktore sa nastepnie rejestrowane przez detektory I i 2, Odleglosci migdzy Zrodtami oraz miedzy
detektorami sa znacznie mniejsze niz odleglosci Zrodet od detektorow. Nalezy znalezé
prawdopodcbieristwo jednoczesnego (w czasie A¢) zarejestrowania koincydencji fotonoéw przez
oba detektory. Pokaza¢, Zze badajac zalezno$¢ liczby koincydenciji od odleglosci miedzy
detektorami mozna zmierzy¢ odleglo$¢ migdzy dwoma odleglymi zroditami swiatla.

(A. Para)
Wskazéwka: Amplitude rejestracji przez detektor 1 (w czasie Ar) fotonu wyslanego ze Zrodla A
mozna zapisa¢ w postaci fa, = cel®", gdzie r — odleglo$¢ detektora od zrodla, i — jednostka
urojona, za$ ¢ i k — stale, przy czym stala c jest na ogd! zespolona. Oznacza to, Ze
prawdopodobiefistwo zarejestrowania w detektorze 1 fotonu pochodzicego ze zrodia A wynosi

= |fa,[? (lal* = a- a, a— liczba zespolona sprz¢zona 2 a).
Przed rozwiazywaniem zadania Czytelnik powinien przeczytaé artykuly G. Biatkowskiego
iJ. Kijowskiego.
Rozwigzanie na str. 17

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 97. Udowodnié, ze jezeli liczby dodatnie x, y, z sa kolejnymi wyrazami ciagu geometiycznego,
liczby za$ a, b, c — ciagu arytmetycznego, to

xBycza = xepazb
Rozwigzanie na str. 2
M 98, W pewnym pafistwie, w ktorym jest n = 2 miast, wybudowano sie¢ drog laczacych
parami te miasta, przy czym
1° drogi laczace rozne pary miast nie krzyzuja si¢ (ale moga by¢ skrzyZzowania dwupoziomowe,
jednak bez mozliwosci zjechania z jednej drogi na inng),
2° z kazdego miasta mozna dojechaé do kazdego innego jedna tylko trasa.
Udowodnié, ze omawiana sie¢ sklada sig¢ z n— 1 odcinkow laczacych parami miasta.
Rozwigzanie na str. 14
M 99. Udowodni¢, ze kazda potega o wykladniku naturalnym dowolnego wyrazu ciagu
arytmetycznego o pierwszym wyrazie @* i réznicy 2a, gdzie a jest liczba catkowita, jest wyrazem
tego ciggu.
Rozwiazanie na str. 14

o



. a-b A
a=|a|
a b
b=Ib]|
c=la-b]
c

Moizna rozwa#aé sytuacje jeszcze ogolniejsze,
w ktorych wektory mnozy si¢ przez liczby
zespolone (por. artykul J. Kijowskiego).
Warunek (2) zastepuje sie witedy warunkiem

() (x,¥) = (¥, x)
(kreska jest symbolem sprzefenia liczby
zespolonej).

Np. na plaszczyinie e; = (1,0) jest wersorem
pierwszej osi, a e; = (0, 1) — wersorem
drugicj osi. Zatem jesli x = (x;, x3)

iy =(,r)tox = x e +x; €3, ¥ =

= y; e+ ¥ - ez Z wlasnosci iloczynu
skalarnego wynika, ze

(X, ¥) = x;p(e;,e;)+x;p:(e;, e:)+
+xayi(ez, e )+ xavile;, e3) = xyp+x3)2
bo (e;,e,}) = | = (e;,e;) oraz (e;,e;) = 0
(bo sg prostopadle).

1
Przyklad: niech (x, ¥) i (xp=x2)(yi=y2)+
1
+T (xy+ 22 00 + 3 )

Wiedy [[x[|? = - Ci=x)i+ g (ri+
+x3)?, skad wynika, ze np.,,kula jednostkowa'",
czyli {x:]|x]| < 1} bedzie elipsa

o diugosciach polosi 1 i % . ktorej dluisza

o3 lety na prostej x; = x;.

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Jednym z podstawowych wzorow trygonometrycznych jest rwierdzenie kosinuséw podajace
zalezno$¢ miedzy bokami trojkata a jednym z jego katow:

¢ = a®+b*—2abcosC.

Na formufe t¢ mozna patrze¢ jako na uogolnienie twierdzenia Pitagorasa (do ktorego
sprowadza sig, gdy kat C jest prosty, czyli cosC = 0).

Dla blizszego zbadania geometrycznego i algebraicznego sensu twierdzenia kosinusow

uzyteczny jest zapis wektorowy, w ktorym boki trojkata beda reprezentowane przez wektory a,b i

a—b.
Oznaczajac jak zwykle przez |a| dlugoé¢ wektora a otrzymamy wzor:
la—b|* = |a|?+ [b|*—2|a] |bjcos « (a, b).
Nazwijmy wyrazZenie |al |b| cos « (a, b) iloczynem skalarnym wektoréw a i b, oznaczmy je
w skrocie symbolem (a, b) i zbadajmy pewne szczegolne wlasnosci tej funkcii.
Latwo sprawdzié¢, kladac we wzorze kosinusow a = b, ze
(0) (a,a) = [a)?,
co pozwala przepisac ten wzdr w postaci

(a—b,a—b) = (a,a)+(b, b)—2(a, b),
4 to zaczyna przypominaé wzor na kwadrat réznicy. Nieco blizsze sprawdzenie przekona nas,
7ze wyrazenie (a, b) ma wiele formalnych cech iloczynu (mowimy, Ze jest dwuliniowe),
mianowicie:
(1) (a,b+c) = (a, b)+(a, c),
(2) (a,b) = (b,a)
oraz gdy 4 jest liczba rzeczywista, to
(3) (la,b) = A(a, b).
Ponadto z rownosci (0) wynika, ze
(4) (a,a)=01i (a,a) =0<>a = 0,
a wyrazenie J (a, a) jest dlugoscia wektora a.
Wynika stad dalej, Zze odleglo$¢ euklidesowa koncoOw wektorow a i b zaczepionych we wspolnym
poczatku (nazywamy ja odlegloscig tych wektorow) wyraza si¢ wzorem

o(a, b) =y (a=b,a—b).

Znajac wlasnosci (0)— (3) i wiedzac, ze wersory (wektory kierunkowe) osi ukladu

wspolrzednych w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej sa prostopadle i maja dlugosc 1, mozemy

rowniez wyprowadzi¢ wzor analityczny na iloczyn skalarny:
n
(% Y) = X1t o HXadu = ) Xips,
ie= 1

gdzie x = (x;, ..., Xa), ¥ = (1, ..., ) W danym ukladzie wspoOirzednych.

Zastanowmy sig, co by bylo, gdybys$my zaczeli rozwazaé ,,uogoélniony iloczyn skalarny™, tzn.
dowolna funkcje (x, y) przyporzadkowujaca parom wektorow liczby i spelniajaca warunki
(1)— (4). Okaze sie, ze taki iloczyn analitycznie bedzie sie wyrazal wzorem

n

x,y) = Z a Xy

ij=1
(Uktad liczb a;; bedzie spelnial pewne warunki, z ktorych jeden: a;; = ay; wynika bezposrednio
z wzoru (2), a inne sg nieco bardziej skomplikowane. Geometrycznie sprowadzajg si¢ one
do tego, 7ze wszystkie kule muszg by¢ podobnymi elipsoidami). Powstaje pytanie, co wlasciwie
uzyskujemy wprowadzajac taka funkcj¢. Odpowiedz jest nieco zaskakujgca: uzyskujemy
mianowicie ,,calo$¢™ geometrii euklidesowej. Mozemy bowiem przy pomocy takiej funkcji
okreslic:
— nowg dlugos¢ wektora wzorem

il == V(x, x),

(2 wige i pewng nowa metryke, dlaczego?);
— nowy kosinus kata mi¢dzy wektorami — wzorem
Sy 0 L
ix|] - flyll
(a wiec kat wypukly miedzy wektorami x, y):
— nowa prostopadtosé wektordow, (tym samym rowniez prostych, plaszezyzn itp) — mowigc,
Zze x | y wtedy i tylko wtedy, gdy (x, y) = 0.



la-bl=¢(A,B)

Mamy: p(A, 0) = plO, B) =
1 T B | |

i, t — =0 | = }2.

y2 | ¥2 |

Zatem wzor kosinusow jest nastepujacy:

(],/i)z = |24 12=2.1.1.cosa.

1, ¢4, B)

Stad 2cosa = 0, a = -n/2. Analogicznie dla a’.

Dla § mamy p(B, B') = |2, stad rowniez
cosfi = 0!

O innych zastosowaniach pisze J. Kijowski
W lym numerze.

Tu mo#na by wysunac jedno zastrzezenie: przecieZ jezeli mamy np. na plaszczyznie dowolna
metryke (a wiele przykladow roznych metryk na plaszczyZnie podaje np. M. Moszyrfiska

w artykule o przestrzeniach metrycznych, Delta 1/1975), to wypisany na poczatku wzor
kosinusow, w ktorym liczby a, b i ¢ traktujemy jako znane odleglosci trzech danych punktow,
pozwala bezposrednio wyznaczy¢ kosinus kata migdzy bokami o dlugosciach a i b.

Takie podejscie nie prowadzi na ogoél niestety do pozytywnych rezultatow. Przy pewnych
metrykach przestaje bowiem by¢ prawdziwe twierdzenie, e dwa wektory prostopadle do trzeciego
sg rownolegle. Na przyklad na plaszczyznie z metryka okreslong wzorem

o(x,y) = Ix; =y |+ |x;—y.l

1 | 1 -1
wektory (I ~ I—/—z_- - '—/2—) oraz (I - I—/i:, '/2_ bylyby przy takiej definicji kata

prostopadle, a jednoczes$nie kazdy z nich bylby prostopadly do wektora (1, 0)! Szkic dowodu — obok.
Istnieje jednak pewne bardzo proste kryterium geometryczne pozwalajace odroznia¢ metryki
dajace si¢ okreéli¢ za pomoca pewnego iloczynu skalarnego od innych metryk. Zachodzi
mianowicie

Twierdzenie. Jezeli w danej metryce kazde dwie kule sg (w metryce euklidesowej) jednokladnymi
elipsoidami, a kule o rownych promieniach sg przystajgce, to istnieje iloczyn skalarny (x, y)
wyznaczajacy te metryke.

Mamy wigc sposob pozwalajacy na odrdznianie metryk ,,dobrych”, czyli takich, ktore mozna
traktowac jako fragment pelnej geometrii euklidesowej, od metryk ,,przypadkowych™.

Zauwazmy teraz, ze w warunkach, ktére powinien spelniac nasz iloczyn skalarny, wystepowalo
jedynie dodawanie wektorow i ich mnozenie przez stale. Latwo zauwazyé, ze plaszczyzna

i przestrzen tréjwymiarowa nie sa jedynymi zbiorami, w ktérych rozwaza si¢ operacje tego typu.
Dzialanie dodawania i mnozenia przez liczbe wprowadza sie miedzy innymi w zbiorach funkgji
okreslonych na pewnym ustalonym zbiorze.

Dla przykladu wezmy pod uwage zbior wszystkich funkcji okre§lonych i ciaglych na przedziale
<0, 27> i przyjmujacych t¢ sama wartos¢ na koncach przedziatu (f(0) = f(2=)).

Powstaje naturalne pytanie: czy mozna tak rozszerzy¢ pojecie iloczynu skalarnego, by
obejmowalo ono rowniez przypadek takich funkcji? Okazuje si¢, Ze wyrazenie

2
- (/,8) = | f(x)g(x)dx
0
przyporzadkowuje parom funkcji liczby w taki sposob, Ze spelnione sa wszystkie warunki (1)— (4),
a wiec (f, g) mozna nazwa¢ iloczynem skalarnym funkgji /i g.

Sprawdzenie, ze rzeczywiscie warunki te sa spelnione, jest dos¢ zmudne rachunkowo i pominiemy
je tutaj. Wazna dla nas jest konsekwencja tego faktu: w przestrzeni funkcji cigglych na przedziale
<0, 2n» mozna uprawiac ,,geometri¢ euklidesowy™. Teraz latwo juz sobie wyobrazié, Ze istnieje
wiele przestrzeni, w ktorych mozna wprowadzac iloczyn skalarny. Nazywa si¢ je przestrzeniami
unitarnymi lub — jesli spetniaja pewne dodatkowe warunki — przestrzeniami Hilberta.

Spoérod wielu zastosowar tej ,,geometrii euklidesowej’” wymienimy jedno o powainych
konsekwencjach dla analizy matematycznej:

Twierdzenie. W zdefiniowanej powyzej przestrzeni funkcji ciaglych z iloczynem skalarnym
okreslonym wzorem (*) funkcje cosnx i sinnx oraz funkcja stata (n € N) s3 parami wzajemnie
prostopadle.

Dowad tego faktu oraz jego konsekwencie, z ktorych m.in. wynika, e mozna ten uklad funkcji
traktowac jako swego rodzaju ,,uklad wspolrzednych' w rozwazanej przestrzeni, znajdzie
Czytelnik w artykule W. Szlenka o szeregach Fouriera (Delta 4/1976).

Zadanie. Obliczy¢ dlugo$é bokow i katy trojkata o wierzchotkach 1, x, x* w przestrzeni funkcji
cigglych na przedziale <0, 1> z iloczynem skalarnym
|

(2 = [ /(0 gxdx.
0



1.2 = 10* fotonow

9.3 > 10° fotonow

e e e

7.6 x 1 0*folonow
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Opowiadanie palnika gazowego

Gdzie te dawne dobre czasy, kiedy zmeczeni

i przemarznigci mysliwi wracali z ubitym niedzwiedziem
z polowania i grzali si¢ przed ogniskiem, wielbigc boska,
zyciodajng moc ognia? Co z tego zostato w Waszych
miejskich mieszkaniach? Grzeja Was glupie zelazne

rury — kaloryfery, swiecg Wam nudne Zarowki. Nawet
zapatek nie chcecie juz uzywac, bo macie jakies nowe
elektryczne pstrykawki. Zostaly Wam tylko w kuchni
cztery gazowe palniki. Ich stabo $wiecace pltomyczki
gotujg Wam na kazde zamoéwienie mleko nie od krowy,
tylko ze sklepu, i te nedzne ochtapki miesa, ktérymi sie
Zywicie.

A musisz wiedzie¢, Ze chociaZ $wiecenie plomienia
ludzie obserwowali od setek tysigcy lat, to kiedy
osiemdziesiat lat temu zacze¢li sig nad nim dokladniej
zastanawiaé, wywolalo to jeden z najwigkszych przewrotéw
w rozumieniu $wiata.

Na czym w ogole polega swiecenie? Na tym, Zze z ciata
§wiecgcego wybiegaja bardzo male czasteczki, ktére
fizycy nazywaja fotonami. Te czasteczki majg dziwne
wihasno$ci. Nie mogg w ogdle by¢ nieruchome, muszg biec
z ogromna predkoscia. Predkos¢ ta wynosi

300 000 kilometrdw na sekunde. To znaczy, ze w sekundg
dobiegaja z Ziemi prawie do Ksi¢zyca. W sekundg
moglyby tez obiec calg Ziemi¢ wzdtuz rownika siedem razy
dookota. Kiedy fotony dobiegng do Twojego oka ,,ging”
w nim, a Ty widzisz §wiatlo. Kiedy foton dobiegnie do
kliszy fotograficznej, w miejscu, w ktore trafil, powstaje
czarny punkt. Kiedy upadnie na kliszg wiele fotonow,
zaczernienie moze przedstawic jakis obraz i w ten sposéb
powstaje zdjecie. Popatrz na fotografie obok:
przedstawiajg one fragmenty kliszy fotograficznej,
zaczernione przez rézne liczby fotonow. Jezeli jest ich
mato, rysunek jest niewyrazny, bardziej przypomina
rozsypany piasek, niz co$ konkretnego. Dla duzej liczby
widac, ze jest to buzia dziewczynki.

Fotony mogg by¢ rozne i wywotuja w oku rézne
wrazenia. Jedne powoduja wrazenie barwy czerwonej,
inne pomaranczowej, zottej, zielonej, niebieskiej czy
fioletowej. Sq zresztg i takie, ktorych w ogole nie widzimy
Skad biorg si¢ w palniku fotony? ,,Rodzg si¢"” w nim.
Moga one powstawac¢ w kazdym rozgrzanym ciele, na
przykiad we widknie zarowki elektrycznej. W plomieniu
gazowym sytuacja jest jednak bardzo specjalna. Jak wiesz,
temperatura jest tam bardzo wysoka, a poza tym plomien
jest gazem. W tak rozgrzanym gazie czasteczki

poruszaja si¢ bardzo szybko i czgsto zderzaja ze sobg.



Punkt, odcinek, trojkat...

15

Pod wplywem zderzen rozpadaja si¢ na poszczegolne
atomy. A wi¢c w plomieniu $wiecg oddzielne atomy,

ktére si¢ tam wlasnie znalazly. Fotony ,,rodza sig”

w atomach. A kazdy atom wysyla fotony specjalne,
charakterystyczne dla siebie. Posyp palacy si¢ palnik
zwykla sola, a zobaczysz, Ze zabarwia si¢ na zétto.

To zaczynajg $wieci¢ atomy sodu, z ktérych migdzy innymi
zbudowana jest s6l kuchenna. Wsadz do palnika drucik
miedziany (trzymaj go obcazkami, zeby$ nie poparzyt
palcow!). Mozesz go przedtem zanurzy¢ na chwilg w occie,
zeby efekt byl wyrazniejszy. Atomy miedzi w palniku

beda Swieci¢ zielono. A moze pamigtasz fioletowe
plomyczki dogasajacego ogniska? To §wieca jeszcze inne
atomy — atomy potasu.

Tak wiec obserwujac plomien palnika gazowego moZna
dowiedzie¢ si¢ wielu rzeczy o wiasnosciach atomow.

Chociaz sa to pojecia abstrakcyjne (bo przecie? nikt nie widzial ani punktu, ani odcinka), przemawiaja dobrze do
wyobrazni i zgadzaja si¢ ze zdrowym rozsadkiem. I az dziw bierze, jak wiele wokdt nas zjawisk, ktdre zdaja si¢

ostrzega¢: uwaga. to
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co wydaje si¢ takie oczywiste, wcale nie musi by¢ prawdziwe.

Sprawa pozornie jasna — dwa punkty, nawet bardzo bliskie, mozna polaczy¢
odcinkiem punktéw posérednich. Tymczasem ... na reprodukowanej w gazecie
fotografii mozna odszukaé takie punkty, migdzy ktérymi nie ma juz niczego.
Obejrzyjcie takg fotografie pod lupa. Sklada si¢ ona ze skonczonej ilosci czarnych
plamek, co wida¢ wyraZznie w powigkszeniu. Mimo to odbieramy jg normalnie

i na ogdl rozpoznajemy, co lub kogo przedstawia.
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Plaszezyzna fotogralii reprodukowane) w gazecie sklada sig
z izolowanych punktéw. Matematycy powiedzieliby o niej,
Ze jest dyskretna, Dyskretny (w matematycznym sensie) jest
réwniez obraz na ekranie telewizora, dyskretnym jest

takze koncert fortepianowy (pod wzglgdem wysokosci
dzwigkow, a takze ... czasu odmierzanego nutami,
polnutami, ¢wiartkami, osemkami itd.)

Na dobra sprawg zyjemy rownolegle w dwaoch $§wiatach:
Jjeden jest gesty, spdjny, z plynnymi zmianami, a drugi
dyskretny. Umiemy jednak jako$ je pogodzi¢.
Zawdzigczamy to wlasciwosciom naszych oczu, uszu

i mozgu, 7e izolowane wraZenia odbieramy jako polgczone
w sposob ciagly. [ cale szczedceie, gdyz w przeciwnym
wypadku musieliby$Smy si¢ oby¢ bez wielu przyjemnosci.
Na przyklad w kinie nie widzieliby$smy plynnego ruchu,
tylko cigg pojawiajacych si¢ i znikajacych nieruchomych
obrazow,



Oto przyklad ciekawych zaleznosci. Figura na rysunku
to koto o $rodku w poczatku uktadu wspdirzednych

i o promieniu 10.

Wspéirzedne punktow jego dyskretnego obrazu, czyli
wspolrzgdne grubych kropek, spelniajg zaleznos¢:

x*4+y* < 102
(trzeba przypomnie¢ sobie twierdzenie Pitagorasa).
Grubych kropek bedzie tyle, ile jest rozwigzan catkowitych
nieréwnosci:

x?+y? < 100.

(Pamigtajcie, Ze rozwiazaniami moga by¢ nie tylko pary
liczb dodatnich, ale i takie pary, w ktérych jedna lub obie
liczby sa ujemne, na przykltad x = —5iy = =3 albo

x = —10iy = 0.) Kto ma cierpliwo$¢ moze policzyé, ze
jest ich 317. Z drugiej strony pole rzeczywistego kota
filmowanego przez kamerg jest rowne - 10 ~ 314.

Pole dyskretnego obrazu kota dosyé dobrze przybliza pole
rzeczywistego kota... lub na odwrét. Zgodno$¢ bedzie tym
lepsza, im wigksze beda rozmiary kola. Mozemy to
wykorzysta¢ w dwie strony. Ci, ktdrzy znaja przyblizona
wartosé liczby z, mogg obliczy¢ ile mniej wigcej rozwigzan
catkowitych ma nieréwnosé:

x24+y> < n (n duze).

Zwiazki zachodzgce migdzy $wiatem ,,plynnym”

a dyskretnym sa niekiedy bardzo interesujgce. Spojrzmy
na rysunek wyobrazajac sobie, ze jest to ogladany pod
lupg ekran telewizora. Trochg upraszczajac mozemy
przyjaé, ze linig ciagla zaznaczone sa kontury przedmiotu
ujmowanego przez kamerg, natomiast pogrubione kropki
to obraz tego przedmiotu ogladany juz na ekranie. A wigc
telewizyjny obraz jest figura dyskretng. Pola takich
dyskretnych figur bedziemy mierzyli liczac, z ilu kropek sie
one skladajg (jest to chyba sensowna propozycja?).

"W tym sensie, pole figury przedstawionej na rysunku jest

rowne 37. Ale uwaga, oto inny obraz. Kamera ujmuje ten
sam przedmiot; tyle tylko, ze obrdcit si¢ on w stosunku
do pierwszego polozenia. Jego telewizyjny obraz to jednak
co§ innego niz poprzednio, gdyZ sklada si¢ z 31 kropek.
Ten pierwszy eksperyment nastawia trochg sceptycznie do
mozliwosci odkrycia sensownych zalezno$ci migdzy
$wiatem ,,plynnym” a dyskretnym. Podobne paradoksy sa
niestety regula w mikros$wiecie, to znaczy wtedy, gdy
rozmiary rozpatrywanych figur sa wzglednie mate. Co
innego jednak, jesli rozpatrywaé bedziemy figury duze

w stosunku do odstgpow miedzy kropkami.

A

+<10
X*+y? =<0

Ci, ktorzy umiejg dobrze liczyé¢ i majg cierpliwo$¢, moga sprobowaé wyznaczyé przyblizong wartosé liczby n (w jaki

sposob?).

A jak wykorzysta¢ metode kropek do obliczenia przyblizonych wartosci pdl figur pokazanych na rysunkach ponizej?

¥

2% (2y)* <400

1ax=1 g
2=y =]

Malq Deltg opracowali: J. Ginter, P. Nowicki i D. Zieminska



Prawdopodobienstwo ? Dr Tadeusz B. IWINSKI

Mechanika kwantowa wprawiala i ciagle jeszcze wprawia matematykow w zaklopotanie,
dostarczajac tym samym wielu interesujacych problemow. Zaczelo si¢ od Diraca, ktory
rozniczkowal funkcje nierdzniczkowalne i otrzymywal sensowne wyniki. Potrzeba bylo lat,
by rzecz uporzadkowaé: stworzono (zob. Delta 10/1975) teori¢ dystrybucii, na gruncie ktorej
poczynania Diraca nabraly glebokiego matematycznego senst.
Heisenberg swa niewinnie wygladajaca zasada nieoznaczonosci dostarczyl zajecia logikom:
koniunkcja dwoch zdan, z ktorych kazde jest prawdziwe lub falszywe moze tu nie by¢ (zob.
Delta 4/1975) ani prawdziwa, ani falszywa. Do dzis trwajg poszukiwania ,.logiki kwantowej™.
I choé sformulowano tu wiele interesujacych propozycji — zadna z nich nie zdobyla sobie jeszcze
pelnych praw obywatelskich.
Nie koniec na tym. Born wprowadza do mechaniki kwantowej probabilistyczng interpretacje
wystepujacych w niej obiektow (np. funkcji falowej, zob. artykul J. Kijowskicgo w tym
numerze). Interpretacja ta rozwiazuje fizykom pewne klopoty pojeciowe, ale rodzi nowe klopoty
matematyczne.
Pierwszy oczywisty problem wynika z zasady nieoznaczonosci. Jak wiemy —— w zwyklym
rachunku prawdopodobiefistwa koniunkcja dwu zdarzen jest zdarzeniem. Koniunkcja dwu
..zdarzen kwantowych” wcale ,.zdarzeniem kwantowym" by¢ nie musi. .
Rozpatrzmy rzecz nieco dokladniej. Wyobrazmy sobie dla uproszczenia pojedyncza czastkeg
poruszajaca si¢ po prostej, oznaczmy jej polozenie przez g, a ped przez p. Dla dowolnego £ > 0
zdanie A: ,,w chwili 7 czastka znajduje si¢ w przedziale <o, #-+¢>"" okreSla pewne ,,zdarzenie
kwantowe”, bowiem teoretycznie mozliwy jest pomiar polo#enia z dowolna dokladnoscia.
Rowniez dla dowolnego n > 0 zdanie 8: .,w chwili 1 ped czgstki zawarty jest w przedziale
<8, B+n>" tez opisuje pewne zdarzenie kwantowe, bo i ped mozna mierzy¢ dowolnie dokladnie.
Mimo to, jesli tylko € i j sg dostatecznie male to formalnie napisana koniunkcja A n B
zdarzen A i B ,,zdarzeniem kwantowym" nie jest. Koniunkcja ta ma bowiem sens
wteay i tylko wtedy gdy

en = fif2.
Okazuje si¢ jednak, ze klopot matematyczny jest tu mniejszy, niz si¢ na pierwszy rzut oka
wydaje: mozna tak zmodyfikowa¢ elementarny rachunek prawdopodobienstwa, Ze zasada
nieoznaczonosci nie jest sprzeczna z nowym , kwantowym rachunkiem prawdopodobienstwa’.
Przy tym ten nowy rachunek jest wystarczajaco podobny do starego na to, aby nie razié
ekstrawagancjg.
W zwyklym rachunku prawdopodobienstwa, przypomnijmy, rodzina zdarzefi scharakteryzowana
jest nastepujaco:
Dany jest zbior zdarzen elementarnych £2 oraz pewna rodzina Z podzbioréw zbioru {2 zwanych
zdarzeniami. Przy tym zaklada sie, ze
1) @i Q2 sa zdarzeniami;
2) jesli A jest zdarzeniem, to A" = £2— A tez jest zdarzeniem;
3) jesli A, B sg zdarzeniami, to rowniez 4 v B jest zdarzeniem.
Prawdopodobieristwo natomiast jest taka funkcia P:Z — <0, 1, Ze
4) P(Q) =1;
5) jesli A1 B sg zdarzeniamii 4 n B = @, to P(4 v B) = P(A)+ P(B).
Kwantowy rachunek prawdopodobienstwa wyglada podobnie. Dany jest zbior zdarzen
elementarnych {2, oraz pewna rodzina Z, podzbiorow 2 zwanych zdarzeniami kwantowymi
(krotko: k-zdarzeniami). Przy tym zada sie, aby spelnione byly nastepujace warunki:
1) © i £2 sg k-zdarzeniami;
2) jezeli A jest k-zdarzeniem, to A’ tez jest k-zdarzeniem;
3’) jesli A, B sa k-zdarzeniamii A n B = O, to A U B tez jest k-zdarzeniem.
Prawdopodobienstwo natomiast jest taka funkcjg P: Z, — <0, 17, ze
4) P($2) = 1;
5) jesli A i B sa k-zdarzeniamii A n B = @, to P(A U B) = P(A)+ P(B).
Roznica jest wiec bardzo niewielka. Sprowadza sie ona jedynie do zastapienia warunku 3)
warunkiem 3°), ktéry na gruncie mechaniki kwantowej jest calkiem do przyjecia. O ile bowiem
z warunkow 1), 2), 3) wynika, ze jesli A i B sa zdarzeniami, to rowniez A m B Jest zdarzeniem,
to z warunkow 1), 2), 3'), wynika jedynie, ze jesli 4, B sa k-zdarzeniami, to 4 n B jest
k-zdarzeniem wredy i tylko wredy, gdy A'w B jest k-zdarzeniem. Warunek 37) zakazuje wigc co
prawda rozpatrywac alternatywy takich k-zdarzen, ktorych koniunkcja nie jest k-zdarzeniem,
ale, jak sie okazuje, w tych problemach mechaniki kwantowej, w ktorych obowiazuje zasada
nieoznaczonosci nie powstaje nigdy potrzeba rozwazania takich alternatyw. Prawdopodobienstwo
kwantowe ma natomiast dokladnie te same wlasnosci rachunkowe, co prawdopodobiefistwo
zwykle i operowanie nim, jesli si¢ dobrze okresli rodzine zdarzeri kwantowych, ni¢ nastrecza
zadnych trudnosci (zob. zadanie na koncu artykulu).
Gdzie wigc — i czy rzeczywiscie — powstaja zapowiedziane istotne klopoty z probabilistyczng
interpretacja mechaniki kwantowej?
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w Tu dygresja. ,,Funkcja 47 Diraca — pOki nie skonstruowano dystrybucji - w swiadomosci jej

= s uzytkownikow byla funkcjy, ,,ale nie zawsze™, Moina bylo np. powiedzieg, ze dla v # 0 jest ona
funkcjg rowna tozsamoiciowo zeru; nie mialo sensu natomiast stwierdzenie, 7ze dla x = 0
przyjmuje ona jukakolwiek wartosé. W gruncie rzeczy to, czy byla, czy nic byla funkcja zalezalo
od fizycznej interpretacji kontekstu, w ktorym wyst¢powala.

Rozwigzanic zadania M 99, Nalezy

udowodmié, #¢ roznica

R = {a?+ 2na)* - a’ 3% i s . s -y, s ( ok
Wartos¢ matematyki jako narzedzia uwizywanego przez przyrodnikow polega zas$ wilasnie na tym,

gdzie n jest liczbg calkowita nieujemng, 2 A y Fa . - - 2 = d

. ; : " 7e pojecia matemalyczne majg jednoznaczny sens, ktory jest niezalezny od przyrodnicze)

k liczbg naturalng, jest wiclokrotnoscig 3 % R 5 g 4 f E o

(i 2a interpretacii tveh pojeé. Obiekt badany przez matematyke albo jest funkcjg — albo nig nie jest.
4 Trzeciej mozliwosci nie ma.

Mamy R a?k 4 i }.J"'1 Y 2na st PR 1 . s . s . % .
I Matematycy musieli wige uznad, ze 4 funkcia nie jest i 2¢ mechanika kwantowa postuguje sie

pewna klasa obiekiow ogolniejsza niz klasa funkcji. I dlatego stworzyli teorig dystrybucji: teorig

ogolniejsza niz teoria funkcji.

Z prawdopodobieastwem jest podobnie. Jest to pojgcie matematyczne o jednoznacznie

okreslonych wiasnoséciach. Jesli wige co$ w mechanice kwantowej jest podobne do

T prawdopodobienstwa, ,,ale nie zawsze” — to nie jest to juz prawdopodobieristwo. Dlatego
wlasnie wykonalismy krok polegajacy na wprowadzeniu prawdopodobienistwa kwantowego.
Okazuje si¢ jednak. 7e jest to krok zbyt maly.

gdzie A jest liczby calkowity Powazne klopoty pojawiaja si¢ bowiem dopiero wtedy, gdy wychodzi si¢ poza elementarny

" e rachunek prawdopodobiciistwa i zaczyna rozwazac¢ zmienne losowe.

A
+ | . j a*(2na) S
i

Wazystkie skladniki tej sumy procz, by«

ostatniego s3 podzieln

przez 2a. Ponadto mamy

@ a ai{a*'t 1) a e (g

_ Przypomniimy : Zmienng, losowa nazywa si¢ taka funkcja X: &2 — R, ze dla kazdego przedzialu
oraz L jest tet liczby calkowita, gdy? Ja. by < R abior jw e 2 X(w) € <a, b))} jest zdarzeniem.

vl Zmienna losowa nazywa si¢ ciagla, jesli istnigje taka funkcja f: R — R, ktora jest nieujemna
sl Wiec 1

¢ jest i dla kazdego przedziatu  a, b Plimeld: Xw)e .a, b.}) = \ Slx)da.
b

liczb calkowitych

a liczh podzielnyc

wcrby podzielng prece

FFunkcje / nazywa sig gestoscia rozkladu zmiennej X.

Jesli wiee (wracamy do przvkiadu pojedynczej czgstki) y(g) jest funkcja falows, a - zgodnie

z przyjeta interpretacja -— f(g) = lp(g)l? jest gestoscia rozkladu potozenia czastki na prostej,
b

to S ip(g)12d g jest prawdopodobienstwem tego, Ze czastka znajduje sig w preedziale <a, b
@

Interpretacia ta oznacza, 7ze poloZenie g traktowane jest jako zmienna losowa. Analogicznic -

ped p jest teraz druga zmienng losowa, o gestosci g(p) = | @(p)1>. Przy tym funkcja @ jest

jednoznacznie wyznaczona przez funkcje . Tak wigc czastka opisywana jest para ciaglych

zmiennych losowych (g, p) o znanych rozkladach [p(g)® i [@(p)°. :

W rachunku prawdopodebienstwa pare zmiennych losowych (X, V) nazywa si¢ zmienng

o(p) = (‘i‘;{ﬁ")hx +th o * B i dwuwymiarows, Gestoscia rozkladu dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, V) nazywa si¢ taka
720 nicujemna funkcje A(x, »), ze dla dowolnych liczb a < b i ¢ < d zachodzi rOwnos¢
o b
P(imel2: (X(w)ela, b>) i (Ylwe e, d>)}) = 5 \. hix, y)dyda.
4 .
Dowodzi si¢ przy tym, Ze f(x) = \ hix, y)dy jest gestoscig rozkladu zmiennej X, a g(p) =

= \ hix, y) dx jest gestoscia rozkladu zmiennegj Y.
— 0

o adna Bl ardis .' N i : ‘Okazuje si¢, ze gdyby zamiast prawdopodobienstwa wykorzystaé do definicji zmiennej losowel

sinego miasta dowolng droga prawdopodobienstwo kwantowe, to definicja ta pozostalaby poprawna. Nasuwa si¢ wige
przypuszczenie, ze jesli zacznie si¢ uzywadé kwantowych zmiennych losowych, to wszystkie ich
wlasnosci formalne bgdg zgodne z twierdzeniami mechaniki kwantowej.
4 _ (Byloby tak, gdyby wszystkie klopoty z interpretacja prawdopodobienstwa wynikaly z zasady
ga, kiorg prayviechalién nicoznaczonosci. Niestety — tak nie jest).
Wrocémy do przykladu. Mamy do czynienia z parg zmiennych losowych (g, p) 0 znanych
gestosciach rozkladu. Powstaje naturalne pytanie: Czy istnigje gestosc rozkladu zmiennej

, = e e E dwuwymiarowej (¢, p), tzn. funkcja nieujemna A(q, p) taka, 7¢
i § a0 0
() ilg,p)dp = Iv@* i | hg.p)dg = [D(p)?;
- 0 —au

(2) Spelniony jest podany wyZej zwigzek miedzy @ i y oraz zasada niecoznaczonosci;

(3) Wartosci srednie obserwowalnych kwantowych zmiennych losowych obliczane zgodnic

2z definicjg wartosci Sredniej w rachunku prawdopodobienstwa sg rowne wartosciom srednim
tych zmiennych obliczanym w formalizmie operatorowym mechaniki kwantowe;).

Odpowiedzi na to pytanie udzielil L. Cohen. Jest ona nast¢pujgca:

Istnieja co prawda funkcje spelniajace (1) i (2), ale nie istnieje funkcja spelniajaca (1), (2) i (3).
A wigc nie mozna posuwac si¢ zbyt daleko w probabilistycznych interpretacjach mechaniki
kwantowej. Co prawda mozna traktowac zarowno p jak i g jako zmienne losowe, ale
rozpatrujac g i g lgcznie - wychodzimy juz z rachunku prawdopodobienstwa, para (y, p)
zmienng losowq nie jesi.



I dlatego nie obejdzie si¢ fu bez nowej teorii: teorii ogodlniejszej niz rachunek prawdopodobienstwa.
Takiej teorii jeszcze nie ma.

Zadania. 1. Udowodnid, Ze jesli Z jest zwyklg rodzing zdarzen, P — zwyklym i
prawdopodobienstwem oraz 4 € Z ustalonym zdarzeniem takim, ze P(A4) > 0, to rodzina

\BeZ:. P(AnB) = P(A)- P(B)}
(tzn, rodzina zdarzen niezaleznych od .A4) jest kwantowa rodzina zdarzen.
2. Pokazac, Ze jesli 4, B sa k-zdarzeniami oraz 4 < B, to B— A jest k-zdarzeniem.
Literatura
Tom 33 (z roku 1966) czasopisma ,, Philosophy of Science™, artykuly P. Suppesa (str. 14)
i L. Cohena (str. 317).

Cudowny wynik pewnego doswiadczenia

Na magnes atomowy opracz sily odchylajgcef

dziala ted sila dazgea do ustawionia go
zgodnie 7 kierunkiem linii pola sewnetrznego.
Sila ta nie zmienia jednak kata muedzy
magnesem i kierunkiem linii sil, a tylko
wywoluje precesic dokoli lego hicrunku

Jest tak dlatego, ze¢ wlisne pole magnetyczne
Atomu jest FwWiarine » wystgpowaniem
whasnegoe momentu pedu i atom stanowi

maly giroskop,

Samo urzgdzenie Sterna-Gierlacha po
wywierceniu otworu na ckranic w micjscu,
gdzie pada jedna v wigzek, stanowi preyrzgd
do wytwarzania atomdw o okreslonym
Ewrocie spinu. Mozna preesledaid caly
aparat pojgciowy mechaniki kwantowej
ustawiajac szereg takich urzgdeen (Filirow),
rozaie obroconyeh, jedno za druging

i analizujge wyniki wymisslonyeh tak
doswiadezen

Wymiki doswiadezenia Sterna-Gerlacha
zostaly przewidziane prrez v, SLATA LSOri

Kwaniow prred jego wykonaniem

Wszystko 1o brzmi nieprawdopodobnie -— powiecie po przeczytaniu dwéch
poprzednich artykutow o mechanice kwantowej. Jak to, najbardziej fundamentalna
teoria mikroswiata pozwalajaca przewidzie¢ wyniki do§wiadczen z fantastyczng
dokladnoscig nie mozZe sobie poradzi¢ z opisaniem loséw zwyklego, swobodnego
elektronu! Czy naprawde¢ musimy budowac teorig, w ktdrej z elektronem, a raczej
z informacjg o nim, jezeli nan nie patrzymy, wigZzemy pewna fale (fale
prawdopodobienstwa), podczas gdy w trakcie kazdej obserwacji ukazuje si¢ on
nam w postaci mikroskopowej czastki. Na tego typu watpliwosci najlepiej
odpowiada zawsze doswiadczenie. Opiszemy tu wyniki jednego z przelomowych
dla fizyki doswiadczen, wykonanego w 1922 roku przez Sterna i Gerlacha.

[dea eksperymentu jest prosta. Wigzka atomoéw srebra powstala przez odparowanie
srebra w specjalnym piecu jest skierowana migdzy bieguny magnesu
wytwarzajgcego silnie niejednorodne pole (patrz rysunek).

Nastgpnie atomy osadzajg si¢ na plytee szklanej. Atomy srebra podobnie, jak
wszystkie inne atomy, majg wlasny moment pedu (spin). Powstaje on ze zloZenia
momentow pedu jadra atomowego i clektronow. Poniewaz wszystkie sktadniki
atomu sy naladowane, wige atom tali zachowuje si¢ jak swego rodzaju petla

z pradem 1 wytwarza wlasne pole mugnetyczne, o kierunku zgodnym

z ustawicniem spinu. W niejednorodnym zewnetrznym polu magnetycznym na taki
atomowy magnes dziala sifa odchylajgca w gdre lub w dol, zalezna od kata miedzy
0sig magnesu, a zwrotem zmiany (gradientu) pola zewngtrznego. I tak na magnes
skierowany wzdluz gradientu dziala maksymalna sita do géry, na skierowany
przeciwnic maksymalna sila w dél, na magnes ustawiony prostopadle do kierunku
zmiany pola nie dziata zadna sita itd. Poniewaz atomy srebra wyprodukowane

W piecu stanowig zbidr chaotyczny, wige zwiazane z nimi magnesy s3 losowo
poustawiane i na ekranie powinnismy otrzymaé ciggly lini¢ wzdtuz kierunku
gradientu pola. Tego wymaga fizyka klasyczna i uksztaltowany w codziennym
doswiadczeniu rozsadek. Tymczasem Stern i Gerlach znalezli na ptytce jedynie
dwa izolowane punkty. Atomy srebra utworzyly tylko dwie odrgbne wigzki.
Powtérzmy jeszcze raz: ateimy srebra, ktdrych spiny byly ustawione zupelnie
chaotycznie utworzyly dwie oddzielne wigzki. Zupelnie jakby spiny atoméw
wiedziaty (tylko skad?), ze wolno im si¢ ustawi¢ wzglgdem pola magnetycznego

w scisle okreslonych kierunkach (dwéch dla atoméw srebra o spinie 1/2). Wynik
doswiadczenia nic zalezy od tego, jak obrécimy uklad magneséw wytwarzajacych
pole. Zawsze dostajemy dwie plamki na linii réwnoleglej do kierunku zmiany pola.
[ to plamki rownie intensywne. Choé wynik ten jest wprost fantastyczny, to jednak
tak dzieje si¢ w dodwiadczeniu. Zacznijmy teraz puszcza¢ atomy po kolei

w pewnych odstgpach czasu. Pojedyriczy atom nawet o znanym z poprzedniego
doswiadczenia ustawieniu spinu wybierze raz jedno, raz drugic ustawienie swego
spinu wzgledem kierunku zmiany pola. Tu tkwi element losowy i to w sytuacji,
gdy o wlasnym polu magnetycznym atomu wiemy chyba wszystko. Mechanika
kwantowa tez oferuje nam tu tylko prawdopodobienstwo okreslonego zwrotu.
Natomiast skwantowanie rzutu momentu pedu na kazdg wyrdzniong o$ jest
jednoznacznym przewidywaniem w tej teorii. Pozwala ona tez obliczy¢

z ogromna dokiadnoscig wielkos¢ wlasnego pola magnetycznego zwigzanego

ze spinem, a wigce i wielkoé¢ odchylenia kazdej z dwdch wigzek. Dlatego méwimy,
e nie ma zadnych przestanek do$wiadczalnych na to, zeby poprawiaé¢ mechanike
kwantowa.
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Laboratorium w domu
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Charakierystyka prgdowo - napieciowa diody
polprzewodnikowe]

Hys. 1

Dioda o wilasnosciach prostowania pradu

(takie swiatloczula) moze byé réwniez

kontakt metal — polprrewodnik

J
[mA]

Charakterystyka prgdowo-napigciowa fotodiody

przy oSwietleniu ( linia przerywana-bez odwietlenia)

Rys. 2

do
radia

Rys. 4

Cazytelnik zauwazy z pewnoscig uproszczenia
W 1ym rozumowaniu.

Dr Jan A. GAJ

Dzisiejsze nasze eksperymenty beda niestety dostgpne tylko dla stosunkowo
niewielkiej czesci zbioru Czytelnikow ,,Delty”: bedzie to przekrdj zbioru osdb,
ktdre zdecyduja sie na wydatek ponad 80 z! i zbioru (znacznie, jak przypuszczam,
mniej licznego) szczesliwedw, ktorzy natrafia na fotodiode w sprzedazy.
Produkowane w Polsce fotodiody germanowe FG-2, podobnie jak i dowolne inne
(takze fototranzystory) $wietnie nadaja si¢ do naszych doswiadczen, cala sztuka
w tym, zeby je kupic.

Jedno przemawia niewatpliwie za omowieniem tego tematu w biezacym numerze:
zjawisko fotoelektryczne wewnetrzne, umozliwiajace dzialanie fotodiody jest
efektem czysto kwantowym — fizyka klasyczna nie wyjasnila go zadowalajgco.

A wiec, skoro wytlumaczylem si¢ jako$ z wyboru niedemokratycznego tematu,
zadajmy sobie pytanie

JAK DZIALA FOTODIODA?

Trzeba zaczaé od zwyktej diody (méwili$my juz o niej w ,,Laboratorium w domu’’
z nru 8/75), znanej tez pod nazwa zla(cza p-n. Jezeli przytozymy do diody napigcie
w kierunku zaporowym, na pograniczu obszaréw o przewodmctwle
akceptorowym (p) 1 donorowym (n) powstaje warstwa oprdzniona z no$nikow
tadunku stanowigca izolator i powodujgca, ze prad praktycznie nie plynie. Jezeli
w warstwie tej pojawig si¢ z jakiejkolwiek przyczyny no$niki — poplynie prad.
W zwyklej diodzie zawsze powstaje pewna bardzo matla ilos¢ nosnikow, gdyz
elektrony sg przenoszone z pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa

kosztem energii drgan cieplnych — stad niezerowa warto$¢ natgzenia pradu
zaporowego (patrz wykres 1). Ten sam proces mozna wywola¢ odwietlajac zlgcze p-n,
potrzebne jest jednak swiatlo — i tu bez mechaniki kwantowej obejs¢ si¢ nie
sposéb — o dostatecznie maiej dlugosci fali. Fakt ten jest jednym z dowoddw
eksperymentalnych istnienia w pélprzewodnikach przerwy energetycznej — obszaru
energii migdzy wierzcholkiem pasma walencyjnego a dnem pasma przewodnictwa,
ktory jest dla elektronéw zabroniony. Elekiron w pasmie walencyjnym moze
wchlonaé energie kwantu §wietlnego (réwng hv, gdzie h = 6,63 - 10727 erg. sek
jest stalg Plancka, a » — czestoscig fali swietlnej) wtedy, kiedy jest ona
wystarczajaco duza, by przenie$¢ go do pasma przewodnictwa, a wigc wigksza

od szerokoSci przerwy energetycznej.

Bardzo to pigkne — powiedzg zwolennicy konkretow, ale

JAK SIE TO OBJAWIA PRAKTYCZNIE?

Przez wzrost natg¢Zenia pradu zaporowego przy o$wietleniu (patrz wykresy 1 i 2).
Fotodioda rézni si¢ od zwyklej diody tylko tym, ze jej konstrukcja umozliwia
doprowadzenie $wiatla do obszaru zigcza. Aby skonczy¢ z gotostownoscia
zabierzmy si¢ do do§wiadczen. Najtatwiej bedzie to sprawdzi¢ dysponujac
mikroamperomierzem. £aczymy prosty obwdd (rys. 3) — uwaga na bieguny!

i o$wietlamy fotodiodg np. zaréwka — natgzenie pradu w kierunku zaporowym
roénie. W tym miejscu wigkszos¢ Czytelnikow nie posiadajacych
mikroamperomierza zaprotestuje: Z takim wydatkiem si¢ nie liczylisSmy! Nic
strasznego. Wiele ciekawych eksperymentow przed nami, jeZeli tylko dysponujemy
radiem z wejsciem adapterowym. Domyslacie si¢ juz, ze ich tematem bedzie

ZAMIANA SWIATLA NA DZWIEK

Aby uzyska¢ silne wahania napigcia na fotodiodzie pod wplywem $wiatta
zestawiamy obwad skladajacy si¢ z bateryjki 4,5 V, fotodiody i opornika rzedu
300 k@ (rys 4). Natezenie pradu w obwodzie (jest to prad zaporowy fotodiody)
wahajac si¢ przy zmianach oswietlenia spowoduje zmlany naplqcm na oporniku R
zgodnie z prawem Ohma: U = /R. Wartos¢ R musi by¢ wigc mozliwie duza
(napigcie jest do niej proporcjonalne), nie na tyle jednak aby decydowa¢

o nate¢zeniu pradu w obwodzie. W praktyce dobieramy ja doswiadczalnie tak,
aby otrzyma¢ najsilniejszy efekt (na przyklad prébujgc 100 k€2, 300 k€2 i 500 k£2).
Jeszcze jedna wazna uwaga: obwdd powinien byé ekranowany (przynajmniej
fotodioda, opornik i przewdd laczacy je z radiem) co mozna zapewni¢
umieszczajac go w metalowym pudeltku polaczonym z masg uktadu. Najprostszym
doswiadczeniem bedzie teraz wystawienie fotodiody na swidtlo zardwki zasilanej
z sieci — w glo$niku uslyszymy buczenie o czestotliwosci 100 Hz, co odpowiada
czestosei zmian temperatury wldkna zaréwki. Oczywiscie jesli uzyjemy latarki
kieszonkowej, buczenia nie uslyszymy — jesli jednak postukac w latarke nawet
palcem, slyszy si¢ zaskakujgco melodyjny dzwigk pochodzacy od drgan widkna
zaroweczki.
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Rozmiary ,,punktu’’ $wietlnego powinny byc
rzgdu odleglosci migdzy rowkami (~ 0,1 mm).

«— do radia

do la
baterii piyt
Rys. §
fotodioda
Rys. 6

=

Sprostowanie

Mgr in2. Ryszard Piasecki z¢ Szczecina
zwrocil nam uwage na bigd w rozwigzaniu
zadania F 25 w ,,Delcie’" 1/76. Mianowicie

s ]Tk__ rdwna sig oczywiscie —2 ) H , u nie

- -]1— |-'..f'i' . Blad jest drobny, niestety ma

powainiejsze kbmekwcncje. Wazor (3)
‘powinien teraz mie¢ postaé:
f 2
= -g: (ln t'uin:'.f'. - 2:) i w warunkach
podanych w zadaniu r — o,

Jedynie dla

-z:—'- < | zbiornik napelni si¢ w skonczonym
- fe

Cxasie, przy czym zawsze! > (5. Przepraszamy.

Ji =,J'Alf,\ = gl

Zabawny eksperymcnt mozna tez wykonac z adapterem i plyta.

Po wprawremu adaptera w ruch ogniskujemy $wiatto zaréweczki w maly punkt
na plycie i ,,patrzymy’’ na niego fotodlodq (rys. 5). W gloéniku stycha¢ dzwieki,
w ktdrych w zaleznosci od precyzji wykonania doswiadczenia oraz zasobu dobrej
woli mozna latwiej lub trudniej rozpoznaé¢ muzyke nagrana na plycie.

Na zakonczenie dla nieco bardziej zaawansowanych majsterkowiczéw urzadzenie
specjalne, w ktérym

FOTODIODA LAPIE ZLODZIEJA

No, moze nie dostownie, ale w kazdym razie pomaga. W przejsciu, ktdrego nasza
dioda ma pilnowad, ustawiamy ja naprzeciwko latarki skierowanej na nia (rys. 6).
Zestawiamy obwdd z fotodiody, dwdch trafizystoréw i czutego przekaznika P
(rys. 7), ktory w chwili zastonigcia wiazki §wiatla wigcza dzwonek alarmowy.
Jezeli nasza instalacja alarmowa ma dziata¢ nieco dtuzej, lepiej zasila¢ zaréweczke
latarki z transformatorka dzwonkowego zamiast z bateryjki. Ten sam obwdd

z fotodiodg — juz bez udziatu latarki mozZe tez stuzy¢ na przyktad do
automatycznego zapalania $wiatta w pokoju z nastaniem zmierzchu.

Licze na Wasza inwencj¢ w znajdowaniu innych zastosowan fotodiody.
Powodzenia w pracy!

Rozwiazanie zadania F 33
Réwnoczesna rejestracja fotonu w obu detektorach moze byé wynikiem jednego z nastepujacych procesow:
I. Folon ze zrédla A wpada do detektora |, inny foton z tego zrodla wpada do detektora 2,
2. Folony wyslane przez zrodlo B rejestrowane s w obu detektorach 11 2,
3. Foton wyslany z A wpada do 1, wyslany z B wpada do 2,
4. Odwrotnie niz 3 (tzn. z A do 2, z B do 1).
Procesy 1 i 2 mozna w zasadzie odrézni¢ od siebie oraz od 3 i 4 (np. wylgczajac lub zaslaniajge jedno ze zrodel)
natomiast przypadki 3 i 4 s3 nieodréznialne. Amplitude / zdarzenia ,,skladajgcego si¢’’ z dwu zdarzen o amplitudach
odpowiednio f, i f; zapisujemy w postaci
S=fy Sy

Zatem poszczegdlnym procesom prowadzgcym do jednoczesnej rejestracji fotondw w obu detektorach odpowiadaé
beda nastgpujace amplitudy:

o S
Lfl=fp fa,
2./*=/B, /B,
3. )‘“ fA “B
8.f4=fa, /B,
Poniewaz procesy | i 2 s3 odroknialne, 3 i 4 — nie, wige prawdopodobienstwo koincydencji ma postaé
Pxoine = '”il'*' P22 l'"“"“i)
(tzn. dodajemy prawdopodobicnstwa proceséw odréznialnych, amplitudy — dla proceséw nieodréinialnych). Postaé
poszczegdlnych amplitud latwo napisaé patrzge na rysunek przy zadaniu

ik(Ry+ R3),

£ _,('BI B .= clelk(Ry+ Ry)

F2=fa S8, = ceBkR,

f4 :f}\;’rﬁ; = t.zzz.iufr.R;1

Protac = [ T2 4 2[4 (3414 (F 454 =2|c]* +|c|*[2+ 2K (R =Ry ) 4 = 2ik(R: —R))],

Korzystajgc z faktu, ze el® £ e—1X _ 2c0sx mozemy to zapisaé w postaci Pyoine = 2[¢|*[24 cos2k (R, ~ R,)].
Jeteli R 3 D oraz R ¥ d, to rédinice obu promieni moZemy wyrazié nastgpujgco

ST T y 1 {D-4\’
n.=‘|/;tf.i-(o--d}—a]/|+ 2R)~RI S
P 7 (D+d 2 [ I (nm)’]
/ 2 1 = M- -~ i
l. R+ y (D+d) R'l, 1+ 3R ~ R+ > \ 38 .
d- D
R,—R, >~ 2R

Ostatecznie wzdr na prawdopodobienstwo koincydencji przybierze postad

~d- D
Proine = 2|c|* [2+:os i e
R
Wystarczy teraz rozsuwajac oba detektory znale#é takie dwa ich polozenia, przy ktorych Pyoinc (a zatem i liczba
rownoczesnych zliczen na jednostkg czasu) jest takie samo. Wowczas:
2xR
k(s ~dy) "
Jeieli powy#sze rozumowanie zastosowac do pojedynczej gwiazdy, tzn. rozwazyé pary punktéw na powierzchni
emitujgce promieniowanie (swictlne lub radiowe), Lo okazuje si¢, e po odpowiednim wysumowaniu (wycalkowaniu)

kd:D  kdyD

I3 R =, skad D=

po wszystkich parach punktow, uwzgledniajac jednoczesnie fakt, 2e emitowane promieniowanie nie jest
monochromatyczne — otrzymamy zwigzek migdzy prawdopodobienstwem koincydencji przy réznych odleglosciach
wzajemnych detektordow, a rozmiarami gwiazdy.

Ten sposdb pomiaru rozmiaréw gwiazd zostal zaproponowany i wykorzystany przez Hanbury, Browna i Twissa

w polowie lat 50-tych naszego stulecia (,,Nature™ 178 (1956), 1046).
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