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Logika kwantowa

r..

Pro! dr Iwo BIALYNICKI

W popularnych opracowaniach na temat fizyki kwantowej zwyklo sie
rozpoczynac wywody od opisu zadziwiajacych doswiadczen, z pomoca których
odslaniaja fizycy tajemnice swiata atomowego. W opisach tych roi sie od poteznych
akceleratorów, strumieni niedostrzegalnych czastek pedzacych z predkoscia
swiatla, rozbijanych jader atomowych i innych, trudnych do wyobrazenia zjawisk.
Kladac nacisk na niezwyklosc zdarzen zachodzacych w swiecie czastek atomowych,
porywamy co prawda wyobraznie czytelnika, sluchacza czy widza, ale
pozostawiamy nieco w cieniu ogrom twórczej mysli ludzkiej tkwiacej we
wspólczesnej fizyce atomowej.
Dzis chcialbym pokazac fizyke atomowa przez pryzmat teorii naukowej.
Czym jest jednak teoria?
Wybitny fizyk Leopold Infeld dal kiedys taka odpowiedz na to pytanie:
"Teoria naukowa jest próba, jest usilowaniem stworzenia obrazu otaczajacej nas
rzeczywistosci. Obejmuje ona wezszy lub szerszy zakres faktów i praw
doswiadczalnych, na który sie teoria ta rozciaga, wprowadzajac w nie lad
i porzadek. Nauka nie jest bowiem zbiorowiskiem praw i rupieciarnia faktów.
Teoria wiaze je mysla wspólna, stwarza obraz rzeczywistosci, z którego fakty owe
wynikaja na drodze rozumowania logicznego".
Wybralem te wypowiedz, bo jest w niej mowa o logicznym rozumowaniu, a prawa
logicznego rozumowania, obowiazujace w swiecie atomowym, sa równie
zadziwiajace jak i zjawiska, których dotycza.
W fizyce klasycznej, przed powstaniem teorii kwantowej, obowiazywaly reguly
rozumowania logicznego sformulowane po raz pierwszy juz przez Arystotelesa.
Jednym z fundamentów tej klasycznej logiki jest zasada okreslona przez Rzymian
jako tertium non datur, co w swobodnym przekladzie na jezyk polski znaczy:
"na dwoje babka wrózyla". Matematycy nazywali taki system logiczny logika
dwuwartosciowa. W systemie tym kazde zdanie majace sens jest albo prawdziwe,
albo falszywe. Popularny zwrot "wóz albo przewóz" dobitnie obrazuje powszechne
stosowanie przez nas wszystkich wlasnie tej dwuwartosciowej logiki. Hamlet
równiez nie rozwazal wiecej niz dwóch mozliwosci, wybierajac tylko miedzy "byc
albo nie byc" ...
Dwuwartosciowa logika powstala w wyniku obserwacji zjawisk dostrzegalnych
bezposrednio zmyslami. Oparte na niej wnioskowania nigdy nas nie zawodza
w tym wlasnie zakresie zjawisk. Przekonanie o powszechnej stosowalnosci praw tej
logiki bylo tak przemozne, ze bez wahania zaczeto ja stosowac równiez
w rozumowaniach dotyczacych nowo odkrywanych na poczatku naszego stulecia
zjawisk atomowych. Atomy i ich skladniki sa tak male, iz nie obserwujemy ich
nigdy bezposrednio i dlatego rozciagniecie logiki klasycznej na ten nowy zakres
zjawisk okazalo sie ryzykowne.
W latach dwudziestych bylo juz wiadomo, ze w swiecie atomowym obowiazuja
inne niz w zyciu codziennym prawa rozumowania. Koniecznosc wprowadzenia
innej logiki najdobitniej wynikala z odkrycia w roku tysiac dziewiecset
dwudziestym siódmym, przez Heisenberga, zasady nieoznaczonosci. Zasada ta
przetlumaczona na jezyk logicznych regul glosi, ze czastki atomowe "uznaja" nie
dwie, lecz trzy mozliwosci. Ta trzecia jest... stan nieokreslony, cos posredniego
miedzy "tak" i "nie". System logiczny zawierajacy oprócz prawdy i falszu takze
"nieokreslonosc" nazywamy logika trójwartosciowa. Warto wiedziec, ze na siedem
lat przed odkryciem Heisenberga dwaj polscy logicy Lukasiewicz i Tarski
wskazywali na mozliwosc wprowadzenia takiej logiki.
Ze wzgledu na zastosowanie w teorii kwantowej, logike trójwartosciowa nazywa
sie tez logika kwantowa, podobnie jak dwuwartosciowa nazywalismy logike
klasyczna. Zilustrujmy róznice istniejaca miedzy nimi na prostych przykladach.
Ziarnko piasku moze byc w pudelku od zapalek lub moze w nim nie byc. Elektron
natomiast moze byc w pewnym obszarze przestrzeni, moze tam nie byc, albo tez
polozenie jego jest nieoznaczone. Ta trzecia mozliwosc w logice kwantowej, owa
nieoznaczonosc, jest istotnie rózna od prawdy i falszu. Nie oznacza ona bowiem
tylko naszej niewiedzy. Gdy pudelko jest zamkniete, to mozna sie wahac, czy
ziarenko piasku jest w srodku, czy go tam nie ma, ale wiemy, ze tylko jedna z tych
dwóch mozliwosci wchodzi w rachube. W przypadku elektronu trzecia mozliwosc
jest równie rzeczywista, jak dwie pozostale.
W zadnej innej - poza teoria kwantowa - dziedzinie nauki nie odkryto dotad
zalamania klasycznych regul rozumowania. Teória kwantowa zajmuje wiec

I



wyjatkowa pozycje wsród wszystkich galezi nauk przyrodniczych. Motna chyba
zaryzykowac twierdzenie, te jej stworzenie bylo najwieksza z dotychczas
~okonanych rewolucji w nauce, gdyt jej implikacje siegaja najglebiej, do samych
podstaw teorii naukowej, którymi sa reguly rozumowania logicznego.
Tak mocne podkreslenie odrebnosci teorii kwantowej mote wywolac zrozumiale
zdziwienie sluchaczy: Przeciet caly otaczajacy nas swiat zbudowany jest z atomów!
Jak to jest wiec motliwe, te inne prawa sa "obowiazujace" dla calosci, a inne dla
jej czesci skladowych?
Zródlem tej pozornej sprzecznosci jest trudna do wyobratenia mnogosc atomów
w kaMym dostrzegalnym skrawku otaczajacej nas substancji. Gdyby np. atomy
zelaza skladajace sie na glówke szpilki rozsiac równomiernie po calej Polsce, to na
kaMy centymetr kwadratowy powierzchni naszego kraju przypadlby tysiac
atomów. Otót zjawiska bezposrednio obserwowane powstaja przez nalozenie sie
ogromnej liczby zjawisk elementarnych, wywolanych przez pojedyncze atomy. To,
co sie dzieje z jednym atomem, nie odgrywa znacznej roli; wazne jest to, co sie
dzieje z wiekszoscia atomów w dostrzeganym przez nas swiecie; wy*puja nowe
prawidlowosci. Prawa rzadzace takimi zbiorowiskami maja charakter statystyczny,
bo wyznaczaja tylko najbardziej prawdopodobne zachowanie sie obiektów.
Pojecie prawdopodobienstwa jest wlasnie kluczem do zrozumienia zwiazku miedzy
logika kwantowa i logika klasyczna.
Logika klasyczna jest przyblizeniem logiki kwantowej, ale wynikajace z tego
przyblitenia ewentualne odstepstwa, w swiecie postrzegalnym bezposrednio
zmyslami, sa nieslychanie malo prawdopodobne, ledwie mozliwe do zauwazenia.
Posluzymy sie znów przykladem ziarnka piasku i pudelka od zapalek. Owa trzecia,
kwantowa motliwosc, czyli nieoznaczone polozenie ziarnka - ani w pudelku, ani
poza nim - nie wystepuje prawie nigdy. Slowo "prawie" oznacza w tym
przypadku, ze liczba wszystkich ziarenek piasku na Ziemi i czas istnienia
cywilizacji na naszej planecie sa wspólmiernie male, tak te nie istnieje szansa
zaobserwowania takiego wlasnie, konkretnego odstepstwa od klasycznej logiki.
Dlatego w zastosowaniu do wszelkich naszych bezposrednich obserwacji w zakresie
poznanych dotad zjawisk mozemy ja traktowac jako przyblizenie idealne.
Motna snuc jednak fantastyczne przypuszczenia na temat istnienia wspomnianych
juz odstepstw od logiki klasycznej w dziedzinie zjawisk, które dopiero zaczniemy
dokladniej poznawac. Nie mam tu na mysli zjawisk noszacych miano
"nadprzyrodzonych". Chodzi mi raczej o takie zjawiska, co do których istnienia
nie ma watpliwosci, jak np. zycie czy swiadomosc ludzka. Byc moze wyjasnienie
tych fascynujacych zagadek bedzie wymagac równie radykalnych zmian w regulach
myslenia, jakich wymagalo wyjasnienie zjawisk atomowych.

«Mlody Matematyk» - czasopismo dla mlodziezy szkolnej

Mgr Wladyslaw DUBIEL
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HOK I ll:4llU.t 'OJ:" I'tlR. :s W latach 1930-1932 wychodzilo w Poznaniu czasopismo matematyczne «Parametr», poswiecone
nauczaniu matematyki. W styczniu 1939 r. czasopismo to zostalo reaktywowane i wychodzilo do
wybuchu drugiej wojny swiatowej.
Bylo to pierwsze tego typu czasopismo w Polsce. Zalozycielem i redaktorem byl Antoni Marian
Rusiecki, zas wspólredaktorem Stefan Straszewicz. Ich wspólpracownikami byli czolowi
matematycy i nauczyciele matematyki szkól róznych typów.
W czasopismie pojawialy sie dosc regularnie pewne stale dzialy. Jednym z nich byl dzial dla
mlodziezy szkolnej. W 1931 r. wzbogacono pismo dodatkiem «Mlody Matematyk» o wyraznie

zarysowanej autonomii. «Mlody Matema~yk» przeznaczony byl dla uczniów gimnazjów i zakladów
ksztalcenia nauczycieli. Od stycznia 1931 do grudnia 1932 r. ukazalo sie 10 zeszytów.
Przeglad zawartosci dzialów dla mlodziezy «Parametra» oraz «Mlodego Matematyka» wskazuje,
ze redaktor do wspólpracy pozyskal niektórych wybitnych matematyków, miedzy innymi
Hugona Steinhausa i Alfreda Tarskiego oraz nauczycieli matematyki pracujacych w szkolach.
Wystarczy wymienic tutaj takie nazwiska, jak Stefan Kulczycki, Wladyslaw Wójtowicz, Adam
Zarzecki. Znaczna czesc artykulów dla mlodziezy opracowal redaktor A. M. Rusiecki.
Czasopismem «Mlody Matematyk» zywo interesowali sie uczniowie, o czym swiadczy liczba
nadeslanych rozwiazan zadan w ramach nieustajacego konkursu. «Mlody Matematyk»
zamieszczal równiez artykuly, których autorami byli uczniowie, Do takich naleza Marek Katz­
autor artykulu O nowym sposobie rozwiazywania równan trzeciego stopnia (<<Parametr», nr 4-5)
iBronislaw Bajrach - autor opracowania Tablice do permutacyj (<<Parametr», nr 8-10). Zarówno
w «Parametrze», jak tez w «Mlodym Matematyku» spotykamy artykuly wykraczajace poza czysta
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matematykco, opisujace male i wielkie odkrycia, a równiez drobne fakciki podpatrzone w zyciu.
Wsród artykulów poswieconych wybranym zagadnieniom z arytmetyki i algebry oraz geometrii
warto wymienic A. M. Rusieckiego Algebraiczna metoda rozwiazywania zugadnien i Zagadnienia
niedostatecznie sprecyzowane, Kazimierza Cwojdzinskiego Kilka slów o ciagach, Wladyslawa
Wójtowicza Sposoby elementarne wyznaczania maximumfunkcji i Jak Ceva znajdowal twierdzenia

geometryczne za pomoca statyki (Giovanni Ceva - znakomity matematyk wloski, zyjacy w latach
1648-1734), Alfreda Tarskiego O stopniu równowaznosci wielokatów i Stefana Kulczyckiego
O najszczelniejszym rozmieszczeniu kul w przestrzeni. Z zastosowan matematyki na szczególna
uwage zasluguje bardzo interesujacy artykul Hugona Steinhausa Longimetr; autor ten w niezwykle
ciekawy sposób opisuje i uzasadnia metode mierzenia dlugosci linii krzywych na przykladzie
litery "S". Godne odnotowania sa równiez: artykul Petre Sergescu (prof. Uniwersytetu w Cluj­
Rumunia) przedstawiajacy zasadnicze rysy matematyki w starozytnosci oraz artykul A. M.
Rusieckiego informujacy o jezyku interlingua. lest to miedzynarodowy jezyk pomocniczy
stworzony przez prof. Giuseppe Peano (matematyk i logik wloski, zyjacy w latach 1858-1932).
W jezyku tym podawalo czasopismo przy koncu kazdego zeszytu swoja zawartosc
W «Mlodym Matematyku» znajdujemy piekne zadania, sa tez rozwiazania zadan pochodzace
od uczniów - czytelników czasopisma. Artykuly, ciekawostki i "sztuczki matematyczne" podane
w "Zapiskach" i w "Kaciku bez tytulu" czyta sie z wielka przyjemnoscia.
Zamieszczony ponizej artykul A. Tarskiego oraz wybrane z róznych dzialów zadania pochodza
z numeru 3,1931, «Mlodego Matematyka».

o stopniu równowaznosci wielokatów

Dr Alfred TARSKI (Warszawa)

1) o ile nam wiadomo. pojecie to
wprowadzil Dr. Adolf Lindenbaum
(Warszawa), który wraz z autorem artykulu
ustalil pewne wlasnosci tego pojecia.

W artykule tym pragne omówic pewne pojecia, nalezace calkowicie do zakresu geometrii
elementarnej, a dotad niemal wcale nie zbadane.
lak wiadomo, dwa wielokaty W i V nazywamy równowaznymi, wyrazajac to wzorem: W __ V,
jezeli daja sie one podzielic na jednakowa ilosc wielokatów odpowiednio przystajacych. Ten
podzial wielokatów równowaznych na czesci przystajace nie jest jednoznaczny: dwa wielokaty
równowazne daja sie podzielic na czesci przystajace w sposób rozmaity zarówno pod wzgledem
liczby, jak i ksztaltu tych czesci. Wyjasnimy to na przykladzie.

5 4
Zarówno rys. l, jak i rys. 2, wykazuja, ze kwadrat o boku a oraz prostokat o bokach "4 a i "5 a
sa sc,bie równowazne, ale ich podzialy na obu rysunkach sa zgola rózne.
W zwiazku z tern spostrzezeniem nasuwa sie w sposób naturalny pytanie: na jaka najmniejsza
liczbe czesci odpowiednio przystajacych mozna podzielic dwa dane wielokaty równowazne?
Zagadnienia tego wlasnie typu pragniemy poruszyc w "Parametrze".
W tym celu przyjmiemy nastepujaca definicje:
Stopniem równowaznosci dwóch wielokatów równowaznych W i V nazywamy najmniejsza liczbe
naturalna n, czyniaca zadosc warunkowi: kazdy z wielokatów W i V daje sie podzielic na n
wielokatów w ten sposób, ze wielokaty, otrzymane z podzialu W odpowiednio przystaja do
wielokatów, otrzymanych z podzialu V.1) - Stopien równowaznosci wielokatów W i V bedziemy
oznaczali symbolem: lS(W, V).
Nalezy tu uczynic pewna uwage. Wyrazowi "wielokat" dogodnie jest nadac w niniejszych
rozwazaniach znaczenie szersze niz to, które jest stosowane w poczatkach nauczania geometrii
elementarnej. Mianowicie, wielokatem w znaczeniu szerszem nazywamy tu figure plaska, która jest
zestawieniem skonczonej liczby wielokatów w pospolitem znaczeniu tego wyrazu. Tak np.
wielokatem w znaczeniu szerszemjest figura, zlozona z prostokatów 2 i 4 na rys. l, lub tez figura,
zlozona z obu tych prostokatów i ponadto czworokata 3 na rys. 2. Zaznaczamy mimochodem,
ze rozszerzenie pojecia wielokata jest niezmiernie uzyteczne w calej teorji równowaznosci
wielokatów: bez tego rozszerzenia wiele rozumowan z tej teorji, spotykanych w podrecznikach
elementarnych, grzeszy brakiem scislosci.
W zastosowaniu do wielokatów w znaczeniu szerszem nastrecza pewna trudnosc poprawne
zdefiniowanie pojecia przystawania. Ograniczymy sie tu do nastepujacego wyjasnienia
pogladowego: dwa wielokaty w znaczeniu szerszem - podobnie jak i wszelkie figury
geometryczne - przystaja, jezeli jeden z nich mozna "nalozyc" na drugi (nie zmieniajac
wzajemnego polozenia skladowych czesci zadnego z nich) w ten sposób, aby sie "pokryly". Tak
np. wielokat, przedstawiony na rys. 3, nie przystaje do wielokata, przedstawionego na rys. 4, ale
jest z nim równowazny.
O stopniu równowaznosci wielokatów wiemy dotychczas bardzo malo. Podamy tu przykladowo
kilka elementarnych wlasnosci tego pojecia.
1. Dla dowolnych wielokatów równowaznych W i V jest

D
Rys. 4

D
Rys . .I

Rys. 2

Rys l

DO
lS(~V) = lS(V,W).

2. Na to, by (j (~V) = l, potrzeba i wystarcza, by wielokaty W i V przystawaly; w szczególnosci,
dla dowolnego wielokata W mamy lS( W,W) = l.
3. Jezeli wielokat W mozemy podzielic na wielokaty W1 i W2, a wielokat V - na wielokaty VI
i V2 w ten sposób, iz W1 -- VI i W2 -- V2, to lS(~V)';;; lS(W1, VI) + (j(W2 , V2).

4. Jezeli W,..., U i V,..., U, to lS(W,V)';;; lS(W,U) ·lS(V,U).
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Wlasnosci 1-3 sa oczywiste. Uzasadnienie wlasnosci 4 równiez nie nastreczy trudnosci tym
z posród Czytelników, którzy uprzytomnia sobie zastosowanie metody t.zn. podwójnej sieci

podzialu do dowodu twierdzenia, w mysl którego dwa wielokaty, równowazne trzeciemu, sa sobil
równowazne.

Dla sfomulowania nastepnej wlasnosci potrzebne jest pojecie srednicy wielokata.
Srednica wielokata W, symbolicznie: a(W), nazywamy naj dluzszy z posród odcinków, laczacych
dwa punkty wielokata W. Latwo okazac, ze kazdy wielokat posiada srednice (moze byc wiele
srednic przystajacych).
5. Jezeli W i V sa to wielokaty równowazne, przyczem W jest wielokatem wypuklym, to

a(W)

ó(W,V);?; a(V)

Dowód. Zastosujmy rozumowanie apagogiczne. Przypuscmy mianowicie, ze wbrew tezie
twierdzenia 5

(1)
a(W)

ó(»':V) = n< a(V) .

'Yynika stad natychmiast, ze
a(W)

(2) a(V)< -n-'
Zgodnie z okresleniem srednicy, w wielokacie W znalezc mozna dwa takie punkty Ao i An, które
sa koncami srednicy a( W). Podzielimy Ao An na n przystajacych czesci, i niech At, A2' .. , An-t

beda to punkty podzialu. Kazdy z odcinków AkAku (gdzie O ..;:; k < n) przystaje do n-ej czesci
srednicy a(W), a zatem wobec (2) mamy: AkAk+t > a(W); wnosimy stad, ze tern bardziej
(3) AkAI > a(V) dla dowolnych róznych liczb naturalnych k i l, zawartych miedzy O i n.
W mysl definicji stopnia równowaznosci, z (1) wynika, ze wielokaty W i V daja sie podzielic
na n czesci odpowiednio przystajacych; niech Wt, W2, ••• , Wn beda to wielokaty, otrzymane
z podzialu W, a VI, V2, ••• , Vn - odpowiednio przystajace do nich wielokaty, otrzymane
z podzialu V.

Jak wiemy, punkty Ao i An naleza do wielokata W; poniewaz W jest na mocy zalozenia
wielokatem wypuklym, wiec wszystkie punkty odcinka AoAn w szczególnosci zas At, A2' ... An-t

naleza do W. W ten sposób w wielokacie W wyrózniamy n+l punktów Ao,At, ... An,

a równoczesnie podzielilismy ten wielokat na n czesci Wt, W2, ••• Wn• Wnosimy stad, ze choc
dwa ze wskazanych punktów naleza do tej samej czesci, np. punkty Ak i Al (k i' l) naleza do
czesci Wm•

Poniewaz wielokaty Wm i Vm przystaja, przeto w wielokacie Vm mozemy oczywiscie znalezc takie
dwa punkty Bk i Bl, ze odcinek BkBt przystaje do odcinka AkAI' Punkty Bk i B!, nalezac do Vm,

naleza tern samym do V, wobec czego odcinek B.Bt nie moze przekraczac srednicy wielokata V.
Zastepujac BkBI odcinkiem przystajacym AkA!, otrzymujemy wzór
(4) AkAt ..;:;a(V), gdzie k i l sa to dwie rózne liczby naturalne, zawarte miedzy O i n.
Wobec jawnej sprzecznosci miedzy (3) i (4) musimy odrzucic przypuszczenie (1) i uznac
twierdzenie za udowodnione.

Twierdzenie 5 mozna uogólnic, zastepujac warunek: "W jest wielokatem wypuklym" warunkiem:
"Wjest wielokatem spójnym" (t.zn. wielokatem takim, ze dwadowolnejego punkty daja sie
polaczyc lamana, której wszystkie punkty naleza do tego wielokata). Dowód uogólnionego
twierdzenia, wymagajacy nieznacznej modyfikacji w dowodzie pierwotnym, pozostawiamy
Czytelnikowi.

Operujac definicja stopnia i'ównowaznosci oraz powyzej podanymi wlasnosciami tego pojecia,
mozna przystapic do badania stopnia równowaznosci w odniesieniu do róznych konkretnych par
wielokatów równowaznych. Naogól potrafimy dla stopnia równowaznosci kazdej poszczególnej
pary wielokatów podac jedynie pewne ograniczenia z góry i z dolu.
Ograniczenia z góry uzyskujemy natychmiast w tych przypadkach, gdy mamy rysunek, ustalajacy
równowaznosc wielokatów W i V przez rozklad na czesci odpowiednio przystajace: jezeli
w kazdym z nich liczba czesci jest n, to na mocy definicji stopnia równowaznosci bedziemy mieli

ó(»':V)";:; n.
Ponadto przy ustalaniu ograniczenia z góry mozemy niekiedy posilkowac sie wlasnosciami 3 i 4.
Jesli chodzi o ograniczenia z dolu, mamy tu przedewszystkiem trywjalne ograniczenie:
ó( »': V) ;?; 2, które na mocy wlas~osci 2 zachodzi dla dowolnej pary wielokatów W i V

równowaznych, ale nie przystajacych. Znacznie trudniej jest uzyskac mocniejsze ograniczenia
z dolu; mamy tu narazie do dyspozycji tylko wlasnosc 5.
W niektórych tylko przypadkach udalo sie uzyskac ograniczenie z dolu, pokrywajace sie
z ograniczeniem z góry, przez to samo - wyznaczyc dokladnie stopien równowaznosci
wielokatów.
Podamy tu kilka przykladów.
A. Niech Wi V beda to odpowiednio kwadrat i prostokat z rys. l lub 2. Rys. 1 daje:
ó(W,V) ~ 5, natomiast z rys. 2 otrzymujemy mocniejsze ograniczenie: (W,V)..;:; 3. Na mocy
wlasnosci 2 mamy: ó(»,:V);?; 2; wlasnosc 5 w tym przypadku lepszego ograniczenia nie daje.
Ostatecznie wiec 2 ~ ó(w, V) ..;:;3. Kwestia, która z liczb 2 i 3 jest wartoscia ó(»,: V), pozostaje
otwarta.
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Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

') Por. dowody obu tych twierdzen
w podreczniku WI. Wojtowicza. Zarys
geometrii elementarnej, wyd. VI, § 177 oraz
§§ 191 i 192 (przez analize dowodu drugiego
z tych twierdzen uzyskalismy podany powyzej
rys. 2).

S l
B. Niech V bedzie prostokatem o bokach 4' a i '5 a (jak w poprzedpim przykladzie), a U -

S 2
prostokatem o bokach T a i '5a. Rys. S daje: c5(U, V) ~ 2. Poniewaz z drugiej strony na mocy

wlasnosci 2 (lub S) mamy: c5(U,V) ~ 2, wiec ostatecznie otrzymujemy: c5(U,V) = 2.
e. Niech fv, V. U beda to figury, opisane w przykladach A i B. Na mocy wlasnosci 4 mamy:

c5(W,U) ~ c5(fv,V)' c5(U,V);

jak okazalismy w A i B, c5(W,V) ~ 3, a c5(U,V) = 2; zatem c5(fv,U) ~ 6. W tym jednak
przypadku zamiast stosowania wlasnosci 4 lepiej jest oprzec sie bezposrednio na rys. 6, który
daje: c5(W,U) ~ 4.
Z uwagi na wlasnosc 2 mamy ostatecznie: 2 ~ c5(fv,U) ~ 4. Kwestia wyznaczenia dokladnej
wartosci c5(W, U) znowu zostaje otwarta.

l
D. Niech W bedzie kwadratem o boku a, V - prostokatem o bokach 3a i Ta.
Z rys. 7 widac, ze c5(W,V) ~ 3. Z drugiej strony, stosujac wlasnosc S, otrzymujemy:

O'(V)

c5(W,V) ~ O'(W)

.•/82Jak latwo widziec, srednicami prostokatów sa ich przekatne; wobec tego: O'(V) = V '9' a,

..• /41I1(W)=y2'a,azatemc5(W,V)~ V 9'>2.
Poniewaz c5(fv,V)jest liczba naturalna, wiec nierównosc: c5(fv,V) > 2 zastapic mozna nierównoscia:
,)(fv,V) ~ 3. Ograniczenia zgóry i zdolu pokrywaja sie, wobec czego mamy: (fv,V) = 3.
Na tych przykladach poprzestajemy.
Nawiazujac do pierwszego zdania w niniejszym artykule, powtarzamy raz jeszcze, ze w tym dziale
geometrji elementarnej niemal wszystko pozostaje jeszcze do zrobienia. Nasuwa sie tu caly szereg
wdziecznych tematów do opracowania, z posród których wysuniemy nastepujacy.l
Niech Q bedzie kwadratem o boku a, P zas - prostokatem o bokach X· a i x .a, gdzie x jest
dowolna liczba rzeczywista dodotnia. Wielokaty Q i P sa oczywiscie rÓwnowazne. Jak latwo sie
zorientowac, stopien ich równowaznosci jest funkcja x; bedziemy go oznaczali symbolem ,,.r(x)".
kladziemy zatem:

c5(Q,P) = T(X).

Tematem, którego opracowanie goraco polecalibysmy, byloby dokladne zbadanie funkcji T(X).

Niektóre ze znanych nam wlasnosci podamy w nastepujacych twierdzeniach.
l. Funkcja T(X) jest okreslona dla wszelkich liczb dodatnich ijako wartosci przybiera wylacznie

liczby calkowite dodatnie.

II. T(X) = T ( ; ) dla dowolnego x > O.

Sa to bezposrednie konsekwencje definicji funkcji T(X) oraz definicji stopnia równowaznosci.
Oznaczajac symbolem "E(x)" najmniejsza liczbe calkowita n niemniejsza od danej liczby
rzyczywistej x (a zatem sprawdzajaca wzór: n-l < x ~ n), mamy dalej:

III. T(X) ~ E( Y XZ -l) +2 dla dowolnego x ~ l.
Dowodu powyzszego twierdzenia nie bedziemy przytaczali; zaznaczymy jedynie, ze dowód ten
mozna uzyskac, analizujac dowody dwóch znanych twierdzen z teorii równowaznosci wielokatów,
a mianowicie l) twierdzenie o równowaznosci dwóch równolegloboków, których podstawy
i wysokosci odpowiednio przystaja. 2) twierdzenia, w mysl którego kwadrat, zbudowany na
przyprostokatnej dowolnego trójkata prostokatnego jest równowazny prostokatowi, zbudowaneml
z przeciwprostokatnej oraz z rzutu rozwazanej przyprostokatnej na przeciwprostokatna').
Proponujemy Czytelnikowi podanie dokladnego dowodu omawianego twierdzenia lub
przynajmniej kilku jego szczególnych przypadków, jak

T (l ~) ~ 3, T (2 ~) ~ 4, T (yIO) ~ S.

Twierdzenie III ustala pewne ograniczenie górne dla funkcji T(X). W tych przypadkach, gdy x
jest liczba wymierna, daja sie uzyskac inne, czestokroc mocniejsze ograniczenia dla rozwazanej
funkcji, przyczem - w przeciwstawieniu do twierdzenia III - przy ustalaniu tych ograniczen
nie trzeba sie uciekac do podzialu prostokatów na figUry, nie bedace prostokatami. Pomijajac tu
przypadek ogólny, podamy nastepujace latwe twierdzenie:
IV. T(n) ~ n dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.

Wynika to z nastepujacej uwagi: kwadrat o boku a mozna podzielic na n przystajacych
1

prostokatów o bokach a i 11 . a, z których nastepnie daje sie ulozyc prostokat o bokach n' a
l

i 11' a (por. ,rys. 7 dla n = 3).
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Rozwiazanie zadania F 16'

W zadaniu rozwazamy reakcje: Te +p - N +
+ k . 1t gdzie Tt, p, N sa symbolami pionu,
protonu i nukleonu, natomiast k oznacza
maksymalna liczbe pionów, jaka mozna
wytworzyc przy ustalonej energii nadlatujacego
pionu.
W zderzeniach czastek elementarnych
obowiazuja pewne z.asady zachowania. Zasada
zachowania energii i pedu jest Wam doskonale
znana. Innymi wielkosciami scisle
zachowywanymi w zderzeniach sa miedzy
innymi liczba barionowa B oraz ladunek
elektryczny. Barionami (B = I) sa na
przyklad proton i neutron, natomiast dla
pionów liczba barionowa równa sie zero.
W rozwazanej reakcji liczba barionowa jest
zachowana, bowiem równa sie l przed i po
reakcji. Równiez zasada zachowania ladunku
nie narzuca zadnych ograniczen przy
rozwiazywaniu postawionego problemu,
poniewaz piony wystepuja w trzech stanach
ladunkowych (+, O, -). Ograniczenia liczby
produkowanych czastek wynikaja wiec jedynie
z zasad zachowania energii i pedu.
Oczywiscie obie te zasady musza byc
spelnione jednoczesnie.
Przebieg reakcji mozemy analizowac
w róznych ukladach odniesienia. Najbardziej
naturalnym jest dla nas uklad bezposrednio
zwiazany z nami, obserwatorami, czyli tzw.
uklad laboratorium.
lednakze po.tawiony problem bynajmniej nie
rozwiazuje sie naj prosciej w takim ukladzie
odniesienia. Mianowicie nie mozna calej
energii czastek przed reakcja zamienic tylko
w masy spoczynkowe produkowanych czastek,
Nadlatujacy pion posiada pewien ped i taki
sam wypadkowy ped musza posiadac czastki
po reakcji. Ale jak rozlozyc ten ped pomiedzy
tyle czastek wtórnych (16 lub wiecej), aby jak
najmniej energii poczatkowej zamienilo sie
w energie kinetyczna powstalych czas.tek,
a jak najwiecej w ich masy spoczynkowe?

A moze latwiej rozwiazac zagadnienie
poslugujac sie innym ukladem odniesienia
Zastanówcie sie. Rozwiazanie zadania
kontynuujemy na str, 14

.•/x4-t1V. T(X);;' JI -2x2 dla dowolnego x > o.

Latwy dowód tego twierdzenia opiera sie na wlasnosci S stopnia równowaznosci (por. podany
powyzej przyklad D).

Ograniczenia dolnego dla funkcji T(X), ustalonego w ostatnim twierdzeniu, nie potrafimy dotad
w istotnej mierze wzmocnic. Pewne wzmocnienie, pozbawione jednak wiekszego znaczenia
przedstawia nastepujacy wzór, który podamy tu bez dowodu

/-~
T(X) ;;. l' 2X2-1 dla x;;. l.

Jako bezposredni wniosek z twierdzenia V zanotujemy wreszcie:
VI. T(X) -+ + 00 gdy x -+ + 00.

Przy pomocy powyzszych twierdzen mozemy obliczyc wartosci funkcji T(X) dla pewnych,

nielicznych zreszta wartosci argumentu. Tak wiec mamy: TlI) = l, T(2) = T ( ~ ) = 2

i T(3) = T (+ )= 3 (jesli chodzi o ten ostatni wzór, por. przyklad D). Nieco inna metoda mozna

wykazac, ze T (4) = T (+) = 4; uzasadnienie tego wzoru pozostawiamy Czytelnikom.
Natomiast ustalenie wartosci funkcji T(X) dla innych wartosci x, i to nawet dla wartosci
calkowitych (x ;;. S), wciaz jeszcze nastrecza trudnosci. W szczególnosci nie potrafimy dotad
udowodnic nastepujacego twierdzenia, które wydaje sie nader prawdopodobne:
T(n) = n dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.
Jako inny przyklad nieudowodnionego dotad a prawdopodobnego twierdzenia przytoczymy
nastepujace zdanie:

1
T(X);;' 3 dla dowolnego x dodatniego, róznego odT' 1 i 2.

Zdanie to w zestawieniu z twierdzeniem III pozwoliloby obliczyc wartosci funkcji T(X) dla
nieskonczenie wielu wartosci argumentu, mielibysmy bowiem: T(X) = 3 dla kazdego x,

1

sprawdzajacego nierównosci: V2 ~ x ~ y'2 i x =I 1.
Z uwag powyzszych wynika jasno, ze od dokladnej znajomosci przebiegu funkcji T(X) jestesmy
w chwili obecnej bardzo jeszcze dalecy.
Redakcja zacheca Czytelników do nadsylania wyników dalszych rozwazan na tematy, poruszone
w powyzszym artykule.

Wybrane zadania
Zadania zwiazane z artykulem w tekscie

(Nr 169). [... ] Udowodnic nastepujace twierdzenie: Na to, by z kwadratu o boku a mozna bylo
wyciac prostokat o bokach b i d, potrzeba i wystarcza, by bylo badz b ~ a i c ~ a, badz tez

b+c ~ V2a. (A. Tarski, Warszawa).
(Nr 170). [... ] Zastosowac poprzednie twierdzenie do dowodu wzoru

T(4) = 4.
(A. Tarski, Warszawa).

Zadanie maturalne (Województwo Slaskie, gimn. mat. 1928):

Na bilardzie prostokatnym ABCD (AB = a, BC = b) leza dwie kule: jedna w srodku bilardu,
druga w odleglosci p od brzegu AB i w odleglosci q od brzegu BC. Druga kula zostaje uderzona
tak, ze odbiwszy sie pod katem ot od brzegu AB, a nastepnie odbiwszy sie kolejno od brzegów
AD, DC, CB trafia wreszcie w pierwsza kule. Dowiesc, ze

Sa-2q

tgot = 3h+2p'
Obliczyc pole, jakie wycina elipsa 16x2+ 2Sy2 = 1600 z paraboli y2 = 24x.

Zadania rozrywkowe

(Nr 66). Cyfry maskowane. Mamy oryginalne dzielenie: TRZYZERO:ZERO = ZERO
Kazda litera oznacza jakas cyfre, przyczem rózne litery oznaczaja rózne cyfry. Prosimy
odcyfrowac podany zapis, to znaczy wykryc, jakie cyfry sa oznaczone poszczególnymi literami.
(A. M. Rusiecki).
(Nr 178). Jak ojciec obdarowal dzieci? Ojciec rozdal synom 12 obsadek i 18 olówków, a córkom

r<?zdal 30 obsadek i 20 olówków; potem jeszcze rozdal wszystkim swym dzieciom 144 stalówki
i 120 zeszytów, ale okazalo sie, ze dla jednego z synów nie wystarczylo zeszytu, wiec zamiast
zeszytu otrzymal zbywajaca stalówke. Ilu bylo synów i ile córek? (S. Banach, W. Sierpinski,
W. Stozek).

Zadanie fizykalne

(Nr 15). Olowiana kula spadla na ziemie z wysokosci 100 m. Obliczyc, jaki % nabytej energii
kinetycznej zostal w olowiu, jesli wiadomo, ze temperatura jego podniosla sie oSo.
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IGedy Zbyszek mial siedem lat, pojechal po raz pierwszy
na kolonie. Mieszkal tam wraz z innymi chlopcami,
w duzej sali, do której przylegala mala komórka bez okien.
Pewnego razu, bawiac sie w chowanego, ukryl sie Zbyszek
w komórce. Bylo tam oczywiscie ciemno, jedyne swiatlo
dochodzilo z sali przez dziurke od klucza. Nagle Zbyszek
zauwazyl na scianie, naprzeciwko drzwi, jasna plamke
wielkosci kartki pocztowej. Mógl w niej wyróznic dwa
poruszajace sie krazki. Tak go to zafrapowalo, ze
zapomnial o zabawie. Wrócil do sali i opowiedzial o tym
kolegom. Razem próbowali odgadnac, co to bylo. W koncu
Zbyszek domyslil sie, ze to byly glowy kolegów, którzy
siedzieli w oknie. Zeby sie o tym przekonac, kazal im
machac rekami. Zobaczyl wtedy podobne ruchy w plamie
na scianie, ale ... odwrócone. Wygladalo to tak, jakby
chlopcy machali rekami stojac do góry nogami! Zbyszek
byl wtedy za maly, zeby to zrozumiee. Wytlumaczyl to
sobie dopiero pare lat pózniej .

Tajemnicza dziurka od klucza

• " l'

Radze wam zrobic doswiadczenie, które troche
przypomina to, co zaobserwowal Zbyszek. Potrzebna jest
tylko kartka papieru i swieca. W kartce, po srodku,
zróbcie szpilka maly otworek. Zapalona swiece zblizcie do
sciany. Co widac na scianie, gdy kartke z otworkiem
wstawi sie miedzy sciane i swiece? Widac plomien swiecy,
a wlasciwie nie prawdziwy plomien, lecz jego obraz. Jest
on odwrócony, jego czubek jest w dole. W dodatku, kiedy
dmuchamy w prawdziwy plomien, jego obraz wychyla sie
w nasza strone, jakby chcial nas oparzyc. Dlaczego tak
jest? .
Przyjrzyjcie sie rysunkowi. Wiadomo, ze aby na scianie
powstal obraz jakiegos punktu, musi od tego punktu
dotrzec do sciany promien swiatla. Promienie swietlne
dochodzace do sciany od poszczególnych punktów
plomienia krzyzuja sie w otworku. Dlatego obraz czubka
plomienia wypada ponizej obrazu dolnej jego czesci.

mala delta
~~.~~..

Tym z was, którzy lubia troche poeksperymenrowac,
proponuje zabawe w malarza portretów. Niepotrzebny
jest do tego talent plastyczny, przyda sie natomiast spora
puszka (moze byc po "Ince") lub pudelko odpowiedniej
wielkosci, pergamin i gruby koc. W denku puszki nalezy
zrobic maly otworek. Wieczko zdejmujemy i w tym
miejscu przymocowujemy kawalek pergaminu. Z tak
przygotowanym przyrzadem do portretowania wchodzimy
pod koc, wystawiajac tylko scianke z otworkiem. Na
zewnatrz, w niewielkiej odleglosci, siada osoba
portretowana, silnie oswietlajac swoja twarz trzymana
w rece lampa. Na pergaminie powinien powstac obraz
osoby portretowanej, zmniejszony i odwrócony. Wystarczy
go odrysowac i portret gotowy!
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Przyrzad, Ktory opisalismy nosi nazwe ciemni optycznej
(po lacinie camera obscura). Stosowal go i w roku 1519
opisal jego dzialanie wielki artysta i wynalazca wloski,
Leonardo da Vinci. Pózniej ciemnie optyczna stosowali
i inni malarze, miedzy innymi Canaletto, kiedy malowal'
widoki osiemnastowiecznej Warszawy. Ciemnia optyczna
jest podstawowa czescia kazdego aparatu fotograficznego.

Zagadka dla krótkowidzów

Moge zdjac okulary (- 6 dioptrii) i przeczytac naglówki
w gazecie z odleglosci dwóch metrów patrzac przez mala
szparke miedzy palcami reki przylozonej do oka.
Dlaczego?

Zamiast pergaminu mozna umiescic blone fotograficzna,
zmieniajac tym samym przyrzad do portretowania
w aparat fotograficzny. Taki aparat swietnie nadaje sie
do zrobienia na przyklad zdjecia rodzinnego, chociaz
wymaga to sporo hartu ducha zarówno ze strony
fotografa, jak i osób fotografowanych. Nalezy wybrac
piekny, sloneczny dzien, ustawic czlonków rodziny
przodem do slonca i poczekac nieruchomo pare minut.
Nastepnie w ciemnym pokoju wyjmujemy blone,
wywolujemy ja i... patrzymy, czy cos wyszlo. Powodzenia!

~

Sposób na niesforne ulamki'
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- Z tymi ulamkami to zupelnie nic nie wiadomo ­

narzekal po lekcji matematyki Janek. - Na przyklad ~: .
Wyglada nieladnie, w liczniku i w mianowniku strasza
takie duze liczby, ale jak sie dobrze przyjrzec i poskracac:
przez 2, jeszcze raz przez 2, przez 7... , robi sie z niego

calkiem mily ulamek, zwyczajne ~ . Ulamek z malymi
liczbami w liczniku i w mianowniku bardzo latwo

"rozdmuchac". Na przyklad ~ mozna rozszerzyc do ~~:
mnozac licznik i mianownik przez 17. Ale badz taki
madry i skróc olbrzyma, zeby sie zrobil przyjemny
i zgrabny. Skad mam w edziec, ze trzeba licznik
i mianownik podzielic p;rzez 171 O, mam tutaj taki

k l k 1073 Od d' 'b . k ' "
o ropny u ame 1517' go zmy pro uJe go s roclc
i wciaz nie wiem, czy sie da, czy nie.
- A ja mam sposób na twoje ulamki - pocieszal Janka
Andrzej. - Zabierzemy sie do nich zupelnie inaczej,
nie bedziemy na oslep szukali, przez co mozna by skrócic.

Zastanów sie na przyklad, czy mozna skrócic ulamek ~~~ ?
- Chyba nie ... Tak mi sie wydaje, ze nie.
- A dlaczego tak ci sie wydaje?
- No, bo miedzy licznikiem i mianownikiem jest bardzo
mala róznica, tylko 1 - niepewnie powiedzial Janek.



- Bardzo slusznie. Zwróciles uwage na wazny fakt:
jezeli jakies dwie liczby dziela sie przez wspólny dzielnik D,
to ich róznica tez musi sie dzielic przez D. Widac to
dobrze na osi liczbowej.
Duzymi kropkami oznaczylismy liczby podzielne przez D,
a wiec O, D, 2D, 3D, 4D, SD itd. Rysunek pokazuje, ze
róznica dwóch takich liczb tez dzieli sie przez D.
Uzasadnic mozemy to w ten sposób: jesli liczba a dzieli
sie przez D, to a = k· D; jesli liczba b dzieli sie przez D,
to b = m' D. Wobec tego a-b = k· D-m' D =
= (k-m)' D, a to oznacza, ze a-b tez dzieli sie przez D.
Moglibysmy nawet udowodnic takie twierdzenie:
Liczby a oraz b maja taki sam najwiekszy wspólny
dzielnik, co liczby a-b oraz b.

Sk . d . b k'" l k 119
orzystamy z tego tWler zema, ze y s rOCICu ame 136'

Obliczmy róznice 136-119 = 17 i zamiast szukac
najwiekszego wspólnego dzielnika dla liczb 119 i 136
poszukamy go dla liczb 17 i 119. Nietrudno sie domyslec,
ze jest nim 17. Rzeczywiscie, po podzieleniu otrzymamy
136 = 17, 8 i 119 = 17, 7.

Co robimy I Liczby I Najwiekszy wspólny dzielnik .

1073 1517 nie wiemy jeszcze jak i !-- I

1517-1073 = 444

4441073nie wiemy jeszcze jaki
l

I

---
11073-444 = 629

444629nie wiemy jeszcze jaki---I 629-444 = 185
185444nie wiemy jeszcze jakil

I444-185 = 259
185259nie wiemy jeszcze jaki

I
--- 259-185 = 74

74185nie wiemy jeszcze jaki

185-74 = lU

74Ulmozemy spróbowac rozlozyc ...

lU-74 = 37

3774juz sie domyslamy

I

--- -- ---
74-37 = 37

3737wiemy: 37!

Sprawdzmy jeszcze, co sie stanie, gdy wezmiemy do

obliczen ulamek nieskracalny, na przyklad ~~ . Obliczenia
zanotujemy, jak poprzednio, w odpowiedniej tabelce:

-----

I I Najwiekszy wspólny dzielnikCo robimy Liczby

12

17 ?-- -----------._---
17-12 = 5

512 ?

12-5 = 7

57 ?--
--.----- ..,------

7-5 = 2
25 ?

-5-2 = 3
32 ?--

---------._--
3-2 =]

2l 1
-..-.---

Okazuje sie, ze najwieksza i jedyna liczba, przez która
sie dziela i 12, i 17, jest l. Ni'e mozna wiec skrócic

ulamka :~ . Jest on nieskracalny.

Mamy wiec sposób na znalezienie najwiekszego wspólnego
dzielnika liczb 1517 i 1073. Troche liczenia i uproscimy
twój okropny ulamek. Nie powinno nam to zajac nawet
pieciu minut.
Obliczenia i ich wyniki zapisywac bedziemy po kolei
w tabelce. W kazdym nastepnym wierszu tabelki (tam,
gdzie napisalismy "liczby") zamiast liczb z poprzedniego
wiersza wpisywac bedziemy inne dwie liczby: mniejsza
z liczb, które byly wyzej, oraz ich róznice. Liczby beda sie
zmienialy, ale ich wspólny dzielnik bedzie ten sam.
Podziel teraz licznik i mianownik przez 37 (badz spokojny,
na pewno da sie podzielic) i skróc ulamek, nad którym
sie tak dlugo meczyles.
Jesli macie ochote - drodzy Czytelnicy - to skróccie
ulamek Janka. Cierpliwi moga sie przekonac, ze wszystkie
liczby napisane w tabelce przez Andrzeja dziela sie przez 37.

I Dla wszystkich, którzy chcieliby sprawdzic nowa metode
skracania ulamków, przygotowalismy przyklady takich
specjalnych "obrzymów". Przekonajcie sie, ze zwykla
metoda nie latwo bedzie je skrócic:
1139 7387 2501 403
6499' 7921' 2911' 713'

Mala «Delte» opracowali: Przemyslaw Nowicki i Daria Zieminska.
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WIELKOSC FIZYCZNA, KTÓRA RATUJE ZYCIE SKOCZKOM SPADOCHRONOWYM

. I sc' N'SWspólczynmk epko I n wyrazamy w---;n;-

cFj A 1xII fj

v
~

Wielu Z Was domysla sie z pewnoscia, ze bedziemy sie zajmowac lepkoscia,
a szczególnie lepkoscia powietrza. Tak, równiez i powietrze jest lepkie, co mozna
zaobserwowac w wielu sytuacjach. Wprawdzie machajac reka w powietrzu nie
czujemy wielkiego oporu powietrza, ale wystawiajac reke przez okno jadacego
szybko pociagu lub samochodu mozemy latwo odczuc te sile. W doswiadczeniu
z ubieglego miesiaca wyznaczalismy jej wartosc dla pileczki umieszczonej
w strumieniu powietrza wyplywajacego z odkurzacza. Gdyby nie zjawisko lepkosci,
skoczkowie spadochronowi zabijaliby sie masowo rozpedzajac sie do olbrzymich
predkosci pod wplywem przyciagania ziemskiego. Oczywiscie zanim przystapimy
do jakichkolwiek doswiadczen, musimy wyjasnic sprawe podstawowa,
a mianowicie

SKAD SIE BIERZE LEPKOSC?

Sila oporu lepkiego powstaje zawsze tam, gdzie istnieje ruch warstw osrodka
wzgledem siebie.
Niech warstwa cieczy lub gazu A porusza sie z predkoscia v wzgledem odleglej
o x warstwy B. W wyniku przenikania czasteczek z warstwy wolniejszej (B) do
szybszej (A), ta ostatnia jest hamowana z pewna sila F. Mozna latwo zgadnac, ze:
l) Sila F jest proporcjonalna do powierzchni warstw (S). Liczba przenikajacych
czasteczek bedzie tym wieksza, im wieksza bedzie powierzchnia.
2) Sila F jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci warstw. Czasteczki przenikaja
szybciej przy mniejszej odleglosci.
Przeprowadzajac szczególowy rachunek w oparciu o teorie kinetyczno-czastkowa
(niestety, nasza rubryka nie jest miejscem, w którym mozna by go przytoczyc),
mozna wykazac ilosciowo tezy 1 i 2, a takze wywnioskowac, ze:
3) Sila F jest wprost proporcjonalna do predkosci wzglednej warstw.
Matematycznie ujmujemy to tak:

S'v
F= -1J-­x

albo, scislej, po przejsciu do granicy bardzo bliskich warstw:

dv
F= -'YlS-'./ dx'

1J jest wspólczynnikiem proporcjonalnosci charakteryzujacym osrodek i nosi nazwe
wspólczynnika lepkosci. Znajac podstawowe prawo rzadzace przeplywem lepkich
cieczy i gazów mozemy zastanowic sie nad konkretnym zagadnieniem o duzym
znaczeniu praktycznym:
JAK CIECZ PLYNIE PRZEZ PRZEWODY?

Intuicyjnie mozemy sie domyslac, ze przy przeplywie np. przez rure o przekroju
kolowym najwieksza predkosc bedzie miala ciecz w srodku, a najmniejsza blisko
scianek rury. Widac tez, ze zjawisko ma symetrie cylindryczna, to znaczy predkosc
bedzie zalezec tylko od odleglosci r od osi rury. Wyodrebnijmy w mysli walec
o promieniu r wewnatrz rury.
Niech ruch cieczy odbywa sie pod wplywem cisnienia p. Sila dzialajaca na nasz
walec bedzie iloczynem cisnienia p przez powierzchnie przekroju poprzecznego
walca: FI = P . nr2• Bedzie ona równowazona przez sile oporu lepkiego, zgodnie
z naszymi dotychczasowymi rozwazaniami, wyrazajaca sie przez iloczyn

lepkosci przez pochodna predkosci ~~ i powierzchnie (boczna) walca

dv

E2 = 1J dr .2nr/.

Warunek równowagi: FI +F2 = O prowadzi do wniosku:

dv = _ pr
. dr 21J1 •
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Ci Z Was, którzy znaja rachunek rózniczkowy, moga latwo sprawdzic, ze równanie
to spelnia funkcja

Pozostali musza mi wierzyc. Otrzymalismy wiec rozklad predkosci o ksztalcie
paraboli.

Widac, ze predkosc maksymalna vmax = p~~ . Mozna równiez przekonac sie,

ze predkosc srednia jest równa polowie predkosci maksymalnej

H pR2

V = 8'YJ/'

rstotny dla nas jest wniosek o proporcjonalnosci predkosci do cisnienia lub,
inaczej mówiac, sily oporu do predkosci, charakterystyczny dla ruchu lepkich
substancji.
Na pewno wielu z Was juz od jakiegos czasu zadaje sobie pytanie:

JAK MOZNA WYZNACZYC LEPKOSC?

Posluzymy sie w tym celu nadzwyczaj prostym przyrzadem: kawalkiem (ok. 0,5 m)
rurki lub weza, który zatkamy z jednej strony szczelnie korkiem. W korek wbijemy
igle, jaka uzywa sie do zastrzyków (dostepna tanio i w kazdej aptece).
Po napelnieniu woda umieszczamy rurke pionowo w cylindrycznym naczyniu
z niewielka iloscia wody (rys. 4). Pod wplywem cisnienia slupa wody rurce
zacznie sie przeplyw wody z rurki do naczynia, hamowany przez opów powietrza
przeplywajacego przez igle od strzykawki. Mierzac predkosc opadanira wody
w rurce (lub przybywania jej-w naczyniu) i znajac srednice otworu w igle mozemy
okreslic srednia predkosc przeplywu powietrza przez igle. Teraz, poslugujac sie
juz wprowadzonym uprzednio wzorem, mozemy obliczyc lepkosc, pamietajac, ze
cisnienie jest po prostu cisnieniem slupa wody:

p = e' g' h.

W tej chwili zaczna sie juz na pewno buntowac wszyscy, którzy czytali poprzedni
numer »Delty«. Wielu z nich wykonalo doswiadczenie, w którym stwierdzili
z pewnoscia, ze opór powietrza dla pileczki pingpongowej jest w granicach
dokladnosci pomiaru proporcjonalny do kwadratu jej predkosci wzgledem powietrza,
a nie, jakby z dzisiejszych rozwazan wynikalo, do samej predkosci. Nalezy wiec
wreszcie wyjasnic:

PREDKOSC POWIETRZA CZY JEJ KWADRA T?
I to, i to. Nie musicie mi jednak wierzyc na slowo. W naszym doswiadczeniu
mozemy to bezposrednio sprawdzic, znajdujac, jak zmienia sie poziom wody
w rurce w funkcji czasu. Spróbujemy najpierw przewidziec, jakie wnioski o tej
zaleznosci wynikaja z dwóch róznych zalozen, które mozemy uczynic. Przyjmijmy
najpierw, ze sila jest proporcjonalna do predkosci, a wiec predkosc jest
proporcjonalna do cisnienia. Predkosc opadania slupa wody w rurce Vw (która
mierzymy) jest oczywiscie proporcjonalna do predkosci przeplywu powietrza
przez igle vp:

Rozwiazanie zadania M 47

. (X+1 IX-i-l
NIech: = l ---,1 = 11 -2'x+y y+

Dany uklad równali przybiera posla~

-+ .! = 2
-. z •

l 3
1- t = 'i'

Równania te mozna napisac w postaci

z'-2:+1 = O,

21'-31-2 = O.

Otrzymujemy stad z = l j 1 = 2 (bo I > O).

Jest wiec

.•f x+ l = l, .• /'x+ I_ = 2,V x+y V y+2

l/x+l -skad y = I. T- = 2 I X = 11.

dh

--;[i = Vw = A . vp

Z drugiej strony predkosc vp jest, jak zalozylismy, proporcjonalna do cisnienia,
a wiec do wysokosci slupa wody:

vp = -B'h
(minus, poniewaz vp skierowana jest w dól, a h mierzymy w góre). Po podstawieniu
otrzymujemy, zeszybkosc opadania slupa wodyjest proporcjonalna dojego wysokosci h:

dh

- dt = A·B·h.

Równanie to wystepuje w opisie wielu róznych zjawisk fizycznych, jak na
przyklad rozpad promieniotwórczy czy rozladowanie kondensatora przez opór .
Jego rozwiazanie (co równiez mozecie latwo sprawdzic) jest funkcja wykladnicza
P,?staci:

II
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Rozwiazame zadania M 48

Calke funkcji ciaglej i nicujemnej mozna

interpretowac jako pole. Jak wiadomo,
blI(x) dx Jest równa polu zakrCSlonem'"
a

gdzie ho jest wysokoscia poczatkowa (w chwili t = O), a e ~ 2,72 jest podstawa
logarytmów naturalnych. Wygodnie jest zapisac ten wzór w postaci:

log! o h = log! oho - ABt 10glOe .

Widac, ze logarytm h zmienia sie w czasie liniowo. Przedstawiajac wiec logarytm
zmiennej wysokosci h na wykresie jako funkcje czasu, mozemy przekonac sie, czy
otrzymany wzór jest sluszny, czy nie (jesli tak - otrzymamy linie prosta). Z braku
miejsca nie przytocze podobnego rozumowania, z którego wynika, ze przy
kwadratowej zaleznosci oporu od predkosci (a wiec przy predkosci wyplywu
proporcjonalnej do pierwiastka z cisnienia) zaleznosc h od czasu powinna byc
kwadratowa:

het) = hO(t-tO)2,

gdzie ho jest wysokoscia poczatkowa, a to czasem, po którym wysokosc spadnie
do zera. W tym przypadku przedstawiajac pierwiastek z h jako funkcje czasu
powinnismy otrzymac na wykresie prosta. Jak jest w rzeczywistosci - przekonajcie
sie sami.
Niezaleznie jednak od tego, co Wam wyjdzie, pamietajac wyniki doswiadczenia
z ubieglego miesiaca macie prawo zapytac:

>,{

ba

y

0.1

0.0 1.0 x

W kazdym razie latwo wyjasnic odstepstwa od zaleznosci liniowej. U podstaw
naszych rozwiazan teoretycznych lezalo bowiem zalozenie, ze ruch cieczy odbywa
sie w warstwach. Taki ruch nazywa sie laminarny. Doswiadczenie uczy, ze
powyzej pewnej predkosci zaczynaja tworzyc sie wiry, osrodek silnie sie miesza­
wystepuje przeplyw burzliwy, czyli turbulentny. Wtedy czesc potencjalnej
energii cisnienia przetwarza sie na energie kinetyczna plynu w wirze. Przy
predkosci zwiekszajacej sie coraz bardziej ta czesc bedzie miala coraz wieksze
znaczenie, az wreszcie stanie sie dominujaca. Jaka jest zaleznosc oporu od
predkosci przeplywu przy calkowitej zamianie energii cisnienia na kinetyczna,
mozecie wywnioskowac z zasady zachowania energii. Znane szkolne zadanie
rozwaza wyplyw cieczy z naczynia przez mala dziurke. Wiadomo, ze otrzymuje sie
wtedy predkosc proporcjonalna do pierwiastka z cisnienia:

v = Y2gh = .•/ 2pJI e'
gdzie e jest gestoscia cieczy.
Odpowiada to kwadratowej zaleznosci oporu od predkosci. Widac wiec, ze
przeplyw laminarny i skrajnie burzliwy sa pewnymi wyidealizowanymi przypadkami
granicznymi. W obszarze przejsciowym zaleznosc oporu od predkosci jest bardzo
skomplikowana, a jej opis teoretyczny bardzo trudny.

rmac

Prof. dr Zdzislaw PA WLAK
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Ksiazka telefoniczna, katalog w bibliotece, lista placy w przedsiebiorstwie, spis lokatorów domu,
maly rocznik statystyczny, karty pracy robotników jakiegos przedsiebiorstwa, katalog znaczków
pocztowych, kartoteka przestepców, kartoteka pacjentów w przychodni lekarskiej - wszystko
to sa przyklady zbiorów informacji.
Chcac poznac numer telefonu kolegi, znalezc interesujaca nas ksiazke w bibliotece czy okreslic
wartosc nowo zdobytego znaczka pocztowego, nalezy zajrzec do ksiazki telefonicznej, katalogu
bibliotecznego badz filatelistycznego .
Wyszukiwanie potrzebnych nam informacji jest jedna z najczesciej wystepujacych czynnosci we
wszelkiego rodzaju poczynaniach: w zyciu codziennym, pracy, nauce, rozrywce.
Aby jednakze znalezc to, czego szukamy w interesujacym nas katalogu czy spisie, musimy wiedziec,
o co nam chodzi; inaczej mówiac, musimy jakos scharakteryzowac poszukiwane informacje przez
podanie nazwiska i adresu kolegi, autora i tytulu ksiazki badz serii i kraju, z którego po, hnd.:·
znaczek. Proces znajdowania interesujacej nas informacji jest we wszystkich podanych
przykladach bardzo prosty, i sprowadza sie do przeszukania odpowiednich spisów (katalogów).
Sprawa sie znacznie komplikuje, gdy zbiory informacji sa bardzo duze. Np. gdybysmy chcieli
stworzyc i wykorzystywac spis wszystkich obywateli kraju, w którym kazdy obywatel jest
dokladnie scharakteryzowany, albo centralny krajowy katalog ksiazek czy tez swiatowy rozklad

I



Zbiorem potegowym zbioru X nazywa sie

rodzine wszystkich podzbiorów tego zbioru

i oznacza symbolem c:p (X). Jesli na przyklad

X= {1,2},toC:P (X) = {e,{I}, {2}, {1,2}}
i jest zbiorem 4-clementowym. Ogólnie, jesli
X ma n elementów, to en (X) ma 2n elementów.

lotów samolotów, sprawa nie bylaby tak prosta - przede wszystkim z uwagi na bardzo duzy
czas potrzebny na wyszukanie interesujacej nas informacji.
W tak skomplikowanych przypadkach przychodza z pomoca wspólczesne maszyny liczace.

Mozna w nich gromadzic olbrzymie zbiory informacji, oraz bardzo szybko - praktycznie prawie
natychmiast - wyszukiwac to, czego potrzebujemy. To nowe zastosowanie maszyn liczacych
rozwinelo sie powszechnie od niedawna i co ciekawsze - o czym moze nie wszyscy wiedza
obecnie stanowi ono najwiekszy procent wszelkich zastosowan (okolo 70%). A wiec wspólczesna
maszyna liczaca to przede wszystkim olbrzymi katalog wszelkiego rodzaju informacji, a nie
bardzo szybki arytmometr, jak bylo to jeszcze kilkanascie lat temu.

Apetyt rosnie w miare jedzenia. Mozliwosci, które oferuje informatyka, sa bardzo duze, ale
specjalisci chcieliby, aby byly one jeszcze wieksze, aby zbiory dostepnych informacji byly
praktycznie nieograniczone, aby proces wyszukiwania jeszcze bardziej usprawnic i przyspieszyc,
aby jak najbardziej ulatwic praktyczne wykorzystywanie maszyn liczacych do tego celu.
Procesu tego nie da sie zrealizowac wylacznie droga ulepszen technicznych; koniecznejest
równiez znalezienie nowych metod gromadzenia i wyszukiwania informacji. W formulowaniu
i badaniu takich metod bardzo wazna role odgrywa matematyka. Pozwala ona na badanie wielu
wlasnosci systemów informacyjnych, jeszcze zanim zostana one zrealizowane praktycznie.
W artykule tym przedstawie pewne problemy matematyczne, które powstaly w zwiazku ze
stosowaniem maszyn liczacych do gromadzenia i wyszukiwania informacji.
Rozwazania nasze rozpoczniemy od sprecyzowania pojecia systemu wyszukiwania informacji.
Uwazamy, ze system taki jest okreslony, gdy dany jest pewien zbiór X, zwany zbiorem obiektów
(np. zbiór ksiazek, znaczków czy ludzi), oraz metoda charakteryzowania elementów zbioru;
scislej: dany jest pewien zbiór A, elementy którego nazwiemy deskryptorami, oraz funkcja fP:

A ....•c:p (X) (C:P (X)jest zbiorem potegowym). Funkcia fP przypisuje kazdemu deskryptorowi
a e A zbiór tych wszystkich elementów zbioru X, które posiadaja wlasnosc wyrazona przez
deskryptor a. Np. jezeli X jest zbiorem uczniów w klasie, zas b oznacza wlasnosc posiadania
blond wlosów, to fP(b) jest zbiorem wszystkich blondynów z klasy.
Przez system wyszukiwania informacji bedziemy rozumieli trójke

S = (X,A,fP),

gdzie X -jest zbiorem obiektów w S, A -jest zbiorem deskryptorów, zas funkcja fP: A ....• C:P(X)

nazywa sie charakterystyka w S.
W zbiorze A mozemy wprowadzic pewien podzial, laczac elementy tego zbioru w klasy w taki
~posób, ze elementy nalezace do tej samej klasy charakteryzuja pewna ceche obiektu, np. kolor,
date, wage, etc. Dla przykladu: rubryki w dowodzie osobistym - nazwisko, adres, data urodzenia
etc. - sa cechami obiektów, konkretne zas nazwiska, adresy, daty sa deskryptorami. Np.
"Kowalski, ul. Polna 29,30 stycznia 1958" sa deskryptorami nalezacymi kolejno do klasy:
nazwisko, adres, data urodzenia.
Aby móc opisywac elementy zbioru X w systemie S, wprowadzimy pewien jezyk formalny L•.

Jezyk ten bedzie bardzo prosty. Elementami tego jezyka beda, po pierwsze, wszystkie deskryptory
(scislej ich nazwy, gdyz np. kolor niebieski w róznych jezykach ma rózne nazwy) oraz znaczki:
1,0, v, II,·~.
Za pomoca deskryptorów elementarnych i podanych znaczków tworzyc bedziemy wyrazenia
poprawne naszego jezyka (zwane termami) w nastepujacy sposób:
1°. Wyrazenia 1,0 oraz deskryptory sa termami (elementarnymi) jezyka Ls.
2°. Jezeli t,t' sa termami, to równiez termami sa wyrazenia:

(t V t') - czy t. "t lub t"',

(t II t') - czy t. "t i t"',
,..,(t) - czy t. "nie t".

3°. Tylko wyrazenia otrzymane przez zastosowanie regul 1° i r sa termami.
Przyklady termów: niech dla uproszczenia zbiór A bedzie zbiorem liter alfabetu lacinskiego.
Wtedy wyrazenia 1 V a, 1 1\ O, (a V b) 1\ c, ~ 1, ~ «a 1\ c) 1\ b) sa termami.
W ten sposób okreslilismy gramatyke jezyka L., wiemy bowiem, jaka postac maja wyrazenia
poprawne w naszym jezyku. Dla zdefiniowania jakiegokolwiek je:..yka nie wystarczy okreslenie
jego struktury gramatycznej; nalezy okreslic takze znaczenie jego wyrazen lub, jak to sie mówi,
okreslic semantyke jezyka.

Semantyke jezyka L. okreslimy jak nastepuje: wprowadzimy funkcje fP*, która nazwiemy
semantyka, zas wartosc tej funkcji dla dowolnego termu a e A nazwiemy wartoscia termu a
w systemie S. Funkcja jest okreslona tak:

\. fP*(a) = fP(a),

2. fP*(a V b) = fP*(a) V fP*(b),

3. fP*(a 1\ b) = fP*(a) n fP*(b),

4. fP*( ~ a) = X -fP*(a),

5. fP*(O)= <p,

6. fP*(l) = X.

(n, v oznaczaja odpowiednio iloczyn oraz sume zbiorów, zas <p jest zbiorem pustym).
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Najwygodniej rozwiazac nasz problem
w ukladzie ,rodka masy zderzajacych sie
czastek. W ukladzie srodka masy, jak wynika
z definicji tego ukladu, wypadkowy ped
czastek przed i po reakcji wynosi zero.
Przebieg zderzenia np, obserwowany
w ukladzie laboratorium i w ukladzie srodka
masy, przedstawiamy obrazowo na rys. 1.

przed po zderzeniu

Mówiac inaczej, wartosciami termów w systemie wyszukiwania informacji S sa pewne podzbiory
zbioru X (w szczególnosci zbiór pusty oraz caly zbiór X). Mówiac jeszcze inaczej termy
"oznaczaja" pewne zbiory.
Jezyk L. sluzy nam do opisywania wlasciwosci zbioru obiektów. Oczywiscie mozemy w jezyku L.
zamiast symboli uzywac wyrazen jezyka naturalnego. W ten sposób mózemy np. podac
charakterystyke ksiazek, które nas interesuja w zwiazku ze zblizajacym sie egzaminem. Za pomoca

wyrazen jezyka L. mozemy np. napisac, ze chcemy, aby bibliotekarka wydala nam ksiazki na
temat fizyki jadrowej, autorów Kowalskiego lub Michalskiego, w jezyku polskim lub rosyjskim,
wydane w latach 1950-1971, ale nie w roku 1960 (bo np. z tego roku literature juz mamy). Jezyk
L, sluzy wiec do opisywania zbiorów informacji.
Jezyk ten ma bardzo ciekawe wlasnosci. Jedna z nich przytoczymy tutaj, przedtem jednak
wprowadzimy kilka potrzebnych pojec.

Powiemy, ze term a jest atomowy, jesli ma on postac

~

uklad
laboratorium

•••
pTT

gdzie M Jest masa spoczynkowa protonu,

Proste przeksztalcenia prowadza do
ostatecznego wyniku:

Z prawa zachowania pedu, napisanego
w ukladzie laboratorium otrzymujemy
zwiazek:

W naszych obliczeniach musimy stosowac
wzory mechaniki relatywistycznej.
Predkosc srodka masy wynosi:

U9'. (t) = X.
teLs

a = eo 1\ ••• /\ ek

gdzie e, (O ~ i ~ k) sa termami elementarnymi, kazdy nalezy do innej klasy deskryptorów
i przy tym w a wystepuja termy ze wszystkich klas deskryptorów systemu S.
Powiemy, ze term t jest w postaci normalnej gdy

t = ao V ••• V ap,

zas wszystkie a, sa termami atomowymi.

Powiemy, ze dwa termy sa równowazne,jezeli ich znaczenia sa jednakowe, tj. t ~ t' wtedy
i tylko wtedy, gdy 9'·(t) = 9'·(t').
Jezyk L. ma trzy bardzo wazne wlasnosci:

l. Znaczenie kazdych dwu róznych termów atomowych t,t' jest rozlaczne (tj. jezeli t =Ft', to

9'·(t) r'I 9'·(t') = l/J).

2. Suma znaczen wszystkich termów atomowych w systemie S jest równa X, tj.

3. Dla kazdego termu t w Ls istnieje w Ls term t' w postaci normalnej równowazny z t:
9'·(t) = 9'·(t').

Powyzsze trzy wlasnosci maja bardzo powazne konsekwencje praktyczne i teoretyczne (a moze
nawet i filozoficzne, o czym na koncu). Wynika z nich mianowicie, ze kazdy systen. wyszukiwania
informacji w naturalny sposób wyznacza podzial zbioru obiektów X na klasy rozlaczne, które
nazwiemy atomami systemu S. Kazdemu atomowi odpowiada wyrazenie atomowe lub, inaczej
mówiac, kazdy atom jest jednoznacznie opisany przez wyrazenie atomowe. WlasnoSC 2 zas mówi,
ze kazdy podzbiór zbioru X, który mozemy opisac w jezyku systemu informacyjnego, jest suma
atomów. Znaczy to, ze ogólnie biorac w jezyku informacyjnym nie mozemy opisac dowolnego
podzbioru zbioru XL Ilustruje to moze najlepiej nastepujacy przyklad: Gdybysmy potraktowali
jakas biblioteke jako system wyszukiwania informacji i opracowali dla niej odpowiedni jezyk
informacyjny, to w wyniku tego moglibysmy utworzyc z ksiazek zbiory atomowe, pakujac je np.
w paczki, i wszelkie zyczenia czytelników, które mozna wyrazic w jezyku informacyjnym, bylyby
zrealizowane tylko poprzez sumy takich paczek.
Wlasnosci te maja szczególne znaczenie dla maszynowego realizowania systemów wyszukiwania
informacji. Pozwalaja one, zamiast szukac interesujacych nas informacji w calym zbiorze, od razu
okreslic miejsce, gdzie informacje te sie znajduja. Nie potrzeba wyjasniac, jakie to ma znaczenie

dla przyspieszenia procesu wyszukiwania informacji. Warto dla wyjasnienia dodac, ze jak
dotychczas aktualnie istniejace systemy wyszukiwania informacji nie sa oparte na podanych tu
zasadach; prowadzone sa dopiero próby realizacji tej idei. Nalezy sie spodziewac, ze przyniosa
one pozytywne rezultaty.
Warto sie przy okazji poruszanych problemów zastanowic nad pytaniem bardziej ogólnej natury.
Czy na przyklad opisywanie zbiorów informacji mozliwe jest jedynie w podany sposób? Co to
jest wlasciwie informacja? Jakie ma ona podstawowe wlasnosci? - etc .
Nalezy dodac, ze pojecie informacji, które jest nam potrzebne do celów podanych w tym
artykule, nie ma nic wspólnego z pojeciem informacji wystepujacym w tzw. teorii informacji
stworzonej przez Shannona w latach czterdziestych. W istniejacej aktualnie teorii informacji
punktem wyjscia okreslenia informacji byly calkiem inne fakty nawiazujace do przesylania
sygnalów w sieciach telekomunikacyjnych. Natomiast w latach trzydziestych naszego stulecia
logik i filozof amerykanski Rudolf Carnap zastanawial sie nad pojeciem informacji wlasnie
w sensie zblizonym do tego, o którym pisalismy w tym artykule. Byc moze uda sie stworzyc nowa
"teorie informacji" wychodzaca z faktów, których dostarczyly wspólczesne maszyny liczace.
Na zakonczenie jeszcze jedna uwaga. Niemal wszystkie problemy, które powstaja w zwiazku
z konstrukcja i zastosowaniem maszyn liczacych, maja bardzo róznorodne aspekty - od aspektów
zwiazanych bezposrednio z zastosowaniami az do spraw natury, daleko wykraczajacych poza
problematyke maszyn liczacych. Jest to prawdopodobnie przyczyna tego, ze informatyka -
nauka o maszynach liczacych imetodach ich uzytkowania - jest tak pociagajaca.
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uklad srodka
masy

w ukladzie :rodla. masy cala dostepna
energia czastek poczatkowych mote byc
w szczególnosci zuzyta na produkcje nowych
czastek, które wówczas spoczywaja w tym
ukladzie. A jak taki prz)'1>adekwyglada
w ukladzie laboratorium? Wszystkie
w)'1>rodukowaneczastki poruszaja sie z t4
sama predkoscia, równa predkosci ukladu
srodka masy wzgledem laboratorium.
Do rozwiazania :zadania pozostaje nam tylko
wyznaczyc predkosc ukladu srodka masy tlc",
oraz napisac prawo zachowania pedu lub
energii w ukladzie laboratorium.
Nim przystapimy do rachunków. zauwazmy,
ze dyskutowane czastki poruszaja sie
7. predkosciami bliskimi predkosci swiatla.
Ola przykladu policzmy predkosc
nadlatujacego pionu:

gdzie Pn i E sa pedem i energia pionu, a c­

predkoscia swiatla. Poniewaz miedzy energia
czastki, jej pedem i masa spoczynkowa

zachodzi zwiazek relatywistyczny: E~ = p; •

c2+m~"'" wiec dla pionu o pedzie 200 GeV,c
porusza sie z predkoscia'

~'n ' (1- 2,5.10-6) C.

K= E( ~o (VM2+m~+2MEn'c' - M))

E(x) jest funkcja entier, równa najwiekszej
liczbie calkowitej mniejszej od x.

Wartosc licznika K wynosi 132. Zasada
zachowania energii i pedu dopuszcza
produkcje znacznie wiekszej liczby czastek,
niz te 16 obserwowane na zdjeciu.
Mamy nadzieje, te Czytelnik nie bedzie mial
klopotu ze znalezieniem sam odpowiedzi na
drugie pytanie postawioae w zadaniu (odp.
280 MeV/c).

------.-
TT P
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Co sie dzieje, gdy promieniowanie jadrowe
przechodzi przez materie?

Doc. dr Piotr DECOWSKI

XRys. 2. Strata energii czastek ex na
jednostkowej drodze (jonizacja) w funkcji ich
zasiegu

1.0

x

Pytaniu zawartemu w tytule mozna zarzucic, ,zejest bardzo nieprecyzyjne. Bo czym jest
promieniowanie jadrowe? Wiemy, ze moga to byc lzejsze lub ciezsze czastki naladowane (np.
elektrony, protony, czastki alfa), czastki neutralne (np. neutrina, neutrony) czy tez
promieniowanie elektromagnetyczne o bardzo malej dlugosci fali (tzw. promieniowanie gamma).
Kazdy z typów promieniowania oddzialywuje z materia na swój sposób. Oczywiscie naj prosciej
mozna sobie wyobrazic to oddzialywanie w przypadku czastek naladowanych.
W kazdej substancji jest mnóstwo elektronów dosc równomiernie rozlokowanych w calej jej
objetosci. Wiekszosc z nich jest zwiazana na orbitach atomowych, niektóre moga sie poruszac
wewnatrz substancji niemal swobodnie. Czastka naladowana przechodzac przez materie
oddzialuje elektrostatycznie z poszczególnymi elektronami, wybija je z orbit (nastepuje jonizacja
atomu) i przekazuje im czesc swej energii. Wytraca predkosc i wreszcie po przebyciu pewnej
drogi ruch jej prawie ustaje. Jesli spowolniana czastka jest czastka ciezsza, np. proton, którego
masajest blisko 2000 razy wieksza niz masa elektronu, tor jej w czasie zderzen z elektronami
ulega tylko nieznacznym odchyleniom od poczatkowego kierunku. W zwiazku z tym mozemy
wprowadzic pojecie zasiegu czastek przechodzacych przez dana substancje. Liczba czastek
w wiazce przenikajacej przez pewien przekrój na glebokosciach mniejszych od zasiegu jest w
w przyblizeniu równa liczbie czastek w wiazce padajacej na absorbent, choc maja one teraz
energie mniejsza od energii poczatkowej. Na glebokosciach porównywalnych z zasiegiem liczba
ta gwaltownie spada do zera (rys. 1). Zanim poruszajaca sie czastka ulegnie calkowitemu
wyhamowaniu oddzialuje z setkami tysiecy elektronów. Jest to proces przypadkowy - jedna
czastka moze napotkac na swej drodze mniejsza liczbe elektronów, inna wieksza. Straty energii
czastek po przejsciu warstwy absorbenta o okreslonej grubosci moga byc nieco rózne.
Ta nieokreslonosc energii, wynikajaca z przypadkowosci procesu hamowania, bedaca
niejednokrotnie utrapieniem fizyków wykonujacych doswiadczenia, nosi nazwe stragg/ingu energii.
Z tych samych powodów mozemy równiez mówic o stragg/ingu zasiegu - kazda czastka przebywa
'w danej substancji droge równa swemu indywidualnemu zasiegowi, na ogól nieco róznemu od
sredniego zasiegu czastek. To rozmycie zasiegu (~R na rys. 1) dla protonów i czastek alfa

x o energii od kilku do kilkuset MeV jest rzedu paru procent.
Strata energii naladowanej czastki na okreslonej drodze jest oczywiscie wprost proporcjonalna do
gestosci elektronów w absorbencie, a ponadto zalezy od predkosci czastki i jej ladunku. Ped
przekazany elektronowi w czasie oddzialywania jest wprost proporcjonalny do sily i czasu jej
dzialania, czyli jest wprost proporcjonalny do ladunku czastki i odwrotnie proporcjonalny do jej
predkosci. Ubytek zatem energii kinetycznej czastki równy energii kinetycznej elektronu zalezy
od ilorazu kwadratu ladunku przez kwadrat predkosci czastki. Straty energii na jednostke drogi
(tzw. zdolnosc hamujaca osrodka) sa wiec najwieksze przy koncu drogi czastki, tam gdzie jej
predkosc jest juz stosunkowo mala (rys. 2). Przy bardzo malych predkosciach czastka nie jest
juz w stanie uwolnic niektórych silniej zwiazanych elektronów w atomach, ponadto zaczyna
chetnie przyjmowac elektrony na swoje wlasne orbity, co prowadzi do zmniejszenia jej
efektywnego ladunku - straty jonizacyjne maleja.

x Czastki nie posiadajace ladunku oddzialuja z materia znacznie slabiej. Neutrony traca energie
glównie w zderzeniach z jadrami atomów - daja tu o sobie znac krótkozasiegowe sily jadrowe.
Prawdopodobienstwo takiego procesujest znacznie mniejsze niz prawdopodobienstwo
oddzialywania elektrostatycznego. Dlatego tez dla neutronów wiekszosc substancji jest niemal
przezroczysta; trzeba budowac grube zapory, aby skutecznie zmniejszyc ich strumien. Dla
neutrin wszystkie zapory ziemskie sa prawie idealnie przezroczyste!
Inaczej oddzialuje z materia promieniowanie gamma. Foton gamma moze wybic elektron z jednej
z glebszych powlok elektronowych atomu. Cala energia zostaje wówczas zuzyta na oderwanie
elektronu od atomu i nadanie mu energii kinetycznej (oraz pewnego odrzutu calemu atomowi).
Foton znika. Jest to tzw. efekt fotoelektryczny. Foton moze ulec rozproszeniu na jednym
z elektronów przekazujac mu w tym jakby sprezystym zderzeniu pewna energie. Im wiekszy jesl
kat rozproszenia fotonu, tym wieksza jest strata jego energii (wieksza dlugosc fali). Foton
ulegajacy temu rozpraszaniu (które nazywa sie rozpraszaniem komptonowskim) porusza sie
w kierunku innym niz kierunek padajacej wiazki fotonów - czyli równiez ubywa z wiazki.
Wreszcie gdy energia fotonów jest odpowiednio duza (wieksza niz 1.02 MeV), w polu elektrycznym
jader atomów osrodka moze nastapic tzw. kreacja pary elektron-pozyton. Czesc energii fotonu
jest zuzyta na kreacje elektronu i pozytonu, reszta odnajduje sie w ich energiach kinetycznych
i energii odrzutu jadra, w polu którego para elektron-pozyton zostala wytworzona. Foton ginie.
Zatem w kazdym z tych trzech najbardziej waznych rodzajów oddzialywania promieniowania
gamma z materia foton, który ulegl oddzialywaniu ubywa z wiazki. Pozostale fotony biegna
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Rozwiazanie zadania M 46

Pawdopodobienstwo równe jest \, IIdyz
dowolne trzy punkty leza na jednej pólkuli.
Aby to udowodnic, wystarczy poprowadzic
kolo wielkie przez dwa sposród tych punktów
iwybrac te pólkule, na której lezy trzecj
(jesli trzeci punkt lezy na tym kole, to
wybieramy dowolna pólkule wyznaczona przez
kolo).
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Rys. 3. Przekroje czynne na absorpcj~
kwantów gamma.
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w kierunku wiazki z taka sama energia jaka mialy w momencie wejscia do osrodka.
Nie ma wiec sensu mówic o zasiegu promieniowania gamma w materii; mozna jedynie mówic
o oslabieniu jego natezenia. Oslabienie ma charakter wykladniczy, co jest konsekwencja faktu,
ze wszystkie kwanty gamma maja równe szanse ulegniecia oddzialywaniu w czasie swego lotu
przez materie. Mozna wprowadzic miare prawdopodobienstwa oddzialywania fotonu. Mierzy sie
je przy pomocy wielkosci zwanej "przekrojem czynnym". Jest to stosunek liczby aktów
oddzialywania w jednostce czasu do liczby fotonów padajacych w jednostce czasu na jednostke
powierzchni, podzielony przez liczbe atomów znajdujacych sie w objetosci osrodka, przez który
przechodzi wiazka. Taka definicja ma prosta interpretacje: wiazka bylaby równie oslabiona,
gdyby ja przegrodzic doskonale absorbujaca powierzchnia równa iloczynowi przekroju czynnego
przez liczbe atomów w próbce objetej wiazka. Przekrój czynny, mierzony zwykle w barnach
(10-24 cm2), reprezentuje wiec jak gdyby efektywny przekrój atomu w obserwowanym zjawisku.
Calkowity przekrój czynny na absorpcje kwantów gamma sklada sie z sumy przekrojów
odpowiedzialnych za trzy opisane procesy oddzialywania:

/j = /jfo.+/jkomp.+/jpo,Y·

Po przejsciu warstwy substancji o grubosci x natezenie wiazki fotonów zmniejsza sie em'" razy

(n -liczba atomów substancji w jednostce objetosci). Wartosc przekroju czynnego silnie rosnie

ze wzrostem liczby porzadkowej atomów osrodka (rys. 3). Jasne jest wiec, dlaczego do budowy
oslon przed promieniowaniem gamma uzywamy najczesciej olowiu. Im wiekszy strumien
promieniowania, tym wieksza musi byc grubosc stosowanej oslony.

Przeswietlanie protonami

Grupa fizyków z Narodowego Laboratorium w Argonne (USA) wraz z zespolem lekarzy
Wydzialu Medycznego Uniwersytetu w Chicago prowadzi badania nad zastosowaniem wiazki
protonów do przeswietlania zywej tkanki w celach diagnostycznych. Dotychczasowa, szeroko
stosowana w medycynie, technika przeswietlania krótkimi falami elektromagnetycznymi
(promieniami X) nie pozwala rejestrowac obiektów malo rózniacych sie gestoscia, a wiec
pochlanianiem promieniowania. Oslabienie wiazki promieniowania elektromagnetycznego
w materii zalezy wykladniczo od ilosci materii, która promieniowanie przenika. Patologicznie
zmieniona tkanka zywa rózni sie tylko nieznacznie gestoscia od otaczajacej ja tkanki zdrowej.
Natezenia wiazek promieniowania przenikajacych zdrowa i chora tkanke róznia sie przeto
równiez nieznacznie, tak ze wykrycie tej róznicy moze byc niemozliwe ..
Zastosowanie niskoenergetycznej wiazki protonów do przeswietlen radykalnie zmienia sytuacje.
Dla protonów niskoenergetycznych (to znaczy o tak dobranej energii, aby ilosc materii, która
maja przeniknac, byla tylko nieco mniejsza od tej ilosci, która zatrzymalaby je calkowicie) zmiany
natezenia wiazki w miare wzrostu ilosci przeniknietej przez nia materii sa bardzo szybkie.
Niewielka nawet róznica w gestosci osrodków powoduje bardzo znaczna róznice w ilosci
przepuszczanych protonów. Róznica ta moze wskazac na wewnetrzna strukture badanej tkanki
znacznie precyzyjniej niz konwencjonalne przeswietlenie promieniami X.
Pierwsze próby rozpoczeto w lutym 1974 r. z wiazka 200 MeV protonów pochodzacych
z konwencjonalnego akceleratora uzywanego w laboratorium do badania procesów oddzialywan
czastek elementarnych.
W bloku tworzywa sztucznego o grubosci 22,5 cm wyzlobiono dolek o glebokosci 0,125 mm.
Przeswietlenie wiazka protonów pozwolilo wykryc to wglebienie wykazujac tym samym, ze mozna
zaobserwowac zmiany gestosci mniejsze niz O, l %.
W kwietniu 1974 r. wykonano pierwsze próby z wypreparowana tkanka ludzka. Zdjecie
przedstawia uklad doswiadczalny. Próbka tkanki mózgowej znajduje sie w pojemniku
wypelnionym woda, widocznym w srodku zdjecia. Pojemnik jest przesuwany w plaszczyznie
prostopadlej do kierunku wiazki, a licznik scyntylacyjny rejestruje natezenie przechodzacej
wiazki dla kazdego polozenia pojemnika. W ten sposób powstaje mapa zdolnosci pochlaniania
badanej tkanki. Calkowita dawka promieniowania, otrzymana przez tkanke w procesie
przeswietlania wynosi okolo 5 miliremów, a wiec znacznie mniej niz przy przeswietleniu
konwencjonalnym. Zdjecie przedstawia otrzymana w opisany sposób mape mózgu. Ciemny
obszar po lewej stronie wskazuje tkanke nowotworowa.
W oparciu o opisane eksperymenty i obliczenia teoretyczne sadzi sie ze bedzie mozna wykrywac
nowotwory mózgu o srednicy powyzej 4 mm i nowotwory piersi o srednicy nie mniejszej niz
2 mm. Wymaga to opracowania przenosnych, prostych w obsludze i tanich akceleratorów
protonów, takich, które mozna instalowac w szpitalach. Prace w tym kierunku sa juz
zaawansowane. Przeswietlenie protonami jest bardzo dobrym przykladem niespodziewanego
zastosowania praktycznego wyników badan z dziedziny pozornie calkowicie poswieconej
zagadnieniom czysto poznawczym, dziedziny, jaka jest fizyka czastek elerrfentarnych.
(Zdjecia i material z «CERN Couriem, 1974, tom 14, nr 9). -p
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M 46. Na kulistej planecie laduja trzy rakiety. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
wyladuja one na jednej pólkuli, tzn. ze bedzie istniec kolo wielkie, nie rozdzielajace tych punktów.
Rozwiazanie na str. 15

.. (, /X+f .•/x+]I ) ( .• /X+f .•/]1+2 3)M 47. ROZWIazacuklad rownan JI x+]I + JI x+ 1 = 2 A JI]I+ 2 - JI x+ 1 = T .
Rozwiazanie na str. 11

1 l
M 48. Udowodnic, ze S f'1-x" dx = ~j/1- xm dx, gdzie m i n sa liabami naturalnymi.

o o

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI
F 16. Obok zamiesza.amy zdjecie z wodorowej komory pecherzykowej, na którym w zderzeniu
wysokoenergetycznego pionu o pedzie 200 GeV fc ze spoczywajacym protonem wyprodukowanych
zostalo az 16 naladowanych czastek. Poliaciejaka maksymalna liczba czastek moze powstac
w opisanych oddzialywaniach 7rp,jezeli zalozymy, ze wsród produkowanych czastek znajduje sie
zawsze jeden nukleon, a pozostale sa pionami o ladunkach róznych znaków. Masy spoczynkowe
pionu i nukleonu przyjmijcie za równe odpowiednio: 140 MeVfc2 i 940 MeVfc2•
Zastanówcie sie równiez jaki musi byc naj mniejszy ped padajacego pionu, aby mógl w zderzeniu
ze spoczywajacym protonem wyprodukowac chociaz jeden dodatkowy pion.

Rozwiazanie na str. 6

Zadania

Strumienie czastek takich, jak elektrony, protony, czastki IX ay neutrony, badz kwantów
promieniowania elektromagnetyanego, jak promienie X, a.y y, okreslamy niekiedy wspólna
nazwa promieniowania jonizujacego. Nazwa pochodzi stad, ze wszystkie wspomniane czastki
a.y kwanty przechodzac przez osrodek materialny oddzialuja zjego atomami i czastea.kami i­
bezposrednio lub posrednio - wywoluja ich jonizacje. Mechanizmy procesów prowadzacych do
jonizacji osrodka sa zlozone, a w sza.eg6lach zaleza miedzy innymi od struktury chemicznej
osrodka. Promieniowanie jonizujace, przechodzac przez tkanke zywego organizmu i wywolujac
procesy jonizacji, staje sie dla tkanki a.ynnikiem nisza.acym. Takie dzialanie promieniowania
jonizujacego czyni je sprzymierzencem lekarza onkologa, który - stwierdziwszy u pacjenta
obecnosc nowotworu - dazy do usuniecia lub znisza.enia tkanki nowotworowej.
Wiazka promieniowania jonizujacego, stosowanego w terapii nowotworów, musi miec w kazdym
konkretnym przypadku starannie dobrane wszystkie parametry: energie, natezenie, rozmiary
i kierunek. Dobór tych parametrów stanowi wynik stosowania tzw. strategii terapii, w której
zakres wchodzijesza.ejeden, bardzo wazny element, a mianowicie ochrona przed
napromieniowaniem zdrowych tkanek, znajdujacych sie w sasiedztwie tkanki nowotworowej.
Stosowane od dawna w terapii nowotworów promieniowanie elektromagnetyczne (X, y), a nawet
rozp~wszechnione w ostatnich latach wiazki elektronów przyspieszanych w betatronach
i akceleratorach liniowych oraz neutronów produkowanych w reaktorach ulegaja oslabieniu przy
przejsciu przez osrodek materialny - wedlug prawa wykladniaego (rys. 1). Napromienianiu
tkanki nowotworowej towarzyszy zatem nieuchronnie napromienianie tkanki zdrowej,
znajdujacej sie dalej na drodze wiazki.
Ciezsze czastki naladowane, takie jak mezony 7r, protony a.y czastki IX, mozna stosowac
w terapii, dzieki temu, ze czastki te przy przejsciu przez osrodek osiagaja w nim pewna okreslona
glebokosc (zasieg), zalezna dla danego osrodka tylko od energii i rodzaju czastki (rys. 2).
Wlasnosc ta gwarantuje niemal pelne zabezpiea.enie tkanek zdrowych znajdujacych sie poza

nowotworem na drodze wiazki ..
Niestety, nieliczne szpitale zajmujace sie terapia nowotworów maja dostep do odpowiednich dla
tego celu wiazek czastek rozpedzanych w akceleratorach. Dla przykladu warto podac, ze protony
o zasiegu ok. 10 cm w osrodku tkankopodobnym musza miec energie równa prawie 200 MeV.
Wiazki protonów o takiej energii stosowane sa w terapii nowotworów w niewielu tylko
osrodkach, np. w Szwecji (Uppsala), w ZSRR (Dubna, Zjedn. Instytuty Badan Jadr.) i w
Wielkiej Brytanii (Glasgow). Projekty zastosowania w terapii onkologicznej mezonów 7r oraz
czastek IX o energiach rzedu GeV sa obecnie zywo dyskutowane.
W zagadnieniach tych widzimy kolejny przyklad pozornie nieoczekiwanej mozliwosci
praktycznych zastosowan aparatury i wiedzy rozwijanej w badaniach podstawowych z dziedziny
fizyki wysokich energii i czastek elementarnych.

Grubosc warstwy osrodka
Rys. 2

Grubosc warstwy osrodka

RyI. 1


