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ZYCIE

w coraz wiekszym stopniu
karmi nas pojeciami,
które nie tak dawno jeszcze
byly uzywane wylacznie
przez matematyków i fizyków
w ich dzialalnosci zawodowej.

TO DOBRZE.

Odpowiada to bowiem miejscu,
jakie obecnie zostalo zajete
przez matematyke i fizyke
w caloksztalcie ludzkiej dzialalnosci.

TO ZLE,

bo pokarm to niejednokrotnie niestrawny,
a wiec mimo niewatpliwych wartosci
nie przynoszacy wiekszych korzysci
konsumentowi.

KOMPUTER I LASER

to pojecia nie nalezace dzis juz
tylko do swiata nauk scislych
-ich znajomosc to nie mmei niezbedny
obecnie element ogólnego wyksztalcenia
od informacji, co to jest heksametr,
czy tez. o co toczyla sie Wojna Dwóch Róz.

MATEMATYKA I FIZYKA

stajac sie skladnikami ogólnej kultury
musza byc jednak zrozumiale.
Uzywajac nazw zaczerpnietych
z "arsenalu" tych nauk
musimy w kazdym przypadku wiedziec

CO TO JEST?

Aby to ulatwic kazdemu,
Polskie Towarzystwo Matematyczne
i Polskie Towarzystwo Fizyczne
wydaja matematyczno-fizyczny
miesiecznik popularny

DELTA.



Czy liczby rzeczywiste sa rzeczywiste?

pro! dr
Roman SIKORSKI,
czlonek rzeczywisty P A N

-

--
Przyjelismy milczaco, te p i q sa wwzy1tkimi

pierwiastkami równania. Mote sie zdarzyc,

te p = q i równanie ma jeszcze inny

pierwiastek, prócz liczby p( = q). Naletaloby

postapic nastepujaco: warunki zadania

oznaczaja, tep'+p' p+q = O
i q'+pq+q = O. Jest wiec q = -2p'.
Z drugiego równania Wynika wiec, te

4p4_2p3_2p' = Oczyli 2p'(2p'-p-l) = O,
l

skad p = O lub p = l lub p = -"2'

Odpowiadajace wartosci q to O, -2 i - f.
W porównaniu z metoda przedstawiona
na str. 8 otrzymalismy dodatkowo

•. J

rOZW1azame p = q = -"2'

Liczby naturalne sa niewatpliwie naturalne. Liczby calkowite niewatpliwie
zasluguja na nazwe "calkowite". Liczby wymierne nalezaloby moze nazywac
liczbami mierzacymi lub wymierzajacymi, bowiem wszystkie pomiary wykonujemy
w praktyce w liczbach wymiernych, zreszta nie tylko pomiary: wszelkie rachunki
na konkretnych liczbach wykonywane sa w praktyce wylacznie w obrebie
liczb wymiernych. Po co wiec wprowadzac szersze, lecz znacznie trudniejsze pojecie
liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczaja w rachunkach?
Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnosci, wskutek tego
w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niz precyzyjnie formulowana.

Pojecie liczby naturalnej jest latwe do przyswojenia. Tak latwe, tak swojskie,
ze wydaje sie, iz liczby naturalne sa wziete bezposrednio z otaczajacego swiata
materialnego. Zapominamy na ogól, ze latwo napisac, nawet na malym kawalku
papieru, nazwe liczby naturalnej n, która jest nierealizowalna w swiecie
materialnym, tzn. dla której trudno podac przyklad n-elementowego zbioru
przedmiotów realnych. Liczba n = 100010001000 jest przykladem takiej
nierealizowalnej liczby natur,alnej. Poczatkowe liczby naturalne sa latwo
wyobrazalne, nie mozna tego powiedziec o liczbach bardzo duzych. Niemniej
zbiór N wszystkich liczb naturalnych mozna latwo zdefiniowac.

Musi zawierac liczbe 1. Jesli zawiera liczbe n, to musi zawierac takze
liczbe n+l. I nic wiecej, tzn. jest najmniejszym zbiorem o powyzszych dwu
wlasnosciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina dowcip
o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiscie mozna tam
wlozyc jedna chusteczke. Wiadomo z praktyki, ze jesli wlozylismy do walizki
n chusteczek, to n+ l-sza tez da sie zaladowac. Zatem do walizki mozna wlozyc
tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskonczenie wiele!

Mozemy sobie wyobrazic, ze matematyk ma taka abstrakcyjna walizeczke N
zawierajaca wszystkie liczby naturalne. W drugiej dodatkowej walizeczce nosi
ich "odbicia lustrzane w zerze", tzn. liczby calkowite ujemne. Musi sie jeszcze
zdecydowac, do której walizeczki wlozyc liczbe zero. Zdania sa podzielone, jedni
lubia zaliczac zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubia. Rzecz w istocie
nie warta przyslowiowego funta klaków. Klócic sie o zero? O matematyczne
"nic"? Nie warto!

Oprócz walizeczek Z liczbami calkowitymi matematyk ma takze maszynke
do precyzyjnego siekania tych liczb. Mówiac powazniej, matematyk z liczb
calkowitych latwo konstruuje liczby wymierne, tzn. "ulamki" mln, gdzie m jest
liczba calkowita, a n - liczba naturalna (nie zerem!). Pewne z tych
ulamków nalezy uznac za równe. Na ulamkach tych mozna w naturalny sposób
zdefiniowac podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz
wtórne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zero l). Mozna je
tez uporzadkowac, tzn. wprowadzic relacje mniejszosci x < y. Intuicyjnie latwo
sobie "wyobrazic" liczbe wymierna. Latwo bowiem wyobrazic sobie n-ta czesc
czegos, to znaczy liczbe lin; latwo tez wyobrazic sobie m takich czesci, tzn. liczbe
mln, z ewentualna zmiana znaku, czyli z "odbiciem lustrzanym w zerze",

Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo sa uzyteczne! Wszystkie transakcje
handlowe, bankowe, wszelkie pomiary, wszelkie rachunki techniczne sa na nich
oparte. Z punktu widzenia czystej praktyki jest ich za duzo, bo nieskonczenie
wiele. W praktyce do rachunków uzywa sie tylko skonczenie wielu liczb
wymiernych (trudno byloby oszacowac ile). Tak juz jednak jest z matematykami.
Jesli cos tworza, czynia to na ogól w pelnej ogólnosci, wskutek tego na wyrost,
na ogól wiecej niz jest to potrzebne w praktyce.

Niestety zbiór liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla
dowolnych dwu liczb wymiernych istnieje trzecia polozona miedzy nimi. Jest
jednak dziurawy, przy tym jego dziury sa równiez rozmieszczone w sposób gesty,
tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie zawsze dziura.
Te dziury biora sie nie ze starosci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru w wyniku
tak czestego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka jest
matematyczna natura tego zbioru. Zbiór liczb wymiernych ma postac bardzo
gestego jednowymiarowego sita.

Musimy wyjasnic, co rozumiemy przez dziure w zbiorze liczb wymiernych
(zawodowi matematycy mówia "luka" zamiast "dziura"). Dziura nazywamy taki
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podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzbiory
W1 i Wz, ze po pierwsze kazda liczba ze zbioru W1 jest mniejsza od kaidej
liczby zbioru Wz, oraz - po drugi.e - w zbiorze W1 nie-ma liczby najwiekszej,
a w zbiorze Wz nie ma liczby najmniejszej. Mówimy, ze taka dziura lezy miedzy
liczbami wymiernymi W1 i Wz (w1 < wz), jesli W1 nalezy do W1, a Wz nalezy do Wz
Na przyklad, zaliczmy do W1 wszystkie ujemne liczby wymierne i te nieujemne,
których kwadrat jest mniejszy od 2, a do Wz zaliczmy wszystkie dodatnie liczby
wymierne, których kwadrat jest wiekszy od 2. Podzial zbioru W na zbiory W1, Wz
jest dziura (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo latwo sprawdzic, ze dziura
ta lezy miedzy liczbami 1 i 2. Bez trudu mozna by wyznaczyc bardziej dokladnie
polozenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi, ze lezy ona miedzy 1,41 a 1,42.
Oczywiscie mozna wyznaczyc jej polozenie jeszcze dokladniej.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest zródlem wielu klopotów.
Obrazowo mozna powiedziec, ze przez te dziury wycieka tresc matematyczna
wielu pieknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze. Zbiór
liczb wymiernych jest swietny do rachunków na liczbach konkretnych, ale zly dla
wielu c;elówteoretycznych, dla bardziej skomplikowanych dzialan na liczbach, niz
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jesli chce sie wykonywac
te dzialania w sposób dokladny, a nie przyblizony. Juz pierwiastkowanie nie jest
wykonalne w tym zbiorze. Spróbujcie okreslic tak pozyteczna funkcje jak logx
(x > O) tak, by zarówno x jak i logx byly liczbami wymiernymi - nic z tego nie
wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje sie po prostu brak liczb, zbiór liczb
wymiernych jest za maly, by wykonywac w nim logarytmowanie lub
pierwiastkowanie (dokladne, a nie przyblizone).

Matematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dzialania, wygladajace na naturalne
lub pozyteczne, sa niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalnosc
dzialan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotów, na których dzialania
maja byc wykonane, lub które maja byc wynikiem tych dzialan. Mozna by
przytoczyc wiele przykladów - nawet z najnowszej matematyki. Przytoczymy tu
tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru liczb rzeczywistych.

Rozszerzenie to wykonuje sie w sposób nastepujacy. Przed kazda dziura
w zbiorze liczb wymiernych matematyk kladzie kolek do zatkania jej (liczbe
wymierna wygodnie jest interpretowac jako punkt na osi liczbowej; wówczas
kolek do zabicia dziury tez mozna wyobrazac sobie jako punkt na tej osi).
Nastepnie jednym uderzeniem mlotka matematyk wbija wszystkie kolki. Zwracam
uwage na fakt, ze matematyk jednym aktem woli wbija od razu wszystkie kolki we
wszystkie dziury! Nie nalezy wyobrazac sobie procesu wbijania w ten sposób, ze
najpierw numeruje wszystkie dziury liczbami naturalnymi, a potem chodzi kolejno
od n-tej dziury do n+ l-szej i zabija je kolkami. Takie postepowanie byloby
niemozliwe, mo~na bowiem udowodnic, ze dziur w zbiorze liczb wymiernych jest
tak duzo, ze nie mozna ich ponumerowac wszystkimi liczbami naturalnymi.

Wszystkie liczby wymierne mozna ponumerowac kolejnymi liczbami
naturalnymi, ale dziur w tym zbiorze - nie! Dziwne, nieoczekiwane, ale prawdziwe.
Jakkolwiek ponumerowalibysmy te dziury wszystkimi liczbami naturalnymi,
zawsze znalazloby sie jeszcze nieskonczenie wiele nieponumerowanych dziur!
Zawodowi matematycy mówia, ze jakis zbiór jest przeliczalny, jesli wszystkie jego
elementy mozna ponumerowac kolejnymi róznymi liczbami naturalnymi, a jest
nieprzeliczalny, jesli tego nie mozna zrobic. Zbiory nieprzeliczalne sa znacznie
wieksze, znacznie bogatsze w elementy niz zbiory przeliczalne. Zbiór liczb
wymiernych jest przeliczalny, a zbiór wszystkich dziur w tym zbiorze jest
nieprzeliczalny. Widac stad, ze w zbiorze liczb wymiernych jest wiecej dziur
niz liczb! Czyz mozna miec zaufanie do takiego zbioru? Nic dziwnego, ze wiele
tresci matematycznej wycieka przezen.

Powrócmy do rozszerzenia liczb wymiernych do rzeczywis.tych. Wbite koleczki
nazwiemy liczbami niewymiernymi, a calosc, tzn. zarówno liczby wymierne jak
i niewymierne nazwiemy liczbami rzeczywistymi zgodnie z powszechnie
ustalonll terminologia. Czytelnik latwo sie domysli, ze koleczek, który zatkal
dziure, podana jako jedyny przyklad ilustrujacy to pojecie, oznaczac bedziemy
symbolem -,12.

Jak w kazdej innej konstrukcji matematycznej, tak i w tym przypadku nalezy
wyróznic dwie strony tego samego zadania: l) intuicyjne wyjasnienie celu i metody
konstrukcji oraz 2) precyzyjny opis jej wykonania z zachowaniem najwyzszych
kryteriów scislosci wspólczesnej matematyki. Opisane powyzej wbijanie koleczków
w dziury to tylko intuicyjny opis konstrukcji, wyjasnienie jej celu. Precyzyjny
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___ Zadania redaguje dr Jedrzej JEDRZEJEWSKI

opis konstrukcji - to zupelnie inne zagadnienie. Zagadnienie - powiedzialbym 
dosyc niewdzieczne. Znamy dwie metody "wbijania koleczków", mianowicie
metode Dedekinda i metode Cantora. Obydwie sa bardzo precyzyjne i obydwie
maja te sama wielka wade: zaciemniaja mniej istotnymi szczególami
technicznymi podstawowa, jasna i prosta intencje konstrukcji. Dlatego nie
przytoczymy tu zadnej z nich. Wspomnimy tylko o zasadniczej róznicy miedzy
tymi metodami. Oczywiscie koleczki musza byc z czegos zrobione, z jakiegos
tworzywa, naturalnie z jakiegos abstrakcyjnego tworzywa pojec matematycznych.
Otóz metody Cantora i Dedekinda róznia sie glównie materialem, z którego
zrobione sa koleczki. W metodzie Dedekinda koleczkiem zatykajacym dziure jest
sama dziura! Dziure zatyka sie nia sama! Mozna powiedziec, ze w metodzie tej
koszty zuzycia materialów zostaly doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukcja zostala wykonana, koleczki sa wbite. Pozostalo nam sprawdzic,
czy robota zostala rzetelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie wbijania nie
powstaly jakies nowe dziury. Na szczescie wszystko jest w absolutnym porzadku,
zbiór liczb rzeczywistych jest calkowicie szczelny. Przytoczona definicje dziury
mozna wprawdzie sformulowac w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma
jednak potrzeby wprowadzania takiego pojecia, po prostu w ogóle nie ma
takich dziur.

Okazuje sie, ze zbiór liczb rzeczywistych ma wlasnosci jeszcze lepsze, niz zbiór
liczb wymiernych. Mozna ten zbiór uporzadkowac, mozna uogólnic podstawowe
dzialania arytmetyczne, dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie na liczby
rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywac bez zadnych ograniczen
wiele innych pozytecznych operacji matematycznych, jak pierwiastkowanie,
potegowanie, logarytmowanie itp., których wykonalnosc w dziedzinie liczb
wymiernych byla mocno utrudniona, jesli nie wrecz niemozliwa.

Okazalo sie ponadto, ze w oparciu o pojecie liczby rzeczywistej mozna zbudowac
cala analize matematyczna, olbrzymia galaz wspólczesnej matematyki. U podstaw
wszystkich twierdzen tej czesci matematyki lezy "szczelnosc" zbioru liczb
rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywaja przymiotnika "zupelny"
zamiast "szczelny"). Twierdzenia analizy matematycznej przestaja byc
prawdziwe, jesli zbiór liczb rzeczywistych zastapic przez zbiór liczb wymiernych.
To wlasnie mielismy na mysli, mówiac zartobliwie o przeciekaniu wiedzy
matematycznej przez dziury zbioru liczb wymiernych. Pojecie liczby
rzeczywistej jest niezbedne dla calej matematyki teoretycznej. Jest równiez
niezbedne dla formowania ogólnych metod matematyki stosowanej az do
momentu, gdy w gre wchodza przyblizone rachunki na konkretnych liczbach.
Wtedy powracamy do bardziej elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby
rzeczywistej. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora lub
Dedekinda, wydaje sie byc tworem dosc mistycznym, wydaje sie byc znacznie
mniej rzeczywista - w potocznym znaczeniu tego sfowa - niz liczba wymierna.
Dla zawodowego matematyka liczba rzeczywista jest podstawowym narzedziem
pracy, jest równie rzeczywista jak inne pojecia matematyczne. Liczby
rzeczywiste sa równie rzeczywiste jak liczby wymierne, jedne i drugie sa bowiem
poprawnie zdefiniowanymi pojeciami istniejacymi w mózgu matematyka. Jedne
i drugie maja ten sam typ realnosci.

redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

MI. Udowodnic, ze boki a, b, c trójkata ABC

spelniaja równosc b2 = a(a+c) wtedy i tylko
wtedy, gdy 1;.ABC = 21;.BAC.

(z pracy D. Rameshwara Rao)
Rozwiazanie na str. 9 .

M2. Znalezc liczby rzeczywiste p i q, które sa
pierwiastkami równania X2+pX+q = O

(ze wzgledu na zmienna x).
(V. Gutenmacher) Rozwiazanie na str. 8.

M3. Dla jakich wartosci rzeczywistych m uklad
równan

X2+y2 = m

_x2+y = 2

ma dokladnie jedno rozwiazanie?

(R. Hajlasz) Rozwiazanie na str. 10.

Z prostych odcinków identycznego drutu
oporowego zbudowano obwód elektryczny
przedstawiony. na rysunku. Prad o natezeniu

. I doplywa do wezla A i wyplywa z wezla E

wzdluz prostej AE, która jest prostopadla
do plaszczyzny trójkata równobocznego BCD .
utworzonego przez wezly B, C i D. Bryle
ABCDE mozna uwazac za dwa polaczone
podstawami ABC prawidlowe ostroslupy
trójkatne, kazdy o innej wysokosci. Wykazac,
ze w nieograniczonym osrodku jednorodnym,
w kazdym punkcie odcinka AE wartosc
indukcji magnetycznej B wynosi zero.
Rozwiazanie na str. 15.

FI.

c
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Laboratorium w domu

redag~ie dr Jan GAJ

WIDZIMY W PODCZERWIENI

Kiepski dowcip, powie niejeden z Was. Kto nam kupi noktowizor? Mówie
powaznie. Kazdy, kto nie ma dwóch lewych rak, moze sam zarejestrowac obraz
w podczerwieni. Spróbujemy? No to do dziela.

MATERIALY

UWAGI DODATKOWE

IDEA DOSWIADCZENIA

ZESTAWIAMY UKLAD

Przedmiot goracy nie powinien byc blyszczacy i gladki, bo bedzie slabo emitowal
podczerwien. Woda w ewaporografie nie powinna byc za zimna (zaparowanie
sie nie pojawi) ani za ciepla (nie bedzie ustepowalo latwo pod wplywem ciepla).
Przylozenie palca do folii na pare sekund powinno powodowac znikniecie
zaparowania w tym miejscu.

Doswiadczenie mozna wzbogacic badajac przepuszczalnosc róznych materialów
(szklo, folia polietylenowa) przez wstawianie ich w bieg promieni. Powodzenia!
Bardzo prosimy o listy z opisem jak udalo sie doswiadczenie lub z propozycjami
udoskonalen.

Na stole umieszczamy blisko siebie lutownice (lub inny goracy przedmiot)
i ewaporograf, a nad nimi zwierciadlo zgodnie z rysunkiem I w taki sposób,
aby obraz lutownicy wytworzyl sie na ekranie ewaporografu. Wygodnie jest
zastapic na razie lutownice plaska latarka kieszonkowa i ustawic zwierciadlo
na odpowiedniej wysokosci. Zwierciadlo (sloik do góry dnem) mozna ustawic
brzegami na dwóch linijkach opartych koncami na dwóch stosach ksiazek. Po
wstawieniu goracego przedmiotu w miejsce latarki obraz pojawia sie w ciagu
kilkunastu sekund do paru minut, zaleznie od warunków doswiadczenia.

Pokazuje ja rysunek I. Promieniowanie podczerwone wysylane przez zródlo (A)
odbija sie od zwierciadla wkleslego (B) tworzac obraz zródla na ekranie (C)
ewaporografu - przyrzadu, który pozwoli nam ten obraz zobaczyc.

EWAPOROGRAF

Do drugiego sloika nalewamy troche wody o temperaturze pokojowej i zawiazujemy
sznurkiem na jego szyjce kawalek folii polietylenowej (rys. 3). Po chwili folia
pokryje sie od wewnatrz mgielka ,wodna. To juz jest ewaporograf, a jego ekranem
jest oczywiscie zaparowana folia. W miejscach, gdzie padnie odpowiednio silne
promieniowanie podczerwone, folia ogrzeje sie i zaparowanie zniknie - powstanie
widoczny obraz.

ZWIERCIADLO WKLESLE

Na szyjke sloika zakladamy folie aluminiowa i zawiazujemy mocno sznurkiem.
Nastepnie wciskamy w folie matryce o kulistej powierzchni. Zwierciadlo gotowe
(rys. 2). Dla sprawdzenia próbujemy wytworzyc nim obraz swiecacej zarówki
na kartce papieru. Niezbyt ostry? No cóz, nie jest to przyrzad od Zeissa.
Podobnej jakosci mozemy oczekiwac po naszym obrazie w podczerwieni - nie
liczmy na zarejestrowanie drobnych szczególów.

Beda nam potrzebne: I) goracy przedmiot jako zródlo podczerwieni - wygodna
B jest lutownica, moze byc zagrzany w plomieniu duzy klucz, 2) dwa sloiki np. po

dzemie, 3) kawalek folii aluminiowej - najlepsza dostepna w handlu do celów
. gospodarstwa domowego, moze byc z opakowania czekolady, 4) kawalek folii
polietylenowej - z torebki, 5) sznurek, 6) przedmiot o gladkiej kulistej
powierzchni jako matryca zwierciadla wkleslego - np. duza soczewka wypukla
(moze byc z kondensora od powiekszalnika Krokus, ewentualnie duzy kulisty klosz
od lampy), 7) sprzet pomocniczy do ustawienia ukladu (np. dwie linijki i dwa
stosy ksiazek oraz latarka kieszonkowa).

c

b.

Rys.2

a.

o.

Rys.3

Rys.l
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Delta z wizyta w Instytucie Fizyki Jadrowej w Krakowie
Pulpit sterowniczy cyklotronu

Dyrektor Instytutu Fizyki Jadrowej
w Krakowie prof. dr Andrzej
Hrynkiewicz

Sala wiazek czastek naladowanych
z duzego cyklotronu

&

-
W 1955 r. na polach bronowickich pod Krakowem pojawily sie pierwsze traktory niwelujac
teren. Bylo to rozpoczecie budowy drugiego obok Warszawy osrodka
badawczego polskiej atomistyki. Nosi on obecnie nazwe Instytutu Fizyki Jadrowej w Krakowie.

W trzy lata pózniej, 20 listopada 1958 r."Prezes Rady Ministrów dokonal uroczystego otwarcIa
najwiekszego polskiego akceleratora czastek naladowanych: duzego cyklotronu, przyspieszajacego
deuterony do energii 13 milionów eV.

Fizycy krakowscy niskich energii, którzy swoje prace rozpoczeli bezposrednio po wojnie
pod kierunkiem prof. dr Henryka Niewodniczanskiego, pierwszego dyrektora krakowskiego
Instytutu -zyskali nowe, znakomite urzadzenie badawcze.

Do prac na duzym cyklotronie byli oni dobrze przygotowani. Mieli bowiem juz na swoim koncie
udana konstrukcje pierwszego polskiego cyklotronu o srednicy nabiegunników elektromagnesu
48 cm, który zostal uruchomiony w piwnicy dawnego budynku Instytutu Fizyki UJ w sylwestrowa
noc 1956 r. Dlatego tez rozpoczecie prac badawczych na nowym cyklotronie nastapilo
w rekordowo krótkim czasie. Juz w kwietniu 1959 r. przeprowadzono na nim pierwsze pomiary.

Bombardujac wegiel wiazka deuteronów przyspieszonych do energii 13 Me V w 'wyniku tzw. reakcji
jadrowej stripingu [Ue (d, n) 13N] uzyskiwano neutrony. Wynik pomiaru rozkladu katowego
i polaryzacji neutronów dostarczyl cennych informacji odnosnie budowy jadra.

Od uruchomienia duzego cyklotronu minelo juz 15 lat. Krakowski Instytut dokonal w tym czasie
duzego skoku stajac sie znanym w swiecie osrodkiem badawczym. Waznym wydarzeniem w jego
historii bylo wejscie w sklad Instytutu zespolu fizyków wysokich energii. Zespól ten od pierwszych
lat powojennych, pod kierunkiem prof. dr Mariana Miesowicza, prowadzil prace nad
promieniowaniem kosmicznym w Akademii Górniczo-Hutniczej. Prace te staly sie podstawa
znanych obecnie w swiecie badan tej grupy w dziedzinie fizyki jadrowej wysokich energii i czastek



elementarnych. Z nich równiez wywodzi sie problematyka Instytutu Fizyki i Techniki
Jadrowej AGH i obszerna dziedzina zastosowan metod jadrowych w geologii, górnictwie
i hutnictwie.

Obecnie krakowscy fizycy wysokich energii zdobyli dostep do najwiekszych akceleratorów
czastek naladowanych. Prowadza eksperymenty na radzieckim synchrotronie w Sierpuchowie
kjMoskwy, przyspieszajacym protony do energii 76 miliardów eV.

Prowadza prace na duzym akcelf a ,orze w CERN (Genewa) oraz rozpoczynaja doswiadczenia
z uzyciem aktualnie najwiekszego urzadzenia do przyspieszania czastek naladowanych, które
majduje sie w Batawii (USA). Akcelerator ten dostarcza wiazke protonów o energii
ok. 400 miliardów eV (GeV).

W Instytucie Fizyki Jadrowej w Krakowie pracuje obecnie 650 osób. Posiada on siedem
zakladów naukowych i dwie samodzielne pracownie. Poza fizyka jadrowa prowadzi tez prace
w dziedzinie badania fazy skondensowanej materii metodami jadrowymi oraz rozwija szeroko
prace stosowane.
Jaka przyszloSC?
Na to pytanie Dyrektor Instytutu, prof. dr Andrzej Hrynkiewicz przedstawia opracowany
wspólnie z udzialem calego srodowiska krakowskich fizyków program rozwoju Instytutu.

Wazne miejsce zajmuje w nim budowa w Krakowie nowego cyklotronu izochronicznego,
przyspieszajacego protony do energii 90 milionów e V.W oparciu o to urzadzenie i istniejacy
potencjal krakowscy naukowcy zamierzaja rozwinac interesujace prace w malo zbadanym
dotychczas obszarze energii czastek, jak równiez nowe kierunki zastosowan metod fizyki
jadrowej dla potrzeb energetyki jadrowej, biologii, medycyny i rolnictwa.

J.H

Ogólny widok Instytutu Fizyki
Jadrowej w Krakowie

Widok duzego cyklotronl'.

Spektrometr promieniowania beta
zbudowany w Instytucie Fizyki
Jadrowej w Krakowie
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Jak zidentyfikowalismy hiperjadro podwójne

Fizyka hiperjader jest dzis obszerna
dziedzina wiedzy. Dwa

naj powazniejsze odkrycia mialy
miejsce w Uniwersytecie
Warszawskim: w 1952 r.
zaobserwowano pierwsze hiperjadro,
a w 10 lat pózniej hiperjadro

podwójne.
Redakcja Delty zwrócila sie z prosba
do jednego z wspólodkrywców
podwójnego hiperjadra aby
opowiedzial Czytelnikom jak do tego
doszlo. Sadzimy, ze tego typu artykuly
przedstawiajace droge do wyniku,
a nie tylko sam wynik, pozwalaja
lepiej zrozumiec specyfike pracy
badawczej. Prosimy bardzo
o propozycje, jakimi osiagnieciami
wspólczesnej fizyki zajac sie w tym
dziale. Dolozymy staran aby spelnic
zyczenia Czytelników równiez
w zakresie osiagniec dokonanych
przez fizyków zagranicznych.

Pro! dr Janusz ZAKRZEWSKI

Chcialbym opisac tu historie odkrycia hiperjadra podwójnego dokonanego
w roku 1962 w Warszawie. Interesowala nas wtedy sprawa tworzenia hiperjader
w oddzialywaniach szybkich mezonów K-, przy czym zespól nasz, zlozony
z Mariana Danysza, Krystyny Garbowskiej, Jerzego Pniewskiego, Tadeusza
Pniewskiego i autora niniejszego artykulu, uczestniczyl w badaniach
prowadzonych w ramach szeroko zakrojonej wspólpracy miedzynarodowej,
zwanej Europejska Wspólpraca K-. Oprócz osrodka warszawskiego, w owym
czasie w sklad tej grupy wchodzily zespoly z Bristolu, Brukseli, Dublina, Genewy
i Londynu - w sumie 23 fizyków i co najmniej drugie tyje techników. Badania
w zakresie fizyki wielkich energii i czastek elementarnych - to praca naprawde
zespolowa, wymagajaca udzialu wielu specjalistów z róznych osrodków, oparta
na wykorzystaniu akceleratorów dostarczajacych czastek wielkich energii. Badania
w tej dziedzinie musza miec charakter miedzynarodowy.

W tym wypadku wykorzystywalismy blok specjalnej emulsji fotograficznej zlozony
z wielu warstw, naswietlonych wiazka mezonów K- uzyskana z akceleratora
protonowego w Miedzynarodowym Osrodku Badan Jadrowych pod Genewa.
Warstwy te, po wywolaniu i utrwaleniu, podzielone miedzy laboratoria Europejskiej
Wspólpracy K-, przegladali przy uzyciu mikroskopów technicy-mikroskopisci,
notujac zderzenia mezonów K- z jadrami skladników emulsji fotograficznej.

Ale zanim przejdziemy do wlasciwej historii, trzeba koniecznie wprowadzic kilka
pojec z fizyki czastek elementarnych - bez takiego wstepu trudno byloby
niespecjaliscie sledzic dalszy tok rozumowania.

Badajac wlasnosci obecnie znanych czastek elementarnych wykryto pewna ich
ceche, która moze byc jednym z elementów, dzieki którym czastki róznia sie miedzy
soba. Poniewaz nie mozna znalezc zadnego prostego obrazu fizycznego tej cechy
nazwano ja dziwnoscia. Istnieje wiele procesów, w których ta cecha jest scisle
zachowana i jedynie przekazywana od jednej czastki do innej, co pociaga za soba
zmiane indywidualnosci tej czastki. Czastkom o róznych dziwnosciach mozemy
przypisac liczby 0, ± l, ±2, ... itd. Nukleonom, tj. protonowi i neutronowi,
przypisana jest dziwnosc zero, podobnie mezonom pi (pionom), natomiast
mezonowi K- (K minus) i hiperonowi lambda - dziwnosc minus jeden.
Wszystkie hiperony maja dziwnosc ujemna, przy czym np. hiperon ksi minus ma
dziwnosc minus dwa. Nukleo(lY i piony uwazane sa za czastki niedziwne ; jadra
atomowe, których skladnikami sa nukleony, stanowia wiec struktury niedziwne.

By ceche "dziwnosc" uczynic mniej zagadkowa, dodajmy, ze w procesach, zwanych
przez fizyków szybkimi, do których nalezy np. zderzenie, dziwnosc jest
zachowana. W wyniku zatem zderzenia czastek niedziwnych nie moze powstac
czastka dziwna, chyba, ze wraz z nia powstanie czastka o dziwnosci przeciwnej,
t.j. naraz dwie czastki o dziwnosciach dodatniej i ujemnej. Przy oddzialywaniu
jadrowym mezonu K- z nukleonem, jego dziwnosc ujemna zatem nie ginie, lecz
jest przekazywana powstajacej z nukleonu czastce dziwnej - hiperonowi.
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Próba rozwiazania zadania M2.
Liczby p i q spelniaja warunki zadania
(na podstawie wzorów Viety) wtedy i tylko
wtedy, gdy p+q = -p i pq = q. Rozwiazujac
ten uklad rÓWnanotrzymujemy p = O i q = O

lub p = l i q = -2. Rozwiazanie to zawiera
jednak blad logiczny - zob. str. 2.
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a2 +c2 -a2 -ac
2ac

a2+ac+c2-a2
2bc

Rozwiazanie zadania MI.

Zalózmy, ze b' = a(a+c).
Uwzgledniajac te równosc-mamy ze wzoru
cosinusów

b2+c2-a2
cosA=~

a+c-2iJ
02 +c2 -b2

cosB =

_ c(c-a) _ c-a
-~-2iJ
oraz ze wzoru na cosinus podwojonego kata

a2+2ac+c2-2b2
cos2A = 2cos'A-l = -.-----.--- =

02 +2ac+c2 -2a2 -2ac
2a(a+c)

c'-a' _ (c-a) - (c+a) _ c-a
= 2a(a+c) - 2a(a+~ - 2iJ
Mamy wiec równosc cos 2A = cos B, skad
wobec nierównosci O < 2A < 2n, O < B < n
wynika, ze B = 2A lub 2n-2A = B. Jezeli

2n-2A = B, to 2n-A +C = A +B+C = n,
skad A = C+n > n, co jest niemozliwe.

Jest wiec B = 2A.
Jezeli w trójkacie zachodzi równosc B = 2A,
to na podstawie twierdzenia sinusóW'
i cosinusów

b sinB sin2A 2sinAcosA

a = sinA- = sinA = --SfnA--- =
bl +c2 -a2

= 2cosA = --b-c--
Z równosci tej wynika, ze b2c = abl +ac2 -a3

skad b'(c-a) = a(c' -a') czyli
b'(c-a) = a(c-a) - (c+a)
skad c-a = O lub b' = a(c+a).
Jezeli c-a = O, to C = A. a poniewaz

B = 2A, wiec n = A+B+C = A·t 2A+A.

skadC=A=~,B=~ 4 2 .
Wówczas na mocy twierdzenia Pitagorasa
i równosci a = c mamy b' = a'+c' = a(a+c).
W kazdym wiec przypadku otrzymamy te
równosc.

Jednym z takich hiperonów jest czastka lambda, bardzo dla nas wazna, gdyz moze
ona w pewnych warunkach stac sie skladnikiem jadra atomowego. Jadro takie ma
jednostkowa dziwnosc ujemna, jest wiec samo jadrem dziwnym i nazywa sie
hiperjadrem. Mozliwosc wiazania hiperonu lambda w materii jadrowej odkryta
zostala w roku 1952, w Uniwersytecie Warszawskim, przez Mariana Danysza
i Jerzego Pniewskiego. Zapoczatkowali oni w ten sposób nowy dzial fizyki 
fizyke hiperjader, która stala sie odtad specjalnoscia polska. Prace w tej dziedzinie
prowadzone sa w Warszawie do dnia dzisiejszego, nie tylko przy uzyciu emulsji
fotograficznej, ale równiez metodami licznikowymi.

Z powyzszych rozwazan wynika wazny wniosek: w oddzialywaniach mezonów K
moga powstawac hiperjadra, skoro tworzone sa hiperony lambda mogace ulec
zwiazaniu we fragmentach jadrowych. Gdy w gre wchodza szybkie mezony K-, na
sto takich oddzialywan obserwuje sie okolo czterech przypadków tworzenia
hiperjader. Jakie sa ich dalsze losy? Otóz hiperjadra sa nietrwale, moga ulegac
rozpadowi na kilka fragmentów, moga miedzy innymi emitowac mezony pi (jest to
swoista "promieniotwórczosc pionowa"). W rozpadzie takim, który jest procesem
uwazanym za powolny, dziwnosc ginie: jadro dziwne - hiperjadro - zamienia sie
na czastki niedziwne, gdyz mezon pi i inne fragmenty jadrowe maja dziwnosc
równa zero.

Czy moga· powstawac jadra o dziwnosci podwójnej, zawierajace nie jeden, a dwa
hiperony lambda? Pytanie to postawili sobie fizycy wkrótce po odkryciu hiperjader
pojedynczych, zawierajacych jeden hiperon lambda zwiazany w strukturze jadrowej,
Takie hiperjadra, zawierajace dwa zwiazane hiperony, nazywamy hiperjadrami
podwójnymi o dziwnosci minus dwa. Mozna ich bylo oczekiwac wlasnie
w oddzialywaniach szybkich mezonów K-, kiedy duza energia tych mezonów
pozwala uzyskac dodatkowa dziwnosc ujemna wraz z dziwnoscia dodatnia.

Jak juz wspomnialem, przegladu emulsji dokonywali mikroskopisci ; przypadki
znalezione przez nich analizowalismy nastepnie my, fizycy, klasyfikujac je
i kierujac do pomiarów. W ten sposób zobaczylismy po raz pierwszy w zimie
1962 roku przypadek, zanotowany przez mikroskopistke, Barbare Los, który od
pierwszego rzutu oka pobudzil nasza wyobraznie. Jego niezwyklosc polegala na
tym, ze z bardzo malej objetosci emulsji, do której prowadzil slad zatrzymujacej
sie czastki, wytworzonej w oddzialywaniu jadrowym mezonu K-, wybiegaly, oprócz I

innych czastek, slady dwóch mezonów pi! Interpretacja nasuwala sie
natychmiastowo, jak w olsnieniu, choc wymagala wielkiej wyobrazni: mógl to byc
dwukrotny rozpad z emisja mezonu pi hiperjadra podwójnego, wytworzonego przez
hiperon ksi minus, powstajacy w oddzialywaniu jadrowym mezonu K- (wraz
z mezonem KO o dziwnosci dodatniej). Hiperon ten majac dziwnosc równa minus
dwa, w oddzialywaniu z jadrem zwyczajnym tworzy dwa hiperony lambda. Jesli
hiperony te zostana zwiazane w tym samym fragmencie jadrowym - moze
powstac hiperjadro podwójne. Ale wtedy, gdy zobaczylismy nasz przypadek, to
wszystko bylo czysta spekulacja - tak moglo byc, ale nie musialo. Chociaz
interpretacja podsunieta przez wyobraznie wydawala sie nam bardzo atrakcyjna,
wymagala jednak potwierdzenia na drodze pomiarów i dokladnej analizy.

I tak zaczal sie kilkumiesieczny okres, w którym zespól nasz staral sie sprawdzic
proponowana interpretacje, dokonujac niezliczonych obserwacji i pomiarów. Kazdy
wynik przyjmowany byl niezmiernie krytycznie i po wielokroc sprawdzany.

Mikrofotografia oraz rysunek
schematyczny przypadku tworzenia
i kaskadowego rozpadu hiperjadra
podwójnego. Mezon K- zderzyl sie
z jadrem emulsji fotograficznej
(gwiazda A) wytwarzajac hiperon ksi
(tor 1). Hiperon ten zostal

pochloniety przez jadro (gwiazda B)
z emisja hiperberylu dwu1ambdowego
(tor 6) rozpadajacego sie (gwiazda C)
z emisja mezonu pi (tor 7)
i hiperberylu jednolambdowego
(tor 9). Rozpada sie on równiez
z emisja mezonu pi (tor 10) i innych
czastek naladowanych (tory lI, 12 i 13).
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Hiperon ksi powstaje w wyniku
przeksztalcenia sie jednego
z nukleonów jadra.

--
Próba rOrNi"zania zadania M3.
let.cli dany uklad równan mialby dokladnie
jedno rozwiazanie, to i równanie powstale
przez dodanie .leonami danych równan
mialoby tet dokladnie jedno rozwi"zanie.
Równaniem tym jest y'+y-(m+2) - O.
Musialoby wiec byc (przyrównujemy wyrótnik

do zera) J+4m+8 - O, sqd m - _!,4

ale widac, te w6vll:zaSpierwsze równanie
ukladu jest sp~e. Niestety, pierwsze
zdanie teKo rOrNiazania zawiera blad lo&iczny.
(zob. str. 16).

Do póznej nocy, dzien w dzien, wpatrywalismy sie kolejno w mikroskop starajac sie
dociec, z której sposród trzech gwiazd B, C i D (patrz rysunek) wybiegaly tory
czastek oraz wielokrotnie mierzac zasiegi tych czastek i katy ich emisji. Zadanie
nie bylo latwe, gdyz gwiazdy te lezaly w objetosci emulsji nie przekraczajacej
trzech stumilionowych czesci milimetra szesciennego ("'" 3 . 10- 8 mm3).
Prawdopodobienstwo przypadkowego nalozenia sie obserwowanych trzech gwiazd
w tak malej objetosci emulsji ocenilismy jako znacznie mniejsze od jednej
dziesieciomiliardowej (~ 10-10). Po ustaleniu pochodzenia wszystkich torów,
w szczególnosci stwierdzeniu, ze jeden z mezonów pi pochodzi z gwiazdy C (tor 7)
a drugi - z gwiazdy D (tor 10), ciag zdarzen przedstawial sie nastepujaco. Mezon
K-, poczatkujacy caly proces, zderzyl sie z jadrem emulsji (gwiazda A)
wytwarzajac hiperon ksi (tor l). Hiperon ten zostal pochloniety przez jadro,
prawdopodobnie wegla (gwiazda B), z emisja hiperjadra podwójnego (tor 6)
rozpadajacego sie kaskadowo (gwiazda C) z emisja mezonu pi (tor 7) i hiperjadra
pojedynczego (tor 9). To ostatnie rozpadalo sie równiez z emisja mezonu pi (tor 10)
i innych czastek naladowanych (tory l l, 12 i 13). Szczególowa analiza takiego ciagu
zdarzen doprowadzila do wniosku, iz hiperjadrem podwójnym musial byc
dwulambdowy beryl dziesiec (z mniejszym prawdopodobienstwem beryl
jedenascie). Rozwazylismy tez szereg innych interpretacji konkurencyjnych, które
moglyby wyjasnic obserwowany ciag zdarzen - gwiazdy A, B, C i D -
odrzucajac je w koncu jako niespójne z obserwacjami.

I tak pozostala w koncu ta pierwsza. interpretacja, intuicyjna - tylko teraz
potwierdzona przez pomiar i rygorystyczne rozumowanie.

Zdarzyla sie rzecz przez nikogo nie przeczuwana: w Warszawie zidentyfikowano
pierwsze hiperjadro podwójne, podobnie jak dziesiec lat wczesniej - równiez
w Warszawie! - pierwsze hiperjadro pojedyncze. Jak sie okazalo w dalszych
badaniach, prawdopodobienstwo obserwacji takiego przypadku w naszych
warunkach eksperymentalnych jest bardzo male, mniejsze niz jedno na milion
oddzialywan mezonów K- « 10- 6). Do chwili obecnej znany jest jeszcze drugi
podobny przypadek hiperjadra podwójnego, znaleziony w Stanach Zjednoczonych
w kilka lat po naszym odkryciu, potwierdzajacy w calej pelni nasze wnioski.
Nawiasem mówiac, dopiero wtedy odetchnelismy z ulga ...

Kiedy juz upewnilismy sie w interpretacji przypadku, wiosna 1963 roku
zawiadomilismy naszych wspólpracowników z Europejskiej Wspólpracy K-
o odkryciu. Odbylismy szereg rozmów telefonicznych., wyslalismy listy
przekazujac naszym kolegom wszystkie dane pomiarowe i proszac o sprawdzenie
naszych rachunków i rozumowania. W tym czasie nie mielismy jeszcze do
dyspozycji w Warszawie elektronicznych maszyn cyfrowych, wszystkie rachunki
przeprowadzalismy za pomoca zwyklych maszyn do liczenia, co zajelo bardzo
wiele godzin. Nasi koledzy zagranica mieli juz dostep do maszyn cyfrowych
i sprawdzili przy ich uzyciu w dwóch osrodkach nasze rachunki, uzyskujac te same
wyniki.

Jednym z klopotów przy interpretacji calego zdarzenia byla trudnosc doszukania
sie krótkiego toru, kryjacego sie czesciowo pod innym torem, wlasciwie
niemozliwego do zaobserwowania wobec znajdujacego sie przypadkowo pod nim
znaczka wspólrzednych umieszczonego na spodzie emulsji tuz przy szkle (ciemne
tlo na mikrofotografii). Mimo to nie watpilismy w jego istnienie, skoro jego br
czynilby cale zdarzenie zupelnie niezrozumialym. W tym czasie osrodkiem
o najwiekszej slawie w zakresie metod emulsyjnych bylo laboratorium Uniwersytetu
Bristolskiego, kierowane przez laureata Nagrody Nobla profesora Cecila F.
Powella. Koledzy z tego laboratorium podjeli sie tak spreparowac emulsje, by
mozna bylo sprawdzic istnienie tego toru. Odklejono emulsje od podkladu
szklanego a nastepnie po odwróceniu naklejono powtórnie. Starto znaczek oraz
nasycono emulsje roztworem tak, ze speczniala wielokrotnie i wtedy cale
"rusztowanie" torów stalo sie doskonale widoczne. Pojawil sie tor, którego nie
moglismy dostrzec, choc nie watpilismy w jego istnienie. Bylo to piekne
potwierdzenie toku naszego rozumowania i poprawnosci interpretacji. Kiedy
ogladalismy tak spreparowana klisze po odeslaniu do Warszawy, jeden z nas
patrzac na to piekne rusztowanie doznal w pierwszej chwili szoku, ze jednak
pomylilismy kolejnosc rozpadów kaskadowych. Zapomnial zapewne z wrazenia,
ze po odwróceniu emulsji widzi równiez caly obraz odwrotnie ...

Publikacja, w której opisalismy obserwacje hiperjadra podwójnego, ukazala sie
w lipcu 1963 roku; wczesniej jeszcze, bo w marcu tegoz roku, referowalismy nasza
prace na dwóch konferencjach miedzynarodowych, w Genewie i Sto Cergue,
poswieconych fizyce struktur jadrowych i hiperjader.
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Na czym polegalo znaczenie naszego odkrycia? Potwierdzilo ono mozliwosc
wiazania dwóch hiperonów lambda w materii jadrowej i umozliwilo pierwsza ocene
wzajemnego oddzialywania, na innej drodze nieosiagalna. Odkrycie to pokazalo
zarazem, ze hiperjadra podwójne mozna wytwarzac na drodze wychwytu jadrowego
hiperonów ksi. Nalezy sie spodziewac, ze fizyka hiperjader podwójnych rozwinie
sie dopiero po skonstruowaniu wiazek takich hiperonów (co nie jest rzecza latwa
ze wzgledu na krótki czas ich zycia). Poszukiwanie hiperjader podwójnych
wytwarzanych w oddzialywaniach szybkich mezonów K- jest zbyt pracochlonne.
A ze znalezlismy tak rzadki przypadek? Moze mielismy szczescie...

Krótki kurs informatyki Algorytmy cz. I

dr Andrzej SKO WRO N

W rozwazaniach naszych nie bedziemy chwilowo dazyli do scislej definicji algorytmu ani do
formalizacji zapisu algorytmów. Celem naszym bedzie wyrobienie u Czytelnika przekonania,
ze algorytm jest uscisleniem przepisu postepowania prowadzacego do zamierzonego celu.

Spróbujemy wymienic kilka charakterystycznych cech (nieformalnego) pojecia algorytmu.
1) Algorytm okresla sie przez podanie przepisu postepowania, pamieci oraz sterowania.
2) Pamiec okresla sie jako zbiór, którego elementy nazywamy stanami.
3) Sterowanie (którego role moze pelnic czlowiek lub urzadzenie) umozliwia przeprowadzenie

obliczen, a mianowicie w oparciu o przepis postepowania wyznacza jednoznacznie czynnosc, która
nalezy wykonac na aktualnym stanie pamieci oraz okresla jednoznacznie nastepny stan pamieci
i nastepna czynnosc do wykonania (jesli jeszcze jakas czynnosc nalezy wykonac).

4) Dla kazdego algorytmu okreslony jest sposób wprow~dzania do pamieci elementów zbioru
nazywanego zbiorem danych oraz sposób odczytywania wyników z pamieci.

Aby wyjasnic blizej sens powyzszych sformulowan rozwazmy dobrze znany algorytm Euklidesa,
który pozwala dla dowolnych liczb naturalnych a i b wyznaczyc ich najwiekszy wspólny dzielnik
oznaczany przez NWD (a, b). Jesli chcemy wyznaczyc NWD (a, b), gdzie a, b sa liczbami
naturalnymi, postepujemy wedlug nastepujacych regul:

I Jesli a = b, to NWD (a, b) = a.
II Chcac znalezc NWD (a, b) gdy a > b, dzielimy a przez b i wyznaczamy reszte r z tego dzielenia.

Z kolei dzielimy b przez r i wyznaczamy nowa reszte rl . Nastepnie dzielimy r przez rl
i wyznaczamy nowa reszte r2 itd., az dojdziemy do reszty O. Ostatnia rózna od zera reszta bedzie
najwiekszym wspólnym dzielnikiem liczb a i b.

III Jesli a < b, to postepujemy jak w II zamieniajac rolami a i b. Przyjmiemy, ze liczby naturalne
beda przedstawiane w zapisie dziesietnym i jesli nie zajdzie potrzeba, nie bedziemy odrózniac
liczby naturalnej od jej zapisu dziesietnego.

Okaze sie nizej, ze wygodnie jest wyróznic nazwy miejsc, w których zapisujemy liczby naturalne.
Miejsca, w których beda zapisywane liczby naturalne bedziemy nazywac x, y, z, u. Przez x, y, z, u
bedziemy oznaczac liczby naturalne zapisane odpowiednio w miejscach o nazwie x, y, z, u.
Powiemy, ze x jest zawartoscia x, y jest zawartoscia y, itd. Jesli np. w miejscu o nazwie x nie
zapisano zadnej liczby, to przyjmiemy, ze zawartosc x jest pusta i bedziemy umownie przyjmowac
jako zawartosc x symbol -.

Stanami pamieci naszego algorytmu beda ciagi (x, y, z, u), a pamiec jest zbiorem wszystkich
takich ciagów.

Wykonujac czynnosci 1,2 wprowadzamy

dane, które beda przeksztalcone.

Badamy, z którym z przypadków I, n. In
mamy do czynienia.

Mozemy teraz bardziej szczególowo rozpisac sposób postepowania prowadzacy do wyznaczenia
najwiekszego wspólnego dzielnika dwu dowolnych liczb naturalnych. Czynnosci, które nalezy
wykonac (poczynajac od oznaczonej numerem 1) sa nastepujace:

1. Umiesc liczbe naturalna a w miejscu o nazwie x (symbolicznie te czynnosc oznaczymy a -+ x).
Jako nastepna wykonaj czynnosc oznaczona numerem 2.

2. Umiesc liczbe naturalna b w miejscu o nazwie y (symbolicznie te czynnosc oznaczymy b -+ y).
Jako nastepna wykonaj czynnosc oznaczona numerem 3.

3. Sprawdz, czy zawartosc x jest wieksza od zawartosci y (symbolicznie te czynnosc oznaczymy
x > y). Jesli tak, to jako nastepna wykonaj czynnosc oznaczona numerem 5; jesli nie - to 4.

4. Umiesc zawartosc x w miejscu o nazwie u (symbolicznie te czynnosc zapisujemy x -+ u).

Zakladamy, ze po wykonaniu tej czynnosci zawartosc x nie zmieni sie. Jako nastepna wykonaj
czynnosc oznaczona numerem 7.

5. y -+ u. Jako nastepna wykonaj czynnosc oznaczona numerem 10.

II



Po wykonaniu tej czynnosci wynik jest
zapisany w miejscu o nazwie u.

Te czynnosci wykonujemy, gdy x .;;;y
(patrz 4).
Po ich wykonaniu zawartoscia x jest Y. a
zawartoscia y jest x.

Sprawdzenie, czy juz otrzymalismy jako
kolejna reszte O.

Czynnosci przygotowujace do nowego
dzielenia.

lako dzielna nalezy wziac poprzedni dzielnik,
a jako dzielnik poprzednia reszte, a wiec
zawartosc z.

I START I

1~

2~

5

Siec dzialan dla algorytmu Euklidesa

CWiczenie l.

CWiczenie 2.
CWiczenie 3.
CWiczenie 4.

6. Nie zmieniaj zawartosci zadnego z miejsc. Nastepna czynnoSC nie jest okreslona. Symbolicznie te
czynnosc zapisujemy STOP.

7. x-> z. Jako nastepna wykonaj czynnosc omaczona numerem 8.
8. Y-> x. Jako nastepna wykonaj czynnosc omaczona numerem 9.
9. z-> y. Jako nastepna wykonaj czynnosc omaczona numerem 10.
10. Umiesc reszte z dzielenia zawartosci x przez zawartosc y w miejscu o nazwie z (symbolicmie te

czynnosc zapisujemy rest (x, y)-> z. Jako nastepna wykonaj czynnosc omaczona numerem 11.
11. Sprawdz, czy zawartosc z jest równa O (symbolicmie te czynnosc zapisujemy z = O). Jesli tak,

to jako nastepna wykonaj czynnosc omaczona numerem 6; jesli nie - to 12.
12. y-> x. Jako nastepna wykonaj czynnosc omaczona numerem 13.

13. z -; y. Jako nastepna wykonaj czynnoSC omaczona numerem 14.
14. z -> u. Jako nastepna wykonaj czynnosc oznaczona numerem 10.

Czesto poslugujemy sie graficznym przedstawieniem wyzej opisanego sposobu postepowania.
Otrzymany rysunek nazywamy siecia dzialan (flow-diagramem) rozwazanego algorytmu. Na
rysunku podajemy siec dzialan dla naszego algorytmu. Czytelnik latwo zauwazy, jak otrzymalism~
ten rysunek na podstawie powyzszych rozwazan.

W tabelce wskazujemy, jak beda sie zmienialy zawartosci x, y, z, u i jakie bedziemy wykonywali
czynnosci, gdy a = 124, b = 36 i rozpoczynamy od wykonania czynnosci oznaczonej numerem 1.

Numer
Zawartosci

wykony-
I

I
I
I Numer

x
yzuczynnosci

wanej
I

czynnosci
(po wykonaniu kolejnejnastepnej

czynnosci)l
124--- 2

2
12436-- 3

3
12436-- 5

5
12436-36 10

10
124361636 11

11
124361636 12

12

36361636 13
13

36161636 14
14

36161616 10

10

3616416 11
11

3616416 12
12

1616416 13
13

164416 14
14

16444 10

10
164O4 11

11
164O4 6• oznacza, ze wykonalismy ostatnia

6

164O4 •czynnosc przewidziana siecia dzialan

W oparciu o nasza siec dzialan przeksztalcilismy zawartosci x, y, z, u w nowe zawartosci x, y, z, u
i wymaczylismy numer nastepn~j czynnosci. Role sterowania algorytmu pelni w naszym
przypadku czlowiek. Ciag, którego kolejne wyrazy sa kolejnymi wierszami w tabeli (po usunieciu
z niej ostatniej kolumny) jest przykladem obliczenia naszego algorytmu. Podaj inne przyklady
obliczen tego algorytmu!

Liczba NWD (124, 36) jest umieszczona w miejscu o nazwie u po zakonczeniu podanego wyzej
obliczenia. Widac, ze jesli dla dowolnych liczb naturalnych a, b wykonamy czynnosci zgodnie
z nasza siecia dzialan (zaczynajac od czynnosci omaczonej numerem l ikonczac wykonywanie
czynnosci po wykonaniu 6) otrzymamy NWD (a, b) jako zawartosc u. Te wlasnosc rozwazanego
algorytmu nazywamy masowoscia.

Zauwazmy jeszcze, ze jakakolwiek czynnosc wykonujemy i jakiekolwiek sa zawartosci x, y, z, u,
to nastepna czynnosc jest wyznaczona jednoznacmie (jesli jest okreslona) oraz nastepny stan
pamieci tez jest wymaczony jednomacmie. Mówimy, ze rozwazany algorytm jest jednomacmy
(deterministyczny).

Na zakonczenie proponujemy Czytelnikowi wykonanle nastepujacych cwiczen:

Podaj siec dzialan dla wybranej metody rozwiazywania ukladu trzech równan liniowych o trzech
niewiadomych przy zalozeniu, ze wspólczynniki i wyrazy wolne w tych równaniach sa liczbami
naturalnymi.
Podaj siec dzialan dla wybranej metody wyszukiwania ksiazek w katalogu.
Podaj siec dzialan na wykonanie tortu swiatecznego.
Czy w kazdym z cwiczen l, 2, 3 mozna dla danej metody podac tylko jedna siec dzialan?
Prosimy o listy z propozycjami rozwiazan.
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Zadania olimpijskie

XV Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna
Moskwa 9 lipca 1973 r.

l. Punkt O lezy na prostej l; CiP" i'i"P'" ...
... , OP:. sa wektorami o dlugosci 1, przy czym
wszystkie punkty P leza na plaszczyznie
zawierajacej prosta / i po jednej stronie
tej prostej.
Udowodnic, ze jezeli n jest liczba nieparzysta,
to 1OP:+i'i"P',+ ... +OP~I> l,
gdzie IOMI- dlugoSCwektora i'ij.';(
2. Rozstrzygnac, czy istnieje skonczony zbiór
M zlozony z punktów przestrzeni, nie zawarty
W jednej plaszczyznie i taki, ze dla kazdych
dwóch punktów A, B e M istnieja takie dwa
inne punkty C, D e M, ze proste AB i CD
Sl! równolegle i rózne.
3. Znalezc minimalna wartosc sumy a' +b',
gdzie a i b sa liczbami rzec~ywistymi,
dla których równanie
x'+ax3+bx'+ax+l = O
ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
Na rozwiazywanie zadan przeznacwno
4 gOdziny.
lO lipca 1973 r.
4. Saper ma sprawdzic, czy na polu o ksztalcie
trójkata równobocznego (lacznie z brzegiem)
znajduja sie miny. Zasieg dzialania jego
aparatu wykrywajacego Jest równy polowie
wysokosci tróJkata. Saper wyrusza z jednego
jego wierzcholka. Jaka droge powinien
wybrac, by byla ona naj krótsza i by zbadal
cale pole?
5. Niepusty zbiór G funkcji zmiennej
rzeczywistej x postaci f(x) = ax+b, gdzie
a i b sa liczbami rzeczywistymi, a #: O

spelnia nastepujace warunki:
l) jezeli f, g e G,to g·fe G
gdzie (g·J)(x) = g{f(x»
(zbiór jest domkniety ze wzgledu na
superpozycje czyli skladanie funkcji),
2) jezeli f e G, gdzief(x) = ax+b,
to funkcja odwrotnaf-l e G,

x-b
gdzief-l(x) = -- ,a
3) dla kazdej funkcji f e G istnieje takie xf'
zef(xf) = xf' Udowodnic, ze istnieje takie
k, zef(k) = k dla kazdej funkcjifeG.
6. Niech alt a" ... , On beda danymi liczbami
dodatnimi i q dana liczba rzeczywista,
dla której zachodzi nierównosc O < q < 1.
Znalezc liczby rzeczywiste b 1, h2 •...• bil
spelniajace ~arunki :
a) ak < bk dla kazdego k od l do n,

bHI 1

b) q < ~ < li dla kazdego kod l don-l,
I+q

c) bl +b, + ...+b. < l-q (al +a, + ... +a.).
Na rozwiazywanie zadan przeznaczono
4 godziny.

Liczba Liczba
W y N I K I nagród punktów

I II 111

ZSRR 3 2 3 254
Wegry l 2 5 215
NRD - 3 4 188
Polska - 2 4 174
Wielka Brytania l - 5 164
Francja - 3 l 153
Czechoslowacja - l 4 149
Austria - - 6 144
Rumunia - l 3 141
Jugoslawia - - 5 137
Szwecja - I I 99
Holandia - - 2 96
Bulgaria - - I 96
Finlandia - - 2 86
Mongolia - - I 64
Kuba - I 42
Reprezentacja Kuby byla mniej liczna - 5 osób,
wobec 8 reprezentantów innych krajów.

Nasi na Olimpiadzie

Redakcja zwrócila sie z prosba o opisanie swoich wrazen z Olimpiady do jednego z jej uczestników
- Piotra Bermana. Oto jego relacja.

Miedzy 7 i 16 lipca br. bralismy udzial w XV Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej
w Moskwie. Oprócz druzyny polskiej bylo jeszcze 15 innych druzyn, w tym dwie uczestniczace
po raz pierwszy - Francja i Finlandia.

Gdy w sobote wieczorem przylecielismy do Moskwy, zostalismy zawiezieni do Hotelu
Uniwersyteckiego, nowoczesnego wiezowca opodal zabudowan Uniwersytetu im. Lomonosowa
(opodal tj. troche ponad kilometr, w Moskwie oznacza to bardzo blisko). Pokoje dostalismy
dwuosobowe, dosc obszerne, z lazienkami. W ogóle locum bylo bardzo ladne, a sasiedztwo
przedstawicieli kilkunastu narodów w jednym budynku sprzyjalo ozywionym kontaktom
miedzynarodowym.

Nazajutrz, czyli w niedziele, odbyla sie przejazdzka po miescie. Moskwa sprawia wrazenie swoim
ogromem - o ile w Warszawie przebycie dziesieciu kilometrów w linii prostej z reguly
wyprowadza na wolna przestrzen, w Moskwie mozna przejechac cale dziesiatki. kilometrów wsród
wysokiej zabudowy ..

W poniedzialek rozpoczelo sie rozwiazywanie zadan. Zaraz po sniadaniu zaladowalismy sie do
autobusów i pojechalismy z hotelu do szkoly, gdzie odbywaly sie zawody. Po wysluchaniu
krótkiego przemówienia, w którym czlonek radzieckiej Akademii Nauk Pedagogicznych
prof. Markuszewicz dodal nam otuchy, twierdzac, ze wszyscy wykonali juz jedno zadanie 
dojechali do miejsca (a trzeba przyznac, ze rozwiazanie bylo znowu nie tak krótkie, a droga do
wyniku wcale kreta), zasiedlismy w osmiu salach, gdzie czekaly na nas koperty z tekstami zadan
w ojczystym jezyku.

Pierwszego dnia zdecydowanie najtrudniejsze bylo zadanie trzecie. Zaden pomysl nie daje w nim
natychmiastowego rozwiazania, trzeba sie w nim bylo wykazac takze sprawnoscia w liczeniu.
Natomiast zadanie drugie bylo latwe, ale zawieralo "maly haczyk": niektórzy dowodzili, ze
zbiór M nie istnieje, a wsród nich byl m.in. Pawel Kroger, gwiazda poprzedniej Olimpiady.

Nastepnego dnia sytuacja byla podobna. Tez bylo zadanie zdecydowanie naj trudniejsze -szóste,
gdzie trzeba bylo wpasc na jeden, ale za to skomplikowany pomysl - i zadanie z "malym
haczykiem". W tym przypadku (zadanie 4) haczyk polegal na tym, ze trzeba bylo udowodnic m.in.
pewien "oczywisty fakt" (ze saper po przejsciu znalezionej juz optymalnej drogi rzeczywiscie zbada
cale pole). Zawodnicy polscy stracili na tym po 1-2 punkty.

Od momentu zakonczenia pisania zadan bujnie rozkwitalo miedzynarodowe zycie towarzyskie.
Po pierwsze wypytywalismy sie wzajemnie, ile zadan zrobila kazda druzyna (jak sie okazalo,
nieklórzy podawali zbyt duzo, za to Wegrzy byli przesadnie skromni) i jakie byly ro:zwiazania.
Nieco pózniej zaczelismy rozmawiac takze na inne tematy, a po paru dniach matematyka byla
wspominana sporadycznie.

Ciekawa sIrona zycia towarzyskiego byly "imprezy sportowe", jak mecz pilki noznej Polska 
Jugoslawia czy zawody brydzowe. Smutne nieco, ze co moglismy, tosmy przegrali. I tak wynik
meczu Polska - Jugoslawia wyniósl 2 :4, w meczu brydza sportowego Wielka Brytania - Polska
zajelismy drugie miejsce, a w zawodach brydzowych siedmiu par, pary polskie zajely miejsca 5 i 7
(zwyciezyli Francuzi, ponadto udzial w zawodach wziely: jeszcze jedna para FrancUZÓW,jedna
Szwedów, jedna Holendrów i mieszana para angielsko-finska). Mimo niewielkich sukcesów
wynioslem z tych spotkan bardzo mile wspomnienia.

Najwazniejsza pozycja programu byly wycieczki. Poza wzmiankowana juz przejazdzka po Moskwie
odbyla sie wycieczka statkiem po rzece Moskwie, :zwiedzilismy Galerie Puszkina, bylismy
w posiadlosci hrabiów Szeremetiewów w miejscowosci Archangielskoje (do nich nalezalo okolo
polowy pieknej kolekcji obrazów impresjonistów z Galerii Puszkina), zwiedzilismy zespoly
klasztorów i cerkwi w Zagorsku (ikony Rublowa!) i Rostowie Wielkim oraz, z tlumaczka Gala,
:zwiedzilismy Kreml i Galerie Tretiakowska.

Najswietniejszytn akcentem pobytu w Moskwie byla uroczystosc rozdania nagród. W Palacu
Pionierów po przemówieniach i oklaskach odbylo sie wreczenie dyplomów, przerywane gestymi
owacjami. Wieczorem w hotelu odbyla sie uroczysta kolacja. Grala muzyka, Walery Gusiew,
najlepszy chyba spiewak wsród matematyków (jeden z organizatorów) spiewal romanse cyganskie,.
wszyscy tanczyli, szampan lal sie st;:umieniami ... powiedzmy strumyczkami. Nikt nie mógl sobie
przypomniec równie wesolego zakonczenia Olimpiady.

Zadalismy tez dwa pytania Przewodniczacemu Delegacji Polskiej mgr Andrzejowi Makowskiemo
i jego zastepcy dr Maciejowi Brynskiemu.

Co Panowie moga powiedziec o wynikach tegorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej?

W Olimpiadzie uczestniczylo 125 uczniów z 16 krajów, w tym tylko jedna uczennica (z Holandii).
Jury oglosilo jak zwykle jedynie liste zdobywców nagród I, II i III stopnia. Sposród
uczestniczacych w Olimpiadzie naszych 8 uczniów nagrody IIstopnia zdobyli Grzegorz
Andrzejczak z XII LO w Lodzi i Piolr Berman z XIV LO w Warszawie, nagrody zas III stopnia
Wojciech Banaszczyk z XII LO w Lodzi, Maciej Lewenstein z XIV LO w Warszawie, Adam
Smól ski z VI LO w Warszawie, Jerzy Weyman z IV LO w Toruniu. Potwierdzila sie w ten sposób
zasada, ze uczen polski nie zdobywa I nagrody dwukrotnie. Gdyby zsumowac liczby punktów
zdobytych przez uczestników poszczególnych druzyn, lo nasza ekipa znalazlaby sie na wysokim,
czwartym miejscu.

Jak Panowie oceniaja przygotowanie naszych uczniów do Olimpiady?

Zadanie 5, w którym wystepuja pojecia matematyki wspólczesnej nie sprawialo na,am uczniom
klopotów, natomiast zadania bardziej tradycyjne, wymagajace dlugich przeksztalcen i wyobrazni
rachunkowej (takie jak zad. 3 i 6) wypadly w naszej druzynie slabo.
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Na pytanie co to jest czastka elementarna odpowiada

pro! dr Grzegorz BIALKOWSKI

-<

Pytanie postawione w tytule mozna rozumiec dwojako: po pierwsze - co
chcielibysmy rozumiec przez czastke elementarna, a po drugie - co dzis
obejmujemy ta nazwa. W pierwszym znaczeniu chodziloby wiec o podanie definicji,
która by mogla nam dostarczyc kryterium rozpoznawania czastek elementarnych,
w drugim zas o ustalenie stanu faktycznego, do którego doszlo w wyniku
wieloletnich badan teoretycznych i eksperymentalnych.

Pozornie mogloby sie wydawac, ze odpowiedzi na oba pytania powinny sie
pokrywac. Od nas bowiem tylko zalezy, jakie nazwy nadaje sie obiektom fizycznym.
Nie zawsze jednak tak jest. Najlepiej o tym swiadczy przyklad nazwy "atom".

Jak wiadomo, pochodzi ona z jezyka greckiego (od slowa "atomos", czyli
"niepodzielny") i zostala wprowadzona w V w. p.n.e. przez dwu filozofów
greckich - Demokryta i jego nauczyciela - Leukippa. Pragneli oni sobie
odpowiedziec na podstawowe pytanie nurtujace ludzkosc od wieków a nawet
tysiacleci, a mianowicie, jaka jest najglebsza, najbardziej podstawowa struktura
rzeczywistosci. W owych czasach mozna bylo udzielic takiej odpowiedzi tylko
na drodze spekulacji filozoficznych, gdyz nauki scisle byly dopiero w powijakach.
Leukippos i Demokryt zalozyli, ze wszystko co jest, jest materiahle (a wiec i dusze!)
i ze materia nie jest podzielna nieograniczenie, to znaczy, ze istnieja jakies jej
najdrobniejsze czastki ("atomy"), z których sklada sie caly wszechswiat. Laczenie
sie i rozdzielanie atomów filozofowie ci uwazali za istote wszelkich zmian
w przyrodzie. Ogromna wiekszosc pózniejszych filozofów, a w tym takie autorytety
jak Platon i Arystoteles, zwalczala hipoteze atomistyczna, która w ciagu wielu
wieków nie znalazla nalezytego oddzwieku.

Do jej ponownego podjecia przyczynily sie wyniki badan przyrodniczych,
a szczególnie obserwacja, ze poszczególne pierwiastki lacza sie w zwiazki chemiczne
zawsze w pewnych ustalonych proporcjach. Fakt ten najlatwiej bylo wyjasnic na
gruncie hipotezy atomistycznej. Tak wiec atom wkroczyl raz jeszcze w poczatku
XIX w. do historii mysli ludzkiej, tym razem jednak jako pojecie podlegle
weryfikacji eksperymentalnej. W ciagu nastepnych dziesiecioleci wykryto wiele
odmian atomów i uwazano je za najbardziej podstawowe elementy materii,
niepodzielne - zgodnie z nazwa wprowadzona przez starozytnych myslicieli.

Jak jednak wiemy, atomy sa podzielne. Swiadczy o tym zjawisko jonizacji,
a jeszcze dobitniej - promieniotwórczosci. Nazwa "atom" przestala wiec dobrze
charakteryzowac obiekty ta nazwa objete. Mimo to jednak, wskutek wieloletniej
tradycji nie zaniechano stosowania jej po dzien dzisiejszy. "Atom" Demokryta nie
ma, jak stad widac, wiele wspólnego z "atomem" wspólczesnej fizyki.
Nie zaginela przez to jednak idea Demokryta. W poszukiwaniu tych wlasnie
podstawowych skladników materii sformulowano pojecie "czastki elementarnej".
Poczatkowo, w latach 1910-1920 mozna bylo przypuszczac, ze caly wszechswiat
zbudowany jest wylacznie z trzech rodzajów czastek: protonów, elektronów
i fotonów. Protony i elektrony mogly tworzyc jadra atomowe (nalezaloby wziac
A protonów i A-Z elektronów aby uzyskac jadro o liczbie masowej A
i atomowej Z), inne elektrony krazylyby wokól tych jader, a fotony bylyby
potrzebne jako czastki ("kwanty") pola elektromagnetycznego zapewniajacego
istnienie sil miedzy elektronami i protonami. Co wiecej, zarówno protony jak
i elektrony sa czasthmi trwalymi ("niepodzielnymi"), a wiec pasowalyby do
koncepcji Demokryta.

Rzeczywistosc okazala sie jednak znacznie bardziej skomplikowana. Po pierwsze,
Dirac przewidzial istnienie antyczastek i rzeczywiscie antyczastki zostaly wykryte,
najpierw pozyton jako antyczastka elektronu, a nastepnie, juz w latach
powojennych, antyproton. Przekonano sie, ze elektron i pozyton spotkawszy sie,
moga "anihilowac", to znaczy zmieniac sie w pewna liczbe fotonów (najczesciej
2 lub 3). Z punktu widzenia koncepcji Demokryta nie jest to zrozumiale, gdyz
"atomy" nie powinny ginac ani powstawac.

Drugim odkryciem podwazajacym te koncepcje bylo odkrycie neutronu. Okazalo
sie, ze neutrony, blizniaczo podobne do protonów, róznia sie od nich tym, ze nie sa
trwale. W wyniku rozpadu przechodza one w uklad trzech czastek - proton,
elektron i neutrino. Poza tym jednym faktem neutrony sa równie podstawowe
i elementarne jak protony i trudno sobie wyobrazic, ze jedne z nich sa "atomami"
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Kwarki - hipotetyczne czastki
.() wartosciach ladunku

mniejszych niz ladunek
.elektryczny elektronu.

a drugie nie sa. Dalsze badania, prowadzone poczawszy od lat piecdziesiatych,
doprowadzily do wykrycia wielu innych czastek, które sa w ogromnej wiekszosci
tworami nietrwalymi i to tak bardzo, ze srednie czasy zycia niektórych z nich
(a nawet wiekszosci) sa krótsze od 10-20 s! Obecnie znamy ponad 100 rodzajów
tych czastek. Ginac, czastki te zmieniaja sie w inne czastki, czasem bardziej, czasem
nawet mniej od nich trwale. Ze wzgledów historycznych wszystkie te obiekty
nazywamy czastkami elementarnymi. Czy jednak nazwa ta, podobnie jak to bylo
w wypadku atomów, nie mija sie z rzeczywistoscia? Odpowiedz na to pytanie nie
jest latwa.

Jakie bowiem kryterium "elementarnosci" nalezaloby przyjac? Trwalosc? Nie, bo
sa czastki tak elementarne jak neutron, które sa nietrwale. Natomiast istnieja takie
twory zlozone jak na przyklad wiele jader atomowych, które sa trwale. Brak
struktury wewnetrznej? Nie, bo na przyklad proton nie jest na pewno czastka bez
struktury. Przedstawia sie on, pogladowo mówiac, jak chmura materii
rozrzedzajaca sie ku brzegom.

Pozostaje wiec jedyne mozliwe kryterium: czastki elementarne to te, które sa
niezbedne do wyjasnienia wlasnosci wszystkich form materii, a wiec i innych
czastek, same zas nie sa juz przez nic wyjasniane. Innymi slowy, kryterium to
mialoby charakter raczej teoretyczny niz eksperymentalny. Gdybysmy znali teorie.
w której ze znajomosci pewnej liczby rodzajów czastek i ich wlasnosci moglibysmy
wydedukowac istnienie i wlasnosci wszystkich innych czastek, to mielibysmy
kryterium elementarnosci. Takiej teorii jednak nie ma, przynajmniej na razie.
A priori rysuja sie trzy konkurencyjne mozliwosci. Pierwsza, ze czastki elementarne
("atomy';) sa to niektóre ze znanych juz obiektów - moze protony, neutrony.
elektrony i cos jeszcze? Druga, ze wszystkie znane (i moze nieznane) czastki sa
równie elementarne. Wedle tej koncepcji wszystkie czastki sa sobie nawzajem
potrzebne i nawzajem tlumacza sie teoretycznie (jest to tzw. hipoteza demokracji
czastek). Wreszcie trzecia mozliwosc to ta, ze zadna ze znanych czastek nie jest
elementarna, i ze nalezy zejsc o pietro nizej, aby taka czastke, czy czastki wykryc.
Moze "atomami" sa kwarki? Moze jeszcze cos innego? Nauka nie daje jeszcze
odpowiedzi na te pytania. Jest jednak oczywiste, ze sprawa ta bedzie nadal
przedmiotem wytezonych badan i nie straci nic ze swej pasjonujacej aktualnosci.
Wszystko po to, aby uzasadnic przekonania dwu medrców greckich, którzy
mawiali: "z tych samych liter powstaje zarówno tragedia jak i komedia".
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Rozwiazanie zadania FI. Z symetrii obwodu wynika,
ze potencjaly w wezlach B, C, D sa równe, a wiec odcinkami
obwodu BC, CD i DB prad nie plynie. Pole magnetyczne
wytw~zaja tylko dwie trójki odcinków pradu AB, AC, AD
i ES, EC, ED oraz przewody doprowadzajace. Doprowadzenia
pradu sa wspólosiowe z odcinkiem AE, nie wytwarzaja wiec

pola magnetycznego w zadnym jego punkcie. Kazdy
prostoliniowy przewód z pradem (odcinek pradQwy)
wytwarza w jednorodnym osrodku pole magnetyczne, którego
Iinie sa okregami lezacymi w plaszczyznach prostopadlych
do tego odcinka. Srodki okregów wyznaczaja prosta,
na której lezy odcinek pradowy (rys. I). Z symetrii obwodu
wynika, ze kazda z galezi ABE, ACE i ADE plynie
taki sam prad i na mocy prawa Kirchhoffa dla wezla A,

jego natezenie wynosi l, = +I. Odcinek pradowy AB w kazdym
punkcie osi AE wytwarza pole o wektorze indukcji B8
prostopadlym do tej osi i do odcinka pradowego (rys. 2).
Wektory indukcji' wytworzone przez odcinki pradowe AC i AD
sa takie same co do wartosci, takze prostopadle do osi AE
(rys. 2a) i tworza ze soba parami katy 1200 (rys. 2b).
Wypadkowy wektor indukcji wynosi wiec zero w kazdym
punkcie osi AE.
Te sama wlasciwosc posiada podobne pole magnetyczne trzech

pozostalych odcinków pradowych ES, EC i ED.
Pytania:
l) W którym miejscu rozumowanie byloby bledne gdyby
osrodek byl niejednorodny? (Odpowiedz na str. 16).
2) Czy wektor
indukcji B znika na calej prostej AE, a wiec czy B = O takze
wewnatrz przewodów?

Odpowiedz na pytanie 2. Prad plynacy
przewodem o skonczonej grubosci mozemy wyobrazic sobie jako

zbiór elementarnych pradów plynacych równolegle
do przewodnika. Jezeli rozklad tych pradów ma symetrie
osiowa (zachodzi to w szczególnosci gdy gestosc pradu jest
stala w kazdym przekroju przewodnika), to w kaZdym punkcie
tej osi znika pole magnetyczne. Przy takim zalozeniu wektor
B = O na calej prostej AE.

Rys.l
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Szesc zadan - jedno rozwiazanie

dr Maciej BRYNSKI

Zadanie l.

Rozwiazanie:

Zadanie 2.

Rozwiazanie:

Zadanie 3.

Rozwiazanie:

Zadanie 4.

Rozwiazanie:

Zadanie 5.

Rozwiazanie:

Zadanie 6.
Rozwiazanie:

--
Blad na str. lO polega na tym. ze równanie

y'+y-(m+2) = Omoze miec dwa

rozwiazania, choc uklad bedzie mial jedno

rozwiazanie; jednej z wartosci y moze nie
odpowiadac zadna wartosc x.
Poprawne rozwiazanie jest nastepujace:
jezeli liczby x, y spelniaja uklad,

to liczby -x,y tez go spelniaja. Uklad ma wiec

jedno rozwiazanie tylko wtedy, gdy x = O

i wówczas y = 2. Jedynym rozwiazaniem jest

wówczas x = O, Y = 2 czyli musi byc m = 4.--
Odpowiedz na pytanie 1 ze str. 15.

W osrodku niejednorodnym wartosci

bezwzgledne indukcji BA, BB, Be nie musza

byc równe.

Rozwiazemy szesc bardzo prostych zadi1n. Sformulowanie kazdego zadania bedzie inne, w kazdym
zadaniu bed.ziemy zajmowali sie innymi obiektami: w jednym przeksztalceniami plaszczyzny,
w innym liczbami, w jeszcze innym dniami tygodnia. ZwrÓCmy jednak baczna uwage
na rozwiazania tych zadan. Sa one bardzo pod.obne. Moze to podobienstwo pozwoli na
wprowadzenie schematu, który bedzie obejmowal rozwiazania wszystkich szesciu zadi1n?
Rozpatrzmy obrót plaszczyzny dokola ustalonego punktu O o kat 45°. Jakim przeksztalceniem
plaszczyzny jest 100-krotne zlozenie tego obrotu?
Poniewaz 100 = 12· 8+4, a osmiokrotne zlozenie danego obrotu jest przeksztalceniem
tozsamosciowym, wiec w wyniku 100-krotnego zlozenia obrotu o 45° otrzymamy przeksztalcenie
identyczne z obrotem o 4, 45° = 180°
Jaka najmniejsza wielokrotnosc liczby 6 jest podzielna przez 8? Ile róznych reszt z dzielenia
przez 8 mozna otrzymac rozpatrujac wszystkie wielokrotnosci liczby 6?
Liczba 6n jest podzielna przez 8, gdy n jest podzielne przez 4. Wobec tego najmniejsza liczba
spelniajaca warunki zadania jest 24. Poniewaz 6 = O' 8+6, 2· 6 = l· 8+4, 3, 6 = 2· 8+2,
4, 6 = 3, 8, wiec z pewnoscia sa co najmniej cztery rózne reszty: O, 2, 4, 6. Dla stwierdzenia,
ze sa to wszystkie mozliwe reszty, przeprowadzimy nastepujace rozumowanie: zauwazylismy
poprzednio, ze 6n przy n podzielnym przez 4 dzieli sie bez reszty przez 8; gdy n = 4k+l, to
6n = 6(4k+l) = 24k+6 - ta liczba daje przy dzieleniu przez 8 reszte 6; gdy n = 4k+2,
to 6n = 24k+12 - tu otrzymamy reszte 4; gdy zas n = 4k+3, to 6n =" 24k+18 - tu reszta
jest 2. Widzimy wiec, ze przy kolejnych wielokrotnosciach liczby 6, reszty z dzielenia przez 8
powtarzaja sie cyklicznie: 0,6,4,2. Reszt jest zatem dokladnie cztery.

l
Niech T oznacza przesuniecie plaszczyzny o wektor w, którego dlugosc wynosi -. Ile razy nalezy8
powtórzyc to przeksztalcenie, by otrzymac przesuniecie o wektor, którego dlugosc jest liczba
calkowita? Co mozna powiedziec o n-krotnym zlozeniu przesuniecia T?l
Szukamy takiej liczby naturalnej n, by - . n bylo liczba calkowita. Oczywiscie n musi byc liczba8
podzielna przez 8. Najmniejsza taka liczba jest wlasnie 8. Jesli n nie jest liczba podzielna przez 8;
n = 8k+r (r = 1,2, ... ,7), to n-krotne zlozenie przesuniecia T jest przesunieciem o wektor,

l . r ' r
którego dlugosc wynosi - (8k+r) = k+-. Dlugosc ta rózni sie od liczby calkowitej 0-.

888
Kazdy z 30 uczestników obozu harcerskiego kolejno pelni godzinna warte. Najmlodszy z nich
pierwszego dnia pelnil warte w godzinach 12-13. W jakich godzinach przypadnie jego szósta
kolejna warta?
Interesujaca nas zmiana warty nastapi po 150 godzinach (150 = 30, 5, a wszyscy harcerze musza
pelnic warte pieciokrotnie). Doba ma 24 godziny; 150=6· 24+6, a wiec nastepna warta wypadnie
po uplywie szesciu dni o 6 godzin pózniej od pierwszej warty. Bedzie to wiec godzina 18. Nietrudno
zauwazyc, ze kazda nastepna warta wypada mu o szesc godzin pózniej niz poprzednia; godziny jego
dyzurów sa 12-13, 18-19, O-l, 6-7 (oczywiscie kazdego dnia bedzie mial najwyzej jedna warte).
l stycznia 1974 r. wypada we wtorek. Jakim dniem tygodnia bedzie 31 stycznia 1974 r? Jakim
dniem tygodnia bedzie setny dzien 1974 r?
Od l stycznia do 31 stycznia uplynie 30 dni. Poniewaz 30 = 4, 7+2, wiec numer dnia tygodnia
zmieni sie o 2; interesujacym nas dniem bedzie czwartek. Podobnie 99 = 14, 7+1, wiec setnym
dniem 1974 r. bedzie sroda (l0.IV.74).
Jaka jest ostatnia cyfra liczby 21001?
Rozpatrzmy kilka kolejnych poteg liczby 2: 2,4,8,16,32,64,128,256, ... Ostatnie cyfry tych
liczb powtarzaja sie cyklicznie 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, 2, ... , przy czym mamy tu nastepujaca regule:
ostatnia cyfra liczby 2n jest 2, gdy n = 4k+l, 4 - gdy n = 4k+2, 8 - gdy n = 4k+3,
6 - gdy n = 4k. (Skrupulatny Czytelnik nie omieszka przeprowadzic dokladnego dowodu
indukcyjnego tego faktu). Wobec tego liczba 2t001 ma ostatnia cyfre 2, bo 1001 = 250· 4+1.

Czytelnik, który cierpliwie doczytal do tego miejsca, bez watpienia zauwazyl wspólny schemat
wszystkich szesciu rozwiazi1n. W kazdym bowiem zadaniu mielismy do czynienia z taka sytuacja,
ze pewna wielokrotnosc wyjsciowego elementu byla mu równa; nastepne wielokrotnosci powtarzaly
sie cyklicznie. Zbudujmy prosty model ilustrujacy te sytuacje: Ustalmy liczbe naturalna n
i w zbiorze O,l, ... , n-l okreslmy dzialanie EBwedlug nastepujacej reguly:
aEBb = reszta z dzielenia (a+b) przez n.
Zbiór O,l ... , n-l wraz z okreslonym wyzej dzialaniem nazywamy grupa cykliczna Cno Dzialanie
w grupie Cn jest okreslone w ten sposób, ze kazdy element tej grupy jest wielokrotnoscia elementu l.
2 = l EBl, 3 = l EBl EBl, ... , n-l = l EBl EB... EBl, O= l EBl EB... EBl;

--rn-='iGazY' n r;;'Y-
nastepne wielokrotnosci powtarzaja sie cyklicznie.
PowrÓCmy jeszcze na chwile do rozwiazanych poprzednio zadan:l.
Powtarzanie obrotu o 45° odpowiada dodawaniu elementu l grupy Cs do siebie.
l EBl EB... EBl = 4---~-----

100 razy
2.
W grupie Cs 6EB6 = 4, 6EB6EB6= 2, 6EB6EB6EB6= O, 6EB6EB6EB6EB6= 6, nastepne
wielokrotnosci powtarzaja sie cyklicznie. Równosc 6EB6EB6EB6= O jest równowazna temu, ze
6+6+6+6 dzieli sie przez 8.
3.
Poniewaz interesuja nas tylko czesci ulamkowe dlugosci wektora przesuniecia, bedacego
wielokrotnoscia przesuniecia T, wiec mozemy dodawac wielokrotnosci wektora w tak, jak
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Wielosciany gwiazdziste

'---~---
09 razy

6.
Stwierdzilismy, ze ostatnie cyfry liczby 2" powtarzaja sie cyklicznie przy zmianie n o 4. Mozna
wiec zastapic wykladnik n przez element
1 Ef>1 Ef>... Ef>1 grupy C4, a 1 Ef>1 Ef>... Ef>1 = 1.

n razy J""'(j(j(;;;y'-
Stad ostatnia cyfra jest 2.
Jak wiec widzimy, rozwiazanie kazdego z naszych zadan polegalo na wykonaniu pewnych dzialan
w odpowiednio dobranej grupie cyklicznej Cn.

elementy Cs: k· w+/· w = (ktJJ/)· w. Stad dla n = 8k+r(0 ~ r < 8) czesc ulamkowa dlugosci
1

wektora n . w wynosi r . -.8
4.
W grupie C24 (doba ma 24 godziny)l Ef>l Ef>... Ef>1 = 6.'-- ~

150 razy
Oznacza to, ze termin nastepnej warty wypada o 6 godzin pózniej niz warty poprzedniej. W tej
samej grupie 6Ef>6Ef>6Ef>6Ef>6= 6, wiec szósta warta wypadnie o 6 godzin pózniej niz pierwsza.
5.
Numery dni tygodnia nalezy dodawac tak, jak elementy grupy C7• W tej grupie
1Ef>1Ef> ... Ef>1=2 a IEf>IEf> ... Ef>l=1

Jesli przy definiowaniu wielokata zrezygnujemy z warun}cu, aby lamana tworzaca
go byla zwyczajna, otrzymamy nowa klase wielokatów foremnych,
tzw. gwiazdzistych.

Co otrzymamy, jesli pójdziemy dalej i dopuscimy, aby takie wielokaty byly
scianami wieloscianów, rezygnujac przy tym z analogicznego. warunku, który
scianom wieloscianów nie pozwalal przecinac sie ze soba? Otóz wtedy do grona
znanych nam wieloscianów foremnych (czworoscian, szescian, osmioscian,
dwunastoscian i dwudziestoscian foremny) dojda jeszcze cztery.

Zauwazmy, ze jezeli w pieciokacie foremnym odpowiednio przedluzymy boki,
to otrzymamy pieciokat foremny gwiazdzisty. Wykorzystamy to przy konstrukcji
pierwszego wieloscianu. Wezmy wiec dwunastoscian foremny, którego scianami sa
pieciokaty i przedluzmy jego krawedzie az do ich przeciecia. Otrzymamy w ten
sposób dwunastoscian gwiazdzisty maly. Pamietajmy czym sa jego sciany! Poniewaz
lamana, która tworzy pieciokat gwiazdzisty, nie rozcina plaszczyzny na dwie
rozlaczne figury, wiec nie mozemy tu mówic o wielokacie, jako o czesci
plaszczyzny ograniczonej lamana. Tak wiec wieloscian ten jest zbudowany
wylacznie z odcinków.

Drugi z kolei wieloscian, dwunastoscian wielki, otrzymamy przedluzajac
odpowiednio, równiez w dwunastoscianie foremnym, jego sciany. Scianami jego
beda "normalne" pieciokaty, ale jak juz wspominalismy, beda sie one ze soba
przecinaly.

Poniewaz obydwa te wielosciany sa bardzo efektowne, warto wykonac ich modele.
Model pierwszego, zgodnie z poprzednimi uwagami, nalezaloby wykonac wlasciwie
z drutu, patyczków itp. Byloby to jednak trudniejsze technicznie, dlatego
skonstruujemy model taki jak na rysunku, pamietajac jednak, ze naprawde licza sie
tylko krawedzie. Nie bedziemy podawac calej jego siatki, gdyz latwiej jest wykonac
dwanascie ostroslupów i nastepnie polaczyc je np. tasma samolepiaca. Siatke
jednego ostroslupa tworzy polowa dziesieciokata foremnego, czego latwy dowód
pozostawiamy Czytelnikowi.

Przy drugim modelu bedziemy sie musieli nieco wiecej napracowac. Mozna
wprawdzie wyciac siatke i skleic wieloscian, jednak wplyneloby to ujemnie na jego
trwalosc. Dlatego proponujemy wyciac trzydziesci przystajacych rombów o kacie
ostrym 72°, naciac i zgiac wzdluz dluzszej przekatnej, a nastepnie, ·kierujac sie
rysunkiem, skleic model.

Jesli, jako punkt wyjscia wezmiemy dwudziestoscian foremny, w podobny sposób
otrzymamy dwa pozostale wielosciany.

Uwazny Czytelnik po sklejeniu obu modeli na pewno zauwazy, jaki zachodzi
zwiazek pomiedzy tymi wieloscianami.

dwunastoscian gwiazdzisty maly

pieciokat foremny gwiazdzisty

dwunastoscian wielki

Lamana zwyczajna to taka, która
(mówiac po prostu) nie przecina sie
sama ze soba.

J. B.
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