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Delt;7 styczer’l‘ 1974 w Internecie.
Ten skok technologiczny byl mozliwy dzieki odkryciom
naukowym dokonywanym przez ludzi, ktérzy kiedys

w mlodosci zafascynowali sie nauka. Zeby dotrzeé
potem do frontu badan naukowych, musieli przyswoié
mase zgromadzonej wczesniej wiedzy w wybranej
dziedzinie. Wymagalo to mozolnej pracy, studiowania
podrecznikéw, prac naukowych, uczestnictwa

w wykladach, dyskusjach, rozwiazywania tysiecy zadan.

Aby wybraé taka droge i konsekwentnie sie jej trzymad,
niezbedna jest odpowiednia motywacja — ciekawosé,
fascynacja i dazenie do poszerzenia horyzontéw naszej
wiedzy naukowe;j.

Delta od 50 lat zaprasza na swoje lamy autoréw

zadan i artykutow, ktérzy sami kiedys zafascynowali
sie nauka, zeby mogli zarazaé¢ swoja pasja kolejne
pokolenia. Redakcji zalezy na tym, by naukowcy piszacy
w Delcie zaréwno o aktualnych badaniach i odkryciach,
jak i o klasycznych wynikach, robili to w sposéb jak
najbardziej przystepny. Dla autoréw bywa to nie lada
wyzwaniem. Niejednokrotnie spotkaliémy sie z opinia,
ze napisanie artykulu do Delty moze by¢ trudniejsze niz
napisanie pracy do branzowego czasopisma naukowego.

Przez pét wieku nie tylko warsztat pracy redakcji
ulegt zmianie. Kolejny aspekt to gigantyczna zmiana
w dostepnosci zrédel informacji, ktéra sie dokonata.
Dawniej mtodzi pasjonaci mieli utrudniony dostep do
materialéw pozwalajacych rozwijac¢ ich zainteresowania.
Dzi$ natomiast jesteSmy bombardowani informacjami
— najrozniejsze serwisy i aplikacje konkuruja o nasza
uwage. Odbiorca stoi wiec przed problemem wyboru
z calego tego bogactwa tych tersci, ktére maja
szanse by¢ dla niego wartosciowe i interesujace.
Mnogos¢ zrédel informacji, niestety, nie zawsze idzie
w parze z jakoécia. Kazdy moze wypowiadaé sie na
dowolny temat, a Internet pozwala blyskawicznie
docieraé¢ do ogromnej liczby odbiorcéw. Nie ulega
wiec watpliwosci, ze czasopisma takie jak Delta
odpowiadaja na troche inne zapotrzebowanie niz

w czasach przedinternetowych. Dzialajac w takich
okolicznoéciach, redakcja Detly tym bardziej czuje
cigzar odpowiedzialnosci za rzetelnosé materiatéw,
ktore publikuje. Jedna z zasad, ktéra przejeliSmy
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W styczniu 1974 roku pierwszy numer Delty trafil do rak czytelnikéw (prosto
z Drukarni im. Rewolucji Pazdziernikowej). Zeszyt, po ktéry wlasnie siegnales,
Szanowny Czytelniku, zamyka wiec pélwiecze istnienia naszego miesiecznika,
a nastepny (1/2024) rozpocznie drugie péltwiecze.

Bardzo prawdopodobne, ze czytajac te stowa, nie trzymasz jednak w rekach
pachnacego farba papierowego zeszytu, tylko tablet czy smartfon, albo czytasz
tekst z monitora LCD swojego komputera, a plik z Deltg Sciagasz sobie ze
strony deltami.edu.pl. Te urzadzenia i kanaly komunikacji nie istniaty 50 lat
temu, podobnie jak narzedzia, ktére nam, cztonkom redakcji, wydaja sie

teraz nieodzowne w naszej pracy. Autorzy przysylaja nam propozycje tekstow
e-mailem. Skladamy je w LaTeXu. Pliki z artykulami trzymamy w redakcyjnej
chmurze, dzieki czemu wszyscy redaktorzy jednoczesnie maja do nich dostep

i widza zmiany i komentarze wprowadzane przez innych. Praca redakcji konczy
si¢ co miesiac wygenerowaniem pliku, ktory wysylamy do drukarni i publikujemy

od zalozyciela naszego pisma, Marka Kordosa, i wciaz
jestesmy jej wierni, jest to, ze ,autorzy pisza o rzeczach,
na ktérych sie znaja”. Kolejna wypracowana przez

prof. Kordosa zasada to, ze kazdy artykut jest czytany
i analizowany przez kilku réznych redaktoréw. Z kolei
nad pracg redakcji czuwa Komitet Redakeyjny, ktory
zbiera si¢ co pol roku, zeby podzieli¢ sie swoimi
cennymi uwagami i obserwacjami z cztonkami redakcji.

Przeciecie aktualnego zespotu redakcyjnego z zespolem,
ktory redagowal pierwszy numer Delty, jest zbiorem
pustym. Mimo tego pewne elementy w pracy redakcji
nie zmienily si¢ przez te pot wieku. Na przyktad to, ze
nadal, tak samo jak pieédziesiat lat temu, spotykamy
sie raz w tygodniu w redakcji. Czytamy na glos
artykuty, dyskutujemy o nich. Potem redagujemy,
proponujemy autorom zmiany. Niektore artykuty
przychodza w formie praktycznie gotowej do publikacji
(wystarczy tylko dostawié¢ przecinki), ale sa tez

takie, nad ktorymi praca trwa miesiacami i wymaga
wielu iteracji wymiany korespondencji z autorem. Te
dyskusje redakcyjne i praca w zespole zlozonym z ludzi
napedzanych ciekawoscia i zafascynowanych nauka jest
dla piszacego te stowa najprzyjemniejszym elementem
tej pracy. Przez redakcje Delty przewinelo sie juz
dobre kilkadziesiat oséb, ktorych liste prezentujemy na
ostatniej stronie. Kazdy byly redaktor, ktérego miatem
przyjemno$¢ poznaé, mito wspomina czas spedzony

w redakcji. W jubileuszowym numerze publikujemy
przygotowane specjalnie na te okazje teksty Deltowych
Weteranéw: byltych cztonkéw kolegium redakcyjnego
oraz autoréw wieloletnich cykli. Zeby pomieécié cale

to bogactwo, numer na 50-lecie ma 50 stron (liczac,
jak w informatyce, od strony zero, czyli spisu tresci).
Przypominamy tez 50 archiwalnych okladek — po jednej
z kazdego rocznika.

7Z okazji 50-lecia na naszej stronie deltami.edu.pl
znajdzie si¢ pelne archiwum wszystkich numeréw
Delty. Efekty pracy ponad tysiaca autoréw i dziesigtek
redaktoréw beda dostepne dla wszystkich szukajacych
rzetelnych informacji w Internecie.

Szymon CHARZYNSKI


http://deltami.edu.pl
http://deltami.edu.pl

* Twoérca Delty, w latach 1974-2018 jej
redaktor naczelny

W tym tek$cie wystepowaé beda
wielosciany majgce wszystkie krawedzie
réwnej dlugosci, niech to bedzie 1.

o

Delta, marzec 1975

Jeszcze o taliach
Marek KORDOS*

W znakomitym artykule O wieszaniu bombek na choince, A3, Krzysztof Rudnik
definiuje talie: talia jakiej$ bryly to najmniejszy okrag otaczajacy ja

i niedajacy sie¢ z niej zsunaé. Kluczowymi bohaterami opowiesci sa foremne
antygraniastostupy.

Antygraniastostup to bryla ograniczona przez dwa jednakowe wielokaty foremne
(podstawy) lezace w plaszezyznach réwnoleglych i nieco wzgledem siebie
obro6cone, tak by mozna je bylo polaczyé¢ paskiem tréjkatow réwnoramiennych
(a nie, tak jak w graniastostupie, prostokatami), ktére tez antygraniastostup
ograniczaja. Antygraniastostup jest foremny, gdy tréjkaty maja wszystkie boki
tej samej dlugosci co jego podstawy. Obok narysowany jest 5-antygraniastostup
foremny. Jego talia to okrag opisany na przecieciu tego antygraniastoshupa
plaszczyznag réwnolegla do jego podstaw i w tej samej od nich odleglosci —
przecieciem tym jest dziesieciokat foremny o boku (przy naszej przedstawionej

na marginesie umowie) 5.

Co wiecej — tak samo otrzymujemy talie dowolnego n-antygraniastostupa
foremnego: sa to okregi opisane na 2n-katach foremnych o boku % To $miala
teza i wypadaloby jej dowieé¢. Tym bardziej ze wszystkie przekroje danego
antygraniastostupa plaszczyznami réwnoleglymi do podstaw maja obwdd

tej samej dlugosci. Czemu wiec obrecz nalozona na ,$rodkowy” przekréj nie
mialaby sie zsunaé?

Argumentem uzasadniajacym ten fakt jest

spostrzezenie, ze sposréd otrzymanych w przecieciach

wielokatéw najmniejszy okrag opisany ma ten, ktory

ma boki jednakowej dtugosci. Milosnicy rachunkéw

zapewne potrafia to obliczy¢, ale my obejrzymy to

dla 3-antygraniastostupa, czyli (prawda?) o$mioscianu

foremnego, gdzie talia jest szeSciokatem (przy wigkszej

liczbie bokéw réznica miedzy wielokatem foremnym Crzarne obwody sa réwne
a okregiem jest malo widoczna).

Zwréémy jeszeze uwage na fakt, ze antygraniastostup lezy w catosci po jednej
stronie plaszczyzny kazdego ograniczajacego go wielokata, wiec (jako przeciecie
pélprzestrzeni) jest wypukly. Moze zatem dziwié, ze bryta wypukla ma talie,
choé. .. (ale o tym potem).

Autor wspomnianego na poczatku artykulu zaleca wklejanie paska trojkatow
réwnobocznych w rozcieta wzdluz réwnika kulista bombke, by zyskiwata tym
sposobem talie, za ktora mozna by ja wiesza¢ na choince. Mnie jednak to sie
nie udawalo — szklane bombki nie chcialy wspolpracowaé, wiec przyjrzalem sie
innym doskonatosciom: wieloécianom foremnym, zwanym tez platonskimi.

Jeden z nich to wymieniony juz oSmioscian foremny. Dzieki swoim symetriom
ma on cztery talie, a nie jedna, jak wiekszo$é antygraniastostupéw. Inne bryly
foremne juz antygraniastostupami nie sg. Ale $miato uogdlniajac, mozemy
rozwazy¢ 2—antygraniastostup foremny: jego podstawy wygladaja jak odcinki,
a roéznia sie od odcinkéw tym, ze sa ,podwdjne” — maja prawy bok i lewy bok.
Jesli zbudujemy taki 2—antygraniastoshup, to okaze sie, ze mamy czworoscian
foremny, i jest od razu (?) widoczne, ze ma trzy talie opisane na kwadratach.

Za pomocy 5-antygraniastostupa, narysowanego na gérze strony, mozna
jeszcze rozstrzygnaé problem talii dwudziestoscianu foremnego — wystarczy na
podstawach zafundowaé ,czapeczki” — ostrostupy z trojkatéw rownobocznych.
Dwudziestoscian bedzie wtedy mial talie taka jak 5-antygraniastostup (czyli
opisana na dziesigciokacie), ale nie jedna, tylko szesé.

Pozostale dwa wielo$ciany juz tak prosto nie poddadza sie. W sprawie ich talii
mamy jednak poteznego sojusznika — to Hugo Steinhaus. Rozwiazania mozna
znalez¢ w Kalejdoskopie matematycznym.
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2011/11/29/O_wieszaniu_bombek_na_choince/

Kalejdoskop matematyczny Hugona
Steinhausa zostal wydany w 1938 roku
we Lwowie rownoczesnie z zaméwiong
przez Amerykanéw angielska wersja
(Mathematical snapshots). Ma wiele
wydan w najrozmaitszych jezykach,
w tym cztery polskie (,najnowsze”
wydanie, z 1989 roku, jest najstabsze
edytorsko — radze¢ poszukad
weczesniejszych).

Przytoczony tu eksperyment jest

w Kalejdoskopie oznaczony numerami
243-247, a w Delcie znalazl sie¢ w AH
na stronie 0.

Studenci Autora omawianego artykutu
wykonali cata seri¢ prawdziwych, bo
kartonowych, wielo§cianéw wyposazonych
w prawdziwe, bo miedziane, talie,
a niemajacych zwigzkéw

z hiperboloidami.

W Kalejdoskopie mozna znalezé zachete do takiego eksperymentu.

o 7 tekturki wytnij dwie takie figury, jak ponizej (bok 3 cm) i powyginaj wzdiuz
przerywanych lingi.

e Poloz jedng na drugiej

N

jednakowo wystawaly spod

gornej.

e Przyciskajgc srodek }
palcem, naloz recepturke |

tak, by rogi dolnej r

tak, by byla nad rogami
gornej i pod rogami dolnej.

e PUSC!

<7

Wynik bedzie mniej wiecej taki, jak wida¢ obok. Otrzymamy dwunastoscian
foremny (kazdy zauwazyl, ze tekturki skladaly sie z pieciokatéw foremnych).
Mozna na to spojrzeé¢ jak na modyfikacje antygraniastostupéw: tym razem
podstawy pieciokatne, jak trzeba, lekko obrocone, taczymy paskiem nie
tréjkatéw réwnobocznych, lecz foremnych pieciokatow. Identyczna jak

w przypadku antygraniastostupéw argumentacja wskazuje, ze okrag opisany na
przecieciu plaszczyzna tak samo odlegla od obu podstaw jest talia. Przeciecie to
jest dziesieciokatem foremnym, o bokach bedacych polowa przekatnej pieciokata.
Symetrie za$ dwunasto$cianu dowodza, ze takich talii jest szesé.

W Kalejdoskopie pod numerem (203) znajdujemy
zdjecie szescianu obracajacego sie wzgledem swojej N
duzej przekatnej. Widzimy tu dwie czapeczki (jak T
w dwudziestoscianie) i fragment hiperboloidy obrotowej | / i
(jest ona wynikiem obracania prostej wzgledem skosnej p |

do niej osi). Tu stowo ,talia” samo sie narzuca — wrecz
widoczny jest okrag o promieniu bedacym odlegloscia
obracanej prostej od osi obrotu (bo proste skosne .7
maja jedna wspolna prostopadla realizujacg minimum
odleglosci ich punktéw).

Powstanie tego zdjecia udziela odpowiedzi na pytanie o talie szeScianu — da si¢
go ,wyjat” z tego zdjecia: talia szescianu to okrag opisany na jego przecigciu

z plaszczyzna polowiaca prostopadle jego przekatna. To przeciecie to szesSciokat
foremny o boku % Talii jest tyle co przekatnych, czyli cztery.

Gdy spojrzymy na hiperboloide w ten sposob, ze powstaje ona z walca, ktérego
podstawy sa nieco wzgledem siebie obrécone, to zobaczymy, ze tworzace stana
sie skosne wzgledem jego osi. A to demonstruje fakt, ze konstrukcja hiperboloidy
jest identyczna z konstrukcja antygraniastostupa (tyle ze jest ,ciagla”).

Co wiecej, tatwo wskazaé osie, podczas obrotu
wzgledem ktoérych kazdy z wystepujacych

w tym tekscie wieloScianéw moze zafundowac
sobie takg fotke, jaka Steinhaus zafundowalt
sze$cianowi — z kawalkiem hiperboloidy

w $rodku.

I tak sie okazalo, ze wszystkie przyktady
talii wielo$cianéw przytoczone w tym tekscie
to po prostu ukryta obrotowa hiperboloida
jednopowlokowa.

Oczywiscie istniejg wielodciany wypukle majace
talie, a niespokrewnione z hiperboloida, jak
chocby ten z miedziana talia widoczny na
zdjeciu obok.
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Prawo powszechnego cigzenia
* University of Bristol WZtOld SADO WSK[*

Redaktor Delty w latach 2000-2011.

Jedna z najbardziej zdumiewajacych cech matematyki to fakt, ze obiekty czy
tez zjawiska z pozoru niczym ze soba niepowiazane okazuja sie ni stad ni zowad
bliskimi krewnymi. Wiadomo na przyklad, ze jedyne trajektorie cial niebieskich
w polu grawitacyjnym Storica to dokladnie te krzywe, ktére otrzymuje sie

z przeciecia stozka plaszczyzna, to znaczy okrag, elipsa, parabola lub hiperbola.

Jak jednak spostrzec zwiazek miedzy cieciem stozka plaszczyzna a ruchem cial
niebieskich?! Pelna odpowiedz na to pytanie to jeden z najwiekszych triumféw
w historii matematyki. Jego autorem jest oczywiscie Izaak Newton (choé
preludium napisal Johannes Kepler).

W kultowych ,Wykladach z historii matematyki” Marka Kordosa (a takze

w A8, w artykule Piotra Mankiewicza) znalez¢é mozna rekonstrukcje
rozumowania Newtona oraz slynny dialog pomiedzy Newtonem a odwiedzajacym
go Halleyem:

wHalley: Jak wygladalaby sila, ktora powoduje, Ze planety krgzq
po orbitach eliptycznych?

Newton: Odwrotno$é kwadratu.

Halley: Skqd pan to wie?

Newton: Po prostu obliczylem”.

W tym artykule nie bedziemy odtwarza¢ rozumowania angielskiego geniusza.
‘ Pokazemy tylko, jak w mozliwie najprostszy sposéb wydedukowaé z eliptycznego
Delta, sierpien 1976 ruchu planet (Kepler) sile, ktéra na te planety dziala (Newton).

Elipsa na trzy sposoby

Zeby zorientowaé sie, jakie réwnanie ma owalna krzywa powstajaca

z odpowiedniego przeciecia stozka plaszczyzna, wyobrazmy sobie dwie sfery,
z ktérych kazda jest jednoczesnie styczna do stozka i do plaszczyzny tnacej.
W przekroju zawierajacym os symetrii stozka wygladaé to bedzie jak na
rysunku 1.

Oznaczmy przez F i G punkty stycznosci sfer z plaszczyzna (punkty te nazywaé
bedziemy ogniskami elipsy). Zauwazmy tez, ze punkty stycznosci sfer ze
stozkiem tworza dwa okregi na powierzchni stozka. Niech odleglo$é miedzy
tymi okregami bedzie réwna 2a. Niech tez F'G’ bedzie jakimkolwiek odcinkiem
dtugosci 2a taczacym oba okregi stycznosci. Oznaczmy przez X punkt na
odcinku F'G’, ktéry nalezy do elipsy. Korzystajac z tego, ze dwa odcinki o tym
samym poczatku styczne do tej samej sfery musza by¢ réwnej dlugosci (rys. 2),
mamy |FX| = |F'X| oraz |G'X| = |GX| (rys. 3), czyli
|FX|+|GX|=|F'X|+|G'X| = 2a.
A zatem krzywa, ktora otrzymaliSmy z przeciecia stozka, jest zlozona z punktow,
ktérych suma odlegtoscei od punktéw F i G jest stale réwna 2a (rys. 4). Jest
to jedna z mozliwych definicji elipsy (punkty F i G nazywamy wowczas jej
ogniskami).

=) Y

duza sfera
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Rys. 5

r(t + At)
r(t)

Rys. 6
pr
Rys. 7
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Rys. 8

Delta, czerwiec 1977

Znajdzmy teraz réwnanie elipsy w biegunowym uktadzie wspotrzednych o srodku
w ognisku G. Niech X bedzie punktem na elipsie w odlegloéci r od G i niech kat
pomiedzy GX a osia ikséw bedzie réwny 6 (rys. 5). Z wyprowadzonej wlasnosci
elipsy wynika, ze |[FX| = 2a — r.

Oznaczajac teraz odleglo$é¢ ognisk F i G przez 2c i korzystajac z twierdzenia
cosinuséw w trojkacie FFGX, mamy

(2a —1)? = (2¢)* + % — 4er cos(180° — 6).

Po standardowych przeksztalceniach dostajemy:
!

r =
1+ecosf’

2
i —a-c - _c¢c
gdzie « ——,e= <.

Jest interesujace, ze wszystkie krzywe stozkowe sa opisywane tym samym
réwnaniem. Dla elipsy mamy 0 < € < 1 (zero dla okregu), dla paraboli e =1, a dla
hiperboli € > 1. Uniwersalno$¢ tego wzoru podkresla, ze rzeczywiscie méwimy

o krzywych z tej samej rodziny.

Predkosé i energia

Poniewaz rozwazaé bedziemy sytuacje w biegunowym uktadzie wspétrzednych,
przypomnijmy, jak najwygodniej opisywac predkos¢ w tym ukladzie. W tym
celu zdefiniujmy w kazdym punkcie ptaszczyzny wektory t oraz 8. Wektor

w punkcie (z,y) ma ten sam zwrot co wektor o wspdlrzednych (z,y), ale dlugosé
zawsze rowna jeden. Wektor 6 to wektor jednostkowy prostopadtly do t, co
obrazuje rysunek 6. Rozwazmy teraz dwa specjalne przypadki ruchu (rys. 7):

1) Ruch wzdluz pélprostej wychodzacej ze $rodka ukladu wspélrzednych. Ruch

jest wciaz w kierunku +7 i odbywa sie z taka szybkoscia, z jaka zmienia si¢ r —

odleglos¢ od $rodka uktadu wspéirzednych. Predko$é w takim ruchu jest zatem
dar

rowna: v = %r.

2) Ruch po okregu o promieniu . Tym razem caly czas poruszamy sie
w kierunku +6. Szybkos¢ w tym ruchu jest tym wigksza, im wigkszy jest
promien i predkosé katowa, a zatem v = r%a.

Sktadajac te dwa przypadki w jeden i nieco machajac rekami, dostajemy ogdlny
wzor na predkosc:
v = ﬁf' + rﬁé
dt dt
Wynika stad, ze energia kinetyczna dana jest ponizszym wzorem (korzystamy tu
z faktu, ze jednostkowe wektory & oraz 6 sa prostopadle):

1 1 dr\? do\?
Ex = —m|v|? = = il 2 (22 |,
K = gmivi 2m[(dt) *r (dt)]

Wykorzystamy teraz odkryte przez Keplera prawa ruchu planet do wykazania,
ze energia kinetyczna planety zalezy tylko od jej odleglosci od Storica! Jest to
zaskakujace, bo okazuje sie, ze z ogblnego wzoru mozna w przypadku planet
wyrugowaé zupelnie pochodne czasowe r i 6.

Kepler i Newton
7 trzech praw Keplera, uzyjemy dwdéch pierwszych:

1) Planety poruszaja sie po orbitach eliptycznych.
2) Odcinek taczacy planete ze Sloficem wymiata to samo pole w jednakowych
przedziatach czasu.

Na poczatek wykorzystajmy II prawo (o ktérym mozna wiecej przeczytaé

w artykule Grzegorza FLukaszewicza i Mikolaja Sierzegi, AlY). Rozpatrzmy
moment, gdy planeta w chwili ¢ jest w odleglosci r od srodka uktadu
wspolrzednych. Po bardzo krétkim czasie At jej odlegtosé od Storica praktycznie
sie nie zmieni: r(t) ~ r(t + At) (rys. 8), a jej wspOlrzedna katowa zmieni sie
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o malutkie Af. Pole wymiecione w czasie At jest wiec w przyblizeniu réwne polu
trojkata:

Lo SO
5" sin(Af) = 5" Af,

wiec po podzieleniu przez At i odpowiednim przejsciu do granicy otrzymujemy
; 2 ‘w ; jako predkos¢ ,wymiatania pola” Wynika stad, ze jesli zdefiniujemy teraz
moment pedu:
5 df

dt’
to pozostanie on niezmienny w czasie ruchu planety. To dla nas dobra

wiadomo$¢, bo pozwala pozby¢ sie ze wzoru na energie kinetyczna pochodnej

de L
kata 0. Wystarczy tylko podstawi¢ ¢ = —=5.

L=mr—

Teraz potrzebujemy jeszcze pozbyé sie pochodnej: 4 95+ W tym celu réwnanie
elipsy zapiszmy w postaci:

e
(%) ?—1—5(:050

i zrézniczkujmy obie strony po czasie, dostajac prosta zalezno$é¢ miedzy
pochodnymi funkeji r(¢) 1 6(¢):

a dr
g g
Po szybkich przeksztalceniach mamy:
dr € ,df €
E——T‘ ES f = —sin6

Wynika stad, ze:

1 dr\? doN?| L2 [e? 1
E = - 2 —_— = — — si 2 v .
K m[(dt) (dt) ] 2m <a2 s 9+r2)

Korzystajac z tego, ze sin® 6§ = 1 — cos?  oraz z (), dostajemy po zupelnie
automatycznych rachunkach:

g L2 62—5200529+1 L2 52_1(a_1)2+1 -
K7 om a? r2)  2m\a? o2 \r r2)

L? [e2—-1 2 C
=—|—F+—= =B+ =
2m o ar T

dla pewnych statych B i C.

Aby wywnioskowaé teraz, jaka sita dziala na planete, wystarczy skorzystaé
z prawa zachowania energii. Energia potencjalna musi by¢ tak dobrana,
by jej suma z energia kinetyczna pozostawala stata. Musi wiec by¢ rowna

(z dokladnoscia do stalej):
C

Vir)y=—-——.
r
Sita musi popychaé czastke/planete w kierunku najszybszego spadku potencjalu,
bowiem sita przyspiesza poczatkowo nieruchome obiekty tak, ze zyskuja energie
kinetyczna — energie potencjalna musza wiec wtedy traci¢. Najszybszy spadek
potencjatu jest w kierunku —t. Tempo spadku potencjatu w tym kierunku,

a wiec wielkosé sily grawitacyjnej, dostajemy z rézniczkowania V(r): % = 7%
Stad sila grawitacyjna dzialajaca na planete musi by¢ réwnas:
C
F = _7’_2 I.

Otrzymalismy zatem stynny wynik Newtona (,,odwrotno$é kwadratu™),
przebywajac cala droge od ciecia stozka do prawa powszechnego ciazenia. Jest to
stan wiedzy z roku 1666.

Wiele cial

Elegancja i prostota teorii opisujacej ruch planety wokot Stonica moglaby
zachecié¢ nas do tego, bySmy zaczeli szukaé¢ podobnych rezultatow opisujacych
ruch trzech lub wiecej cial niebieskich. Niestety tak uniwersalnych wynikéw po
prostu nie ma. Zagadnienie trzech cial zazwyczaj prowadzi do chaotycznych
trajektorii. W niektérych wyjatkowych przypadkach daje sie jednak znalezé
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Rys. 9

zaskakujace szczegblne rozwiazania. Okazuje sie na przykltad, ze przy
odpowiednim wyborze warunkéw poczatkowych trzy ciala, oddzialujace na
siebie tylko grawitacyjnie, moga podazac za soba, kreslac trajektorie ,,6semki”
(rys. 9). Numerycznie zaobserwowal to Chris Moore (1993 r.), a w 2000 roku
udowodnili to formalnie Richard Montgomery i Alain Chenciner. Ta w gruncie
rzeczy ciekawostka zainspirowala niektorych do poszukiwania rozmaitych
»choreografii”, w ktorych czastki oddzialujace grawitacyjnie plasaja po
specyficznych trajektoriach.

Wiemy tez dzisiaj, ze w przypadku wiekszej liczby obiektéw moga dziaé

sie jeszcze bardziej dziwne rzeczy. W 1988 roku Jeff Xia pokazal, ze mozna
skonstruowad taki ukltad pieciu cial, w ktérym cztery ciata kraza po eliptycznych
orbitach, a piate oscyluje miedzy nimi tak, ze w skonczonym czasie osiaga
nieskonczonga szybkosé, przy czym wszystko to odbywa sie bez zadnych zderzen.
Podobny wynik udato si¢ niedawno osiagnaé¢ juz dla czterech cial.

Te publikowane niedawno wyniki, o ktérych tu wspominamy, sg ciekawe

i pobudzaja wyobraznie, ale sa niepomiernie trudniejsze do wyprowadzenia
i jednoczesnie nie sa juz tak rewolucyjne, jak genialny wynik Newtona. Coz,
Ameryke odkrywa sie tylko raz. ..

i Zadania

Przygotowai Dominik BUREK Redaktor zadari matematycznych od 2021 roku.

M 1765. Na wysokosciach AAqy, BBy, CCy tréjkata ostrego nieréwnobocznego
ABC zaznaczono, odpowiednio, punkty Ay, By, C; w taki sposéb, ze

AAy = BBy = CC; = R, gdzie R jest promieniem okregu opisanego

na tréjkacie ABC. Udowodnié, ze srodek okregu opisanego na tréjkacie A; B1Cy
pokrywa sie ze $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

Rozwiazanie na str.

M 1766. Lazik ksiezycowy porusza sie po powierzchni planety, ktora ma ksztalt
kuli o dtugosci réwnikowej 400 km. FLazik obejmuje swoim radarem obszar

w promieniu 50 km (liczac po powierzchni planety) od punktu, w ktérym sie
znajduje. Czy lazik ksiezycowy moze w pelni zbadaé¢ planete, pokonujac nie
wiecej niz 600 km?

Rozwiazanie na str.

M 1767. Pare (m,n) réznych liczb naturalnych m i n nazywamy dobrg, jesli mn
i (m+1)(n+ 1) sa kwadratami liczb catkowitych. Udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej m istnieje liczba calkowita n > m taka, ze para (m,n)
jest dobra.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER Redaktor zadan fizycznych od 1984 roku.

F 1085. Ile wynosi ciepto wlasciwe w stalej objetosci na jednostke masy
azotu (N3) ogrzanego do temperatury T' = 5000 eV /k (k oznacza stala
Boltzmanna)? Liczba masowa azotu A = 14,1 eV/k ~ 1,16 - 10* K.
Rozwiazanie na str. 20]

F 1086. Oszacuj, jaka energia jest potrzebna do catkowitego zjonizowania
atoméw azotu (Z =7, A = 14). Energia jonizacji atomu wodoru wynosi

E; =13,6 eV.

Wskazdéwka: model Bohra z dobrym przyblizeniem odtwarza energie stanow
elektronowych lekkich atoméw.

Rozwiazanie na str. [42]
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Czego nie da sie zobaczyc¢? Wojciech CZERWINSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Redaktor Delty w latach 2014-2022.

Delta, marzec 1981

Starsi Czytelnicy mogli przeczyta¢ o tym
48 lat temu w artykule Jana Gaja Oko
i barwa A%G.

Jako ciekawostke dodajmy, ze jedng

z przyczyn daltonizmu moze by¢é brak
jednego z typow czopkéw. Z drugiej
strony niektére kobiety majg cztery
rodzaje czopkéw i w zwigzku z tym
dostrzegaja wigcej barw. Takg ceche,
czy tez umiejetnosé, nazywa sie
tetrachromatyzmem.

Delta, luty 1982

Czy wszystko da sie¢ wygooglowaé? Albo przynajmniej — czy bedzie sie dato

za pare lat, gdy sztuczna inteligencja bedzie zdecydowanie bardziej rozwinieta
niz ostatni czat GPT-47 Niestety, okazuje sie, ze wobec niektérych pytan

nawet wyszukiwarka Google okazuje sie catkowicie bezradna. Doswiadczytem
tego ostatnio, chcac sie dowiedzieé, jakiego koloru nie pokaza nam ekrany
komputeréw. Bo okazuje sig¢, ze ekrany nie wys$wietlaja wszystkich barw, ktére
mozemy zobaczy¢ ludzkim okiem, a tylko niektére. I to nie dlatego, ze sa Zle
robione, ale z pewnych glebszych, bardzo interesujacych przyczyn. Ale zacznijmy
opowiesé¢ od poczatku.

Jak zapewne wigkszo$é Czytelnikow wie, barwy na ekranie komputerdw,
telewizorow, komorek i innych urzadzen wyswietlane sa w systemie RGB

(od ang. Red, Green, Blue, czyli koloréw czerwonego, zielonego i niebieskiego).
Kazdy piksel na ekranie ma dla kazdej z trzech barw podang intensywno$é

w skali od 0 do 255. Przyktadowo tréjka intensywnosci RGB (255, 0, 0) to
kolor czerwony, (0, 0, 255) to niebieski, (255, 255, 0) to zbtty, (0, 0, 0) to
czarny, a (0, 0, 100) to ciemnoniebieski. Przyzwyczailiémy si¢ do myslenia, ze
kazdy kolor mozna reprezentowa¢ za pomoca trzech skladowych: czerwonej,
zielonej i niebieskiej, ale warto zadaé¢ sobie pytanie, skad sie to bierze. Przeciez
Swiatlo widzialne sktada sie z fal o réznych czestotliwosciach i na przyklad fala
o dlugosci 580 nm, ktérg ludzkie oko odbiera jako kolor zotty, nie jest w zadnym
sensie suma fal o czgstotliwodciach 650 nm (czerwony dla ludzkiego oka)

i 550 nm (zielony dla ludzkiego oka).A jednak kolor z6lty reprezentujemy jako
tréjke (255, 255, 0), czyli jako sume koloréw zielonego i czerwonego. Dlaczego?

Zapewne doswiadczeni Czytelnicy wiedza lub domy$laja sie, ze rozwigzanie
zagadki tkwi w tym, jak nasze oczy odbieraja kolory. Mianowicie: w ludzkim
oku, na siatkowce, znajduja sie $wiattoczulte komérki zwane czopkami. Wiekszo$é
ludzi ma trzy rodzaje czopkow, wrazliwych na nieco rézne dlugosci fali.

Czopki D (od: dlugofalowe) sa najbardziej wrazliwe na $wiatlo czerwone,
czopki S ($redniofalowe) sa najbardziej wrazliwe na $wiatlo zielone, a czopki K
(krétkofalowe) sa najbardziej wrazliwe na $wiatlo niebieskie. Nasz odbiér barwy
Swiatla zalezy od tego, jak mocno pobudzone sa czopki réznych rodzajow,

i tylko w ten sposéb jesteSmy w stanie odrézniaé jedne kolory od drugich.

A wiec rozwazane przez nas dla przykladu $wiatlto barwy zéltej pobudza mocno
czopki typéw D i S (czerwone i zielone), a mniej czopki typu K (niebieskie).
Wyswietlany przez monitor kolor (255, 255, 0) réwniez pobudza mocno czopki D
i S, a slabo czopki K. Dlatego nasze oko widzi ten kolor jako z6lty, mimo ze nie
ma on nic wspélnego z monochromatycznym $wiattem zottym.

Po tym wstepie wréémy jednak do poczatkowego pytania: czy monitory oparte
na systemie RGB wyé$wietlaja wszystkie kolory widoczne dla ludzkiego oka?

A raczej poprawniej byloby zapytaé: czy te monitory sa w stanie zasymulowaé
dowolna mozliwg reakcje czopkéw naszego oka na padajace swiatto? Odpowiedz,
jak juz powiedzieliSmy na wstepie, brzmi: nie. Co wiecej, kazdy monitor
dziatajacy na podobnej zasadzie, to znaczy wyswietlajacy trzy lub dowolna
inng liczbe podstawowych koloréw, bedzie mieé¢ te sama wade. Zeby zrozumieé
przyczyne tego zjawiska, przyjrzyjmy sie dokladniej reakcjom naszego oka.
Kazde $wiatlo jakos pobudza trzy typy naszych czopkéw — powiedzmy, ze
Swiatlo o widmie s powoduje sygnal od czopkéw czerwonych (D) w nasileniu Ry,
od czopkéw zielonych (S) w nasileniu Gy, a od czopkéw niebieskich (K)

w nasileniu B,. A wiec calo$é¢ reakcji na Swiatlo s to tréjwymiarowy wektor
(Rs,Gs, Bs). Warto zadaé pytanie: jak wyglada zbiér wszystkich mozliwych

do uzyskania wektoréw — reakcji na $wiatto. Oznaczmy go przez S, (stozek
reakcji), a zatem S, = {(Rs, G5, Bs) : s jest falg elektromagnetyczna} C R;O.
Przypomnijmy, ze czopki D, S i K reaguja nie tylko na $wiatlo czerwone,
zielone i niebieskie, ale na wiele réznych czestotliwosci swiatta, tylko w réznym
natezeniu. Czyli na przyklad $wiatto niebieskie pobudza wszystkie czopki, tyle
ze najbardziej niebieskie, a czerwone i zielone mniej. Dlatego zbior S, okazuje
sie mieé¢ ciekawe geometryczne wlasnosci i nie jest po prostu zbiorem wszystkich
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Rys. 1

Rys. 2

Stozek S, to zbiér wszystkich mozliwych
reakcji na $wiatto, wiec zaden fizyczny
obiekt nie moze mie¢ koloru, ktéry
wywolalby reakcje spoza S,..

W szczegdlnosci nie jest mozliwe
stworzenie monitora, ktéry generowalby
zbiér wigkszy niz stozek S,..

Wiegcej o stozkach barw mozna poczytac
np. tu https://photographylife.com/
srgb-vs—-adobe-rgb-vs-prophoto-rgb.

mozliwych wektoréw o nieujemnych wartosciach R;O. Zauwazmy najpierw, ze
zbidér S, spelnia dwie wlasnosci: (1) jesli v € S, A € Ry, to réwniez Av € S,., oraz
(2) jesli vy, ve € Sy, to réwniez vy + vo € S,.. Istotnie, jesli wektor v jest reakcja na
jakies$ éwiatto s, to wektor A\v bedzie reakcja na $wiatto As, czyli Swiatto o tym
samym spektrum, tylko A razy mocniejsze. Natomiast jesli v, jest reakcja na
Swiatlo s1, a vo jest reakcja na Swiatlo so, to v + v bedzie reakcja na swiatlo s;
Swiecace razem ze Swiatlem so, czyli na Swiatlo s; + so. To oznacza, ze zbior S,
istotnie spelnia warunki (1) i (2) sformulowane powyzej, zbiory takie nazywamy
stozkami. Zeby sobie wyobrazi¢, jak taki stozek moze wygladaé, przyjrzyjmy
sie zbiorowi T = {(z,y, 2) € ]R“;O cx 4y + 2 =1}, czyli tréjkatowi rozpigtemu
pomiedzy punktami (1,0,0), (0,1,0) oraz (0,0, 1). Kazdy stozek S ma te wlasnosé,
ze jego przeciecie z trojkatem T jest zbiorem wypuklym, bo jesli u,v € S, to
réwniez au + (1 — a)v € S dla dowolnego « € [0, 1]. Co wigcej, kazdy zbior
wypukly W zawarty w trojkacie T jednoznacznie wyznacza stozek: ten stozek to
po prostu wektory ze zbioru W pomnozone przez jaka$ liczbe A € Ry, A zatem
zeby wyobrazaé¢ sobie stozki, wystarczy patrzeé na ich przeciecia z tréjkatem T
Na rysunkach 1 i 2 przedstawione sa dwa przyktady stozkow: S7 i Ss.

Stozki S7 i S5 réznig sie od siebie fundamentalnie. Przeciecie stozka S

i tréjkata T to czworokat: jego wierzchotkami sa wektory vq,va, v3, v4. Natomiast
przeciecie stozka Se i tréjkata T to koto. Zauwazmy, ze kazdy punkt stozka Sy
moze byé wygenerowany z wektordw vy, ve, v3, v4 poprzez aplikacje regul (1)
oraz (2). Istotnie, mozemy w ten sposéb latwo przedstawié¢ kazdy punkt we
wnetrzu czworokata S; N'T jako $rednig wazona wektoroéw vy, ..., v, a potem ten
wektor dowolnie wydtuzy¢ lub skrocié. W takiej sytuacji méwimy, ze stozek S
jest skoniczenie generowany, bo da sie go wygenerowaé za pomoca regul (1)

i (2) ze skoniczonej liczby wektoréw. Mozna latwo zauwazy¢, ze stozek S jest
skoniczenie generowany wtedy i tylko wtedy, gdy jego przeciecie z trojkatem T
jest po prostu wielokatem. Wtedy jest on generowany przez wierzcholki tego
wielokata. Z drugiej strony, jesli skoniczona liczba wektoréw vy, ..., v, generuje
stozek S, to powstaje on jako otoczka wypukla punktéw vy, ..., v,, ktéra
nastepnie zostaje przeskalowana (mozemy skracaé¢ lub wydluzaé wektory,
uzywajac reguly (1)). Czyli stozek Sy nie jest skoniczenie generowany, bo jego
przeciecie z tréjkatem T to kolo, a nie wielokat. Intuicyjnie jest to jasne: zeby
go wygenerowa¢ musielibySmy uzy¢ wszystkich wektoréow na brzegu kota Sy N'T,
a tych jest nieskonczenie wiele.

Jaki ma to zwiazek z wySwietlaniem barw przez monitor? Otéz okazuje sie, ze
zbidr S, wszystkich mozliwych reakcji oka ludzkiego na swiatto jest nieco zaokraglony,
a zatem nie jest skonczenie generowany. Jaki z tego wniosek? Ano taki, ze nie mozemy
go wygenerowaé ze skonczenie wielu mozliwych reakcji przez dodawanie i mnozenie.
A przeciez to dokladnie prébuje zrobié¢ monitor. Swiatto r = (255,0,0) to kolor
czerwony, wywoluje on jaki§ wektor reakcji v, = (R;, G, B,) w naszych oczach.
Swiatlo zielone wywoluje jaki$ inny wektor reakeji vy, a $wiatlo niebieskie jeszcze
inny wektor reakcji vy. W zwiazku z tym wszystkie mozliwe reakcje, ktére monitor
moze wywola¢ w naszych oczach, to stozek generowany przez trzy elementy:
wektory vy, vy oraz v, (tak naprawde jeszcze dodatkowo ograniczony, bo monitor
ma tylko 256 réznych nasilen $wiatla i nie moze tez Swieci¢ dowolnie mocno, ale
to z naszej perspektywy nieistotne). W szczegdlnosei niektére mozliwe reakcje z S,
nie dadza si¢ wywola¢ przez monitor. I to nie tylko taki, ktory ma trzy rodzaje
pikseli, ale rowniez taki, ktéry miatby 10 albo 1000 rodzajow pikseli. Wciaz znajda
sie jakie$ reakcje na brzegu stozka reakcji .S, ktérych nie da sie wywotaé przez
sumowanie tych 1000 rodzajéw pikseli!

Specjalidci od grafiki staraja sie radzi¢ sobie z tym fenomenem, jak moga.
Tworza w szczegdlnosci rézne skoniczenie generowane mozliwe stozki barw: sRGB,
AdobeRGB, ProPhotoRGB i inne, ktore lepiej lub gorzej przyblizaja S,.. Ale
nigdy nie zrobia tego idealnie, bo jest to niemozliwe!

Na koniec zapytajmy: to jakich koloréw nie przedstawia dobrze monitor?
Generalnie stozkowi sSRGB brakuje wielu koloréw na pograniczu niebieskiego
i zielonego, przykladowo koloréw w okolicy cyjanowego. Te sprawe polecam
jednak bada¢ na zywo, bo nie wszystko da si¢ dostrzec w Swiecie wirtualnym.
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Prostota zrozumianego problemu

* Uniwersytet Jana Kochanowskiego
w Kielcach i Narodowe Centrum Badan
Jadrowych w Warszawie

Redaktor Delty w latach 1991-1994.

el

Rozwigzanie zadania M 1765.

A Co B

Jesli O jest srodkiem okreggu opisanego na
tréojkacie ABC, to

¥BCO = 90° — xBAC = xCzCA.
Zatem punkty O i C; sa symetryczne
wzgledem dwusiecznej kata C, w zwigzku
z czym I1Cy = IO, gdzie I jest srodkiem
okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Podobnie uzasadniamy, ze

IA, =10 =1IBq,

czyli I jest srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie A1 B1C1.

Delta, czerwiec 1984

Stanistaw MROWCZYNSKI*

W 1982 roku, wkrétce po ukonczeniu studidéw, zostalem wystany do
Zjednoczonego Instytutu Badan Jadrowych w Dubnej pod Moskwa, aby
zajmowaé sie zderzeniami jader atomowych przy najwyzszej wéwczas dostepnej
energii. Celem tego rozpoczynajacego sie wlaénie programu badawczego byto
wytworzenie w laboratorium i poznanie wlasnoéci egzotycznego stanu materii
— plazmy kwarkowo-gluonowej, ktéra wystepowala we wezesnym goracym
Wszechswiecie, krotko po Wielkim Wybuchu.

Prawie 20 lat pdzniej cel zostal osiagniety, a przynajmniej mocno sie do niego
zblizyliSmy. W eksperymentach prowadzonych w Europejskim Centrum Badan
Jadrowych w Genewie i Narodowym Laboratorium Brookhaven w stanie Nowy
Jork zaobserwowano — prawda, ze w dosy¢ poséredni sposéb — krople plazmy
kwarkowo-gluonowej, powstajacej w zderzeniach najciezszych jader atomowych
rozpedzonych do energii wielokrotnie wigkszej niz ta, ktora byla dostepna

w Dubnej.

Wilagnie tam, w Rosji, na poczatku swej naukowej drogi przeczytalem niewielka
popularnonaukows ksiazeczke ,,Szturm termojadrowej twierdzy” Gienadija
Woronowa, opowiadajaca o prébach — podejmowanych juz wtedy od trzech
dziesiecioleci — doprowadzenia do termojadrowej syntezy lekkich jader
atomowych, czyli odtworzenia w ziemskich warunkach procesu, dzieki ktéremu
Storice dostarcza nam zyciodajne ciepto.

Gdy jadra atomowe lekkich pierwiastkéw, takich jak wodér, tacza sie ze soba,
wydzielana jest energia. Aby do takiej syntezy doprowadzi¢, nalezy odpowiednio
mocno podgrzaé¢ gaz tworzony przez atomy, powiedzmy, wodoru, tak aby
elektrony oderwaly sie od jader atomowych. Woéwczas dochodzi do zderzen jader
i staje sie mozliwa upragniona synteza. Materia w postaci jader atomowych
obdarzonych, jak pamietamy, ladunkami dodatnimi i ujemnie natadowanych
elektron6w uwolnionych z atoméw nazywana jest plazma, dokladniej, plazma
elektromagnetyczna,.

Ze wspomnianej ksiazeczki dowiedzialem sie, ze plazma wykazuje zdumiewajace
wlasnoéci, zupelnie odmienne od gazéw, np. powietrza. Bardzo trudno ja
kontrolowaé, uwiezi¢ w putapce. Plazma nie zachowuje si¢ jak kulka umieszczona
we wglebieniu, ktéra, jesli ja potraci¢, oscyluje wokét minimum, by po

pewnym czasie wréci¢ do polozenia na dnie wglebienia. Plazma przypomina
raczej kule umieszczona na szczycie wzniesienia. Wystarczy ja nieco wychylié

z polozenia chwiejnej rownowagi, by potoczyla sie w dél, szybko oddalajac sie
od pierwotnego stanu. Fachowo méwimy, ze plazma jest zwykle niestabilna —
niewielkie zaburzenie jej stanu, fluktuacja nie zanikaja z czasem, lecz gwaltownie
narastaja.

To jest wlasnie gléwna przyczyna trudnosci w zbudowaniu termojadrowego
reaktora. Historia kolejnych préb kontrolowania plazmy — liczaca sobie teraz
juz nie trzy, a az siedem dziesiecioleci — to historia odkrywania coraz to nowych
rodzajéw niestabilno$ci — mechanizméw umozliwiajacych szybkie narastanie
niewielkich zaburzen.

Lektura owej niewielkiej ksiazki miala istotny wplyw na moja naukows
dziatalnos¢. Skoro plazma elektromagnetyczna wykazuje bogactwo niestabilnodci,
myslatem, to podobnie jest pewnie z plazmag kwarkowo-gluonowa. Wszak
tworza ja kwarki i gluony — najmniejsze, najprostsze z poznanych dotychczas
sktadnikéw materii — oddzialujace wzajemnie dzigki tadunkom podobnym do
tadunkéw elektrycznych zwanych kolorami. Te, tak jak kolory podstawowe,

sa trzech rodzajéw i tak, jak kolory podstawowe lacza sie w kolor biaty, tak
kwarki o trzech kolorach wzajemnie znosza swoje tadunki i cato$é¢ jest neutralna.
Teoria opisujaca sily wystepujace miedzy kwarkami i gluonami nazywa sie
chromodynamika i wykazuje istotne podobienistwa z elektrodynamika, rzadzaca
zachowaniem tadunkéw elektrycznych.

10



@5

Rozwigzanie zadania M 1766.
Odpowiedz: Tak.

Zaznaczmy bieguny N (p6inocny)

i S (poludniowy) na planecie i niech
punkty A, B, C'i D podziela odpowiedni
réwnik na cztery réwne tuki, jak na
rysunku.

Rozwazmy zamkniety Sciezke
A—-B—S—D—C—=N—A

wzdluz powierzchni, sktadajaca sie

z tukow wielkich két planety. Ta Sciezka

sklada si¢ z 6 identycznych tukéw

réwnych % réwnika, wigc dlugosé Sciezki

jest réwna 600 km.

Pokazemy teraz, ze dla kazdego punktu
planety istnieje na tej Sciezce punkt

oddalony od niego o nie wigcej niz 50 km.

Podzielmy powierzchni¢ planety na

8 identycznych tréjkatéw sferycznych

z wierzchotkami w zaznaczonych
punktach. Lazik odwiedzil wszystkie
wierzchotlki i wszystkie punkty co
najmniej jednego boku kazdego trdjkata.
Rozwazmy jeden taki tréjkat, jak na
rysunku nizej. Jego bok ma dlugosé

100 km. Czerwona czesé tego trojkata
zostala zbadana przez tazik ksigezycowy,
poniewaz podrézowal on wzdtuz
wyroéznionego boku, a szara czesé zostala
zbadana, poniewaz odwiedzil on
przeciwlegly wierzchotek. To samo
rozumowanie dla dowolnego innego
tréjkata podzialu dowodzi, ze podana
$ciezka spelnia warunki zadania.

ela, sty;;eﬁ 198

Obserwacja, ze plazma kwarkowo-gluonowa moze by¢ niestabilna podobnie
jak plazma elektromagnetyczna, nie byta szczegdlnie oryginalna. Nie ja

jeden o tym pomyélalem. Pytanie bylo raczej inne: czy niestabilnosci moga
odgrywaé istotna role w zachowaniu plazmy kwarkowo-gluonowej wytwarzanej
w zderzeniach rozpedzonych jader atomowych? A nalezy pamietaé, ze

plazma kwarkowo-gluonowa wystepuje w zupelnie innych warunkach niz
elektromagnetyczna.

Wtlasnie wtedy, gdy zajmowalo mnie pytanie o stabilnos¢ plazmy
kwarkowo-gluonowej, zostalem redaktorem Delty, co wspominam jako $wietna,
trwajaca kilka lat przygode. Bralem aktywny udzial w dyskusjach o kolejnych
numerach pisma, redagowatem teksty wielu autoréw, sam duzo pisatem.

W dwoéch artykutach, ,,Drgania plazmowe” i ,Niestabilnosci plazmowe”, ktoére
ukazaly sie, odpowiednio, w A2, i Ad;, staralem sie wyjasnié w mozliwie
najprostszy sposéb to, co mnie w owym czasie faktycznie pochtaniato.

W tym samym 1993 roku opublikowaltem, jesli nie najlepszy, to swdj najczesciej
cytowany artykul naukowy, w ktérym dowodzilem, ze pewna niestabilnosé,
zwana filamentacyjna, moze wystepowaé w plazmie kwarkowo-gluonowej
powstalej w zderzeniu jader. Ku memu rozczarowaniu rzecz nie wywolala
zadnego zainteresowania, wiec na jednej z konferencji ztapatem znanego fizyka
Larry’ego McLerrana i przymusitem niejako do wystuchania opowiesci o tym, co
udalo mi sie zrobié.

— Dlaczego ta niestabilno$¢ miataby wystepowa¢? — Larry zapytat, gdy
skoniczyltem.

— Tak wychodzi z rachunkéw — méwie.

— To zadne tlumaczenie. Jesli ten wynik ma sens, to powiniene$ umie¢ go tak
wyjasni¢, zeby zrozumiala moja zona.

Dodam, ze Alice McLerran nie byla fizykiem, lecz antropologiem i autorka
ksiazek dla dzieci.

Krytyka McLerrana byla dotkliwie trafna. Praca w Delcie dostarczala licznych
przyktadow, ze skomplikowane problemy daja sie prosto wyjaénié, jesli je dobrze
zrozumie¢. Wspomniane teksty dokumentuja moje wlasne wysitki uchwycenia
mechanizméw zjawisk plazmowych w najprostszych mozliwych terminach.
Jednak z przewidywana niestabilnoscig filamentacyjna nie bylo tatwo. Po jakich$
dwoéch latach rozmyélan i studiowania literatury udato mi sie w koncu rzecz
zrozumie¢, i opublikowalem w czasopiSmie naukowym elementarne objasnienie.
Z Deltg juz sie wtedy rozstalem i nie bylo okazji, aby przedstawi¢ je na lamach
tego pisma. Rocznicowy numer stwarza Swietna okazje, by wréci¢ do problemu.

Wyobrazmy sobie tedy gaz czastek naladowanych dodatnio i ujemnie. Niech

to beda elektrony o tadunku ujemnym i ich antyczastki — pozytony o tadunku
dodatnim. Dodam, ze taka wlaénie plazma wystepuje w réznych uktadach
astrofizycznych, wiec przyklad nie jest czysto akademicki. Dalej przyjmijmy, ze
$rednie liczby elektronéw i pozytonéw w kazdym punkcie uktadu sa sobie réwne,
wiec plazma jest lokalnie elektrycznie neutralna. Nie wystepuja tez w niej prady
elektryczne, gdyz wraz z elektronami o danej predkoéci mamy tez w uktadzie
pozytony ze zblizonymi predkosciami.

Kluczowa okolicznoscia umozliwiajaca wystapienie niestabilnoéci jest
anizotropowy charakter rozktadu predkosci elektronéw i pozytonéw.
Anizotropowo$é oznacza, ze prawdopodobienstwo znalezienia elektronu lub
pozytonu z dang predkoscia zalezy od jej kierunku. Zalézmy zatem, ze srednia
predko$é czastek naszego ukladu w kierunku osi z jest wieksza niz w kierunkach
x i y. Wyobrazmy sobie teraz, ze na skutek fluktuacji kilka elektronéw lub
pozytonéw poruszajacych sie w kierunku osi z znalazlo sie obok siebie. Oznacza
to, ze w ukladzie pojawia si¢ prad elektryczny plynacy w kierunku z.

Zwrbéémy uwage, ze wystapienie takiego fluktuacyjnego pradu jest bardziej
prawdopodobne w kierunku z niz w kierunkach z i y. Dzieje si¢ tak dlatego,
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ze wielko$é pradu jest proporcjonalna do unoszonego tadunku i jego predkosci.
Srednia za$ predkosé¢ wzdluz osi z jest z zalozenia wigksza niz wzdluz osi x
lub y.

Przyjelismy, ze prady w ukladzie, $rednio rzecz biorac, nie wystepuja, co
oznacza, ze nadmiarowi elektronéw w jednym miejscu bedzie towarzyszyt
niedomiar w drugim. A zatem je$li w danym miejscu pojawil si¢ fluktuacyjny
prad w kierunku osi z, to gdzie$ obok wystapi prad plynacy w przeciwnym
kierunku.

Te pierwsza czes¢ opowiesci mozemy podsumowac nastepujaco. W neutralnym
uktadzie elektronéw i pozytonéw, w ktérym czastki maja predkosci w kierunku z
Srednio wigksze niz w kierunkach z i y, wystepuja znaczace fluktuacje pradu

w kierunku z. Innymi slowy, w ukladzie spontanicznie pojawiaja sie¢ widkna

z pradami pltynacymi w przeciwne strony kierunku z, pokazane na rysunku.

W drugiej, ,,dynamicznej”, czeéci swojej opowiesci postaram sie wykazaé, ze
fluktuacyjne prady nie zanikaja z uplywem czasu, lecz przeciwnie — narastaja.

Prady elektryczne, jak wiemy, wytwarzaja pole magnetyczne, a korzystajac

z prawa Ampere’a, nietrudno wykazac, ze widékna pradowe pokazane na rysunku
beda generowaly pole magnetyczne w kierunku osi y o amplitudzie rowniez tam
uwidocznionej.

Jak wiemy, na czastke o ladunku ¢ poruszajaca si¢ z predkoscia ¥ w polu
magnetycznym B dziala sita Lorentza F = qU X B. Sila wywierana na dodatnio
natadowany pozyton lecacy rownolegle do osi z pokazana jest na rysunku.
Widzimy, ze sila ta kieruje pozyton poruszajacy si¢ zgodnie z kierunkiem pradu
w danym witdéknie ku centrum wldkna. Natomiast pozyton poruszajacy sie
przeciwnie do kierunku pradu wiékna stara sie przerzuci¢ do widkna sasiedniego.
Nastepuje wiec spontaniczne sortowanie czastek tak, ze prad w kazdym widknie
rosnie i wytwarza coraz silniejsze pole magnetyczne, ktore z kolei coraz silniej
wplywa na czastki tworzace prad. W ten sposob rozwija sie niestabilnosé
filamentacyjna.

W 2016 roku Larry McLerran otrzymal doktorat honoris causa Uniwersytetu
Jagielloriskiego. Odbytla sie piekna uroczystos¢ w Collegium Maius,

a potem gratulacje i rozmowy przy bialym winie z uniwersyteckich winnic.
Przypomniatem i podziekowatem honorowemu doktorowi za lekcje, jakiej

mi przed laty udzielil. Dzigki przedstawionemu powyzej rozumowaniu,
elementarnemu, cho¢ wymagajacemu uwagi przy jego $ledzeniu, mozliwosé
wystepowania filamentacyjnej niestabilnosci w plazmie kwarkowo-gluonowej
zostalta zaakceptowana i stala sie elementem — prawda, ze drobnym — fizyki
zderzen jadrowych przy najwyzszych dostepnych energiach.

Renesans stéw Lyndona Jakub RADOSZEWSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Redaktor Delty w latach 2009—-2014.

Moéwimy, ze stowo u jest mniejsze
leksykograficznie niz stowo v, jesli albo
stowo u jest wlasciwym prefiksem (czyli
poczatkowym fragmentem) stowa v, albo
na pierwszej pozycji, na ktérej stowa u

i v réznig sig, w stowie u wystepuje litera
mniejsza niz w stowie v.

W artykule pt. Stowa pierwsze opublikowanym w A2 opisalem rézne wlasnosci
stéw Lyndona. Zeby przypomnieé, czym sg stowa Lyndona, trzeba podaé kilka
definicji dotyczacych stéw (skoniczonych). Rotacja stowa, zwana tez obrotem
cyklicznym, polega na przerzuceniu dowolnej (potencjalnie zerowej) liczby liter
z poczatku stowa na koniec. Na stowach okresla sie porzqdek leksykograficzny,
czyli stownikowy. I teraz slowem Lyndona nazywamy stowo, ktore jest $cisle
najmniejsze w porzadku leksykograficznym wsréd swoich rotacji. Przyktadowo
stowo aaab jest stowem Lyndona, poniewaz wszystkie jego pozostale rotacje,
aaba, abaa i baaa, sg od niego wieksze leksykograficznie. Innymi przykladami
stow Lyndona sg aabab i a. Natomiast stowo abaaab nie jest stowem Lyndona,
gdyz jego rotacja aaabab jest mniejsza leksykograficznie od niego. Réwniez
stowo aabaab nie jest stowem Lyndona, jako Ze jego rotacja o 3 litery jest
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Delta, listopad 1987

Stowo bbbabaababaab ma 7 maksymalnych
okresowosci. Kazdy tuk oznacza jedno
powtérzenie okresu w okresowosci;
niektére powtérzenia sg uciete.
Przykladowo na trzeciej pozycji stowa
zaczynaja sie dwie maksymalne
okresowosci, baba o okresie 2

i babaababaab o okresie 5.

Delta, czerwiec 1988

mu réwna. Rownowazna definicja stéw Lyndona jest taka, ze stowa Lyndona
sa mniejsze od wszystkich swoich wlasciwych sufikséw (czyli konicowych
fragmentéw).

Stowa Lyndona nazywa sie takze stowami pierwszymi, przez analogie do liczb
pierwszych; tak jak kazda liczba naturalna przedstawia sie jednoznacznie

(z dokladnoscia do kolejnosci) jako iloczyn liczb pierwszych, tak kazde stowo
przedstawia sie jednoznacznie jako sklejenie nierosnacego (leksykograficznie)
ciagu stow Lyndona. Przykladowo slowo abaababaabaaba jest sklejeniem

stow Lyndona ab aabab aab aab a. Dowdd tej wlasnosci znalazl sie we
wspomnianym artykule wraz z innymi podstawowymi faktami dotyczacymi stéw
Lyndona oraz ich zadziwiajacym zwiazkiem z ciaggami de Bruijna.

Po lekturze numeru Al2 Czytelnik mégt przekonaé sig, ze stowa Lyndona sa
peretka kombinatoryki sléw. Natomiast pewnie malo kto mogl przewidzieé, ze
w ciagu kolejnych lat stang si¢ one jednym z kluczowych narzedzi zaréwno w tej
dziedzinie, jak i w algorytmach tekstowych, a algorytmy bazujace na nich beda
mialy istotne zastosowania praktyczne. W tym artykule opowiem o dwoéch takich
zastosowaniach stéw Lyndona.

Pierwsze z nich dotyczy pojecia maksymalnych okresowosci (ang. runs) w stowie.
Do ich zdefiniowania znéw potrzebnych jest kilka pojeé. Potegg stowa w

o wyktadniku m, oznaczana w™, nazywamy sklejenie kolejno m kopii stowa w.
Powiemy, ze stowo s ma okres p, jedli s jest prefiksem potegi w™ dla pewnego
stowa w o dtugosci p. Jako p wybieramy zazwyczaj najmniejszy okres stowa.
Jesli okres p jest co najmniej dwa razy mniejszy niz dlugosé slowa s, powiemy,
ze stowo s jest okresowe. Przykladowo, stowo abcabcabceab jest okresowe

z okresem 3, poniewaz jest prefiksem stowa (abc)*. Okresowosciq w stowie s
nazwiemy dowolny spéjny fragment stowa s, ktéry jest okresowy. Wreszcie
okresowo$¢ nazwiemy maksymalng, jesli nie da sie jej rozszerzy¢ o jedna pozycje
(ani w lewo, ani w prawo) z zachowaniem jej (najkrétszego) okresu. Wszystkie
maksymalne okresowosci w przykladowym stowie mozna znalez¢é na ponizszym
rysunku:

VN

VNNV VNN VNN
b b b abaababaalb

N N
W

Po co rozwazaé¢ maksymalne okresowosci w stowie? Przede wszystkim
reprezentuja one kazdy mozliwy fragment okresowy slowa. Faktycznie, kazdy
fragment okresowy albo sam juz jest maksymalng okresowoscia, albo mozna go
maksymalnie rozszerzy¢ w obie strony az do uzyskania maksymalnej okresowo$ci.
W szczegblnosci wszystkie kwadraty (potegi o wykladniku 2) w stowie, o ktérych
pisalem w numerze |A},, s reprezentowane przez maksymalne okresowosci.
Kluczowa, a jednocze$nie zupelnie nieoczywistyg wlasnosciag maksymalnych
okresowosci jest to, ze w stowie o dlugosci n jest ich tylko O(n). To z kolei
przeklada sie na liczne zastosowania maksymalnych okresowosci w algorytmach
tekstowych, w co Czytelnik musi mi juz uwierzy¢. . . na stowo.

Dowdéd faktu, ze liczba maksymalnych okresowosci w stowie jest co najwyzej
liniowa wzgledem jego dtugosci, zostal podany przez Romana Kolpakova

i Gregory’ego Kucherova jeszcze w 1999 roku. Nie potrafili oni jednak podaé
zadnego ,,sensownego” wspolczynnika w tej zaleznosci liniowej, choé¢ na
podstawie eksperymentéw komputerowych wyszto im, ze ten wspolezynnik
powinien by¢ rowny po prostu 1. Przez kolejne lata rézni badacze podawali
dowody konkretnych oszacowan gérnych z coraz to lepszymi statymi, nierzadko
positkujac sie obliczeniami komputerowymi. W szczegélnosci pierwsza
konkretna stala w oszacowaniu, réwna 5, uzyskal Wojciech Rytter w 2006 roku.
W 2011 roku Maxime Crochemore wraz ze wspélpracownikami, wykorzystujac
caly klaster komputeréw, uzyskal oszacowanie gorne ze wspotezynnikiem 1,029.

13


https://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2011/02/26/Kwadraty/

W przypadku alfabetu o dowolnej liczbie
liter definicja pozycji specjalnej nieco sig
komplikuje — decyzje o wyborze
przypadku (a) lub (b) podejmujemy,
poréwnujac litery s[j + 1] oraz
slj+1—p)

Pozycje specjalne maksymalnych
okresowosci oznaczono gwiazdkami.

Na przyktad dla ,,gérnej” maksymalnej
okresowosci s[3..13] na rysunku
rozwazane fragmenty dlugosci p to
kolejno babaa, abaab, baaba, aabab i ababa.

W formalnym uzasadnieniu tego
spostrzezenia moze poméc udowodniony
w 1965 roku przez Finego i Wilfa lemat
o okresowosci: jesli stowo s o dlugosci n
ma okresy p i q oraz

p+q < n+nwd(p,q), to s ma tez
okres nwd(p, q).

Na przyktad dla maksymalnej okresowosci
5[3..6] z rysunku i k = 4 najdluzszym
slowem Lyndona zaczynajacym si¢ na
pozycji k = 4 w stowie s jest ab.

Wreszcie w 2017 roku zesp6l badaczy z Japonii, pod kierunkiem Hideo Bannai,
udowodnil, ze slowo dlugosci n ma co najwyzej n maksymalnych okresowosci.
Udalo im si¢ to zrobi¢ bez wykonywania jakichkolwiek obliczen komputerowych,
tylko wlaénie za pomoca stéw Lyndona.

Ostateczny dowdd jest na tyle elementarny, ze mozemy go w tym miejscu
naszkicowaé. Glowny pomyst polega na tym, zeby kazdej maksymalnej
okresowoéci przypisaé¢ jedna pozycje w stowie, zwana pozycjq specjalng, tak
aby réoznym maksymalnym okresowos$ciom przypisa¢ rozne pozycje specjalne.
W ten sposéb automatycznie otrzymamy zadane ograniczenie gérne. Aby nie
meczy¢ sie z pewnymi szczegétami technicznymi, w tym artykule udowodnimy
jedynie stabsza wersje tezy, ze kazda pozycja specjalna moze by¢ przypisana
co najwyzej dwém maksymalnym okresowos$ciom; stad wyniknie, ze w slowie

o dlugosci n jest co najwyzej 2n maksymalnych okresowoéci. Przyjmiemy takze,
ze rozpatrywane stowo s jest nad alfabetem binarnym {a, b} (co troche uprosci
argumentacje).

Pozycje dowolnego stowa s bedziemy numerowali od 1. Przez s[i] oznaczymy
litere znajdujaca sie na i-tej pozycji stowa s, a przez s[i..j] oznaczymy fragment
sli] ... s[j]. Opréez stéw Lyndona, w konstrukeji uzywa sie stéw anty-Lyndona,
ktére sa ($cisle) najwieksze w porzadku leksykograficznym wérdd swoich rotacji.
Niech u = s[i..j] bedzie maksymalna okresowoscia o okresie p w stowie s,

a x = s[j + 1] bedzie litera, ktéra wystepuje w slowie s tuz za fragmentem

u. Wtedy pozycjg specjalng maksymalnej okresowosci u bedzie taka pozycja
kedi...,i+p—1}, ze:

(a) jeSli x = a lub « nie istnieje (bo j jest ostatnia pozycja w stowie), to
slk..(k + p — 1)] jest stowem Lyndona,
(b) jesli z =D, to s[k..(k 4+ p — 1)] jest stowem anty-Lyndona.

Przyklad przypisania pozycji specjalnych mozna znalezé na ponizszym rysunku.

>k
/*_\/_\/
. /_\/_*\, .

b b b abaababaab
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

N A

*

W

*

Potrzeba chwili, zeby te definicje przetrawi¢. Zacznijmy od uzasadnienia,

ze kazda maksymalna okresowos¢ ma pozycje specjalna. Jedli maksymalna
okresowos¢ si..j] ma okres 1 (np. s[1..3] na rysunku), to nie mamy wyboru,

i jej pozycja specjalna musi by¢ pozycja k = i. W ogélnosci zauwazmy, ze
fragmenty dlugosci p postaci s[k..(k+p—1)] dlak € {i,...,i+p—1} sa
kolejno wszystkimi rotacjami stowa s[i..(i + p — 1)]. Wynika to z faktu, ze okres
w maksymalnej okresowosci musi sie powtarza¢ co najmniej dwukrotnie. Zadne
dwie takie rotacje, dla réznych k € {i,...,i 4+ p — 1}, nie moga by¢ réwne. Mozna
zauwazy¢, ze gdyby tak bylo, to stowo w o dlugosci p, takie ze maksymalna
okresowo$¢ u jest prefiksem potegi w™, musialoby by¢ potega krétszego stowa.
A zatem dokladnie jedna z tych rotacji bedzie najmniejsza, a jedna najwieksza
w porzadku leksykograficznym, i to one wyznacza szukane stowo Lyndona

i stowo anty-Lyndona.

Wykazemy teraz, ze jeSli pozycja k jest pozycja specjalna maksymalnej
okresowosci u = s[i..j] o okresie p wyznaczona przez stowo Lyndona wedlug
przypadku [(a)l to s[k..(k + p — 1)] jest najdluzszym stowem Lyndona
zaczynajacym sie na pozycji k. Zalézmy przez sprzecznosé, ze slowo s[k..r]

dla pewnego r > k + p jest stowem Lyndona. Skorzystamy tu z réwnowaznej
definicji stéw Lyndona, wedlug ktorej muszg one by¢ mniejsze leksykograficznie
od wszystkich swoich wlasciwych sufikséw. Jesli r < 4, to stowo s[k..r] ma okres p.
Wtedy jednak sufiks s[(k + p)..r] bylby prefiksem s[k..r] (czyli w szczegdlnosci
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Dla rozwazanego przykltadu stowo
s[4..6] = aba nie jest stowem Lyndona,
gdyz jego sufiks s[6..6] = a jest od niego
leksykograficznie mniejszy (bo jest jego
prefiksem).

Przyktadowo dla dowolnego r > j =6
stowo s[4..r] = abaa... jest wigksze od
stowa s[6..7] = aa...

Jedna pozycja moze by¢ pozycja
specjalng dwéch maksymalnych
okresowosci. Okazuje si¢, ze wtedy jedna
z tych maksymalnych okresowosci ma
okres 1. Przykladowo ma to miejsce dla
pozycji 6 na rysunku powyzej. Jesli
pozycje¢ specjalng wybierzemy ze zbioru
{i+1,...,i+ p} zamiast ze zbioru
{i,...,i+ p — 1}, mozna udowodnié, ze
wtedy juz kazda pozycja stowa bedzie
pozycja specjalng co najwyzej jednej
maksymalnej okresowosci.

Przyktadowo, tablica sufiksowa stowa
s = abaababa to 8,3,6,1,4,7,2,5:

sufiks pozycja poczatkowa
a 8

aababa
aba
abaababa
ababa

ba
baababa
baba

G- W

S { : N ¥
Delta, grudzien 1990

bytby od niego mniejszy), co przeczy réwnowaznej definicji stéw Lyndona. Jesli
za$ r > j, to sufiks s[(k + p)..r| zaczyna si¢ od s[(k + p)..j]a, a stowo s[k..r]
zaczyna sie od s[k..(j — p)]b. Skad ta litera b? Ot6z gdyby tam byla litera a,

to maksymalna okresowo$¢ mozna by rozszerzy¢ o jedna pozycje w prawo, gdyz
zachodziloby s[j + 1] = s[j + 1 — p]. Mamy s[k..( — p)]b = s[(k + p)..j]b, czyli
znéw sufiks jest mniejszy. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze rzeczywiscie
slk..(k + p — 1)] jest najdluzszym slowem Lyndona zaczynajacym sie na pozycji k.

Podobnie mozna wykazaé, ze w przypadku @ fragment s[k..(k +p — 1)] jest
najdluzszym stowem anty-Lyndona zaczynajacym sie na pozycji k. W tym celu
wygodnie jest rozwazy¢ porzadek leksykograficzny, w ktérym b jest mniejsze
od a; stowa anty-Lyndona sg tak naprawde stowami Lyndona w tym poniekad
odwroconym porzadku leksykograficznym.

Oczywiscie na kazdej pozycji w slowie zaczyna sie jedno najdluzsze stowo
Lyndona i jedno najdtuzsze stowo anty-Lyndona. Kazde z tych stéw mozemy
jednoznacznie rozszerzy¢ okresowo w lewo i w prawo, z okresem réwnym jego
dtugosci, otrzymujac maksymalng okresowosé, jesli tylko okres powtérzy sie

w niej co najwyzej dwukrotnie. To ostatecznie dowodzi, ze kazda pozycja jest
pozycja specjalna co najwyzej dwéch maksymalnych okresowosci, i konczy nasz
dowdd.

Na koniec warto zaznaczy¢, ze Bannai i in. w swojej pracy podali nowy, prostszy
algorytm wyznaczania maksymalnych okresowosci, a kluczowa role w tym
algorytmie pelni twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie stowa na niemalejace
stowa Lyndona.

* ok

Opowiemy teraz pokrétce o drugim nowym zastosowaniu stéw Lyndona. Niech
stowo s ma dlugo$é n. Wyobrazmy sobie, ze wszystkie sufiksy stowa s zostaly
uporzadkowane rosnaco w kolejnosci leksykograficznej. Tablica sufiksowa stowa s
zawiera pozycje poczatkowe sufiksow w tej wlasnie kolejnosci. Jest ona zatem
permutacja zbioru {1,...,n}.

Tablica sufiksowa, obok drzewa sufiksowego, jest jedna z podstawowych struktur
danych w algorytmach tekstowych. Na przyklad jesli mamy tablice sufiksowa
stowa s o dlugoéci n, to dla danego stowa-wzorca p o dtugoséci m mozemy

w czasie O(mlogn) znalez¢ wszystkie jego wystapienia w s. W tym celu

nalezy zauwazy¢, ze zbior sufikséw, na poczatku ktérych wystepuje wzorzec p,
odpowiada spéjnemu fragmentowi tablicy sufiksowej. Konice tego fragmentu
mozemy wyznaczy¢ za pomoca wyszukiwania binarnego.

Tablica sufiksowa zostala wprowadzona w 1990 roku przez Udiego Manbera

i Gene’a Myersa. Korzystajac z drzew sufiksowych, mozna ja skonstruowac

w czasie liniowym w przypadku stowa nad malym alfabetem. Jest tez znany
algorytm autorstwa Juhy Kérkkiinena i Petera Sandersa (2003 r.), ktéry
konstruuje ja w czasie liniowym bez uzycia drzew sufiksowych. Tyle w teorii;
natomiast praktyka pokazuje, ze wszystkie te algorytmy sa wolniejsze i bardziej
pamieciochtonne niz algorytm o nazwie DivSufSort autorstwa Yuty Moriego
dzialajacy w czasie O(nlogn). Co ciekawe, Yuta Mori przedstawil swéj algorytm
w postaci gotowego programu, z niewielka iloscia komentarzy, opublikowanego
w publicznym repozytorium.

Ten rozdzwiek miedzy zlozonoscia czasows a czasem dziatania na praktycznych
danych byl doéé¢ klopotliwy dla badaczy zajmujacych sie algorytmami
tekstowymi. Dopiero w 2021 roku Nico Bertram i in. w swojej pracy pt. Lyndon
Words Accelerate Suffiz Sorting przedstawili algorytm poparty powazna

analizg teoretyczna i dzialajacy w praktyce szybciej niz DivSufSort. Jak tytul
pracy wskazuje, w ich algorytmie istotna role pelnia wlasnie stowa Lyndona.
Algorytm Bertrama i in. ma jednak wciaz ponadliniowa ztozono$é czasowa (choé
korzysta z liniowej pamieci). Jego zlozonoéé zostala poprawiona do liniowej,

z jednoczesnym dodatkowym przyspieszeniem w praktyce, w pracy autorstwa
Jannika Olbricha i in., opublikowanej bardzo niedawno, bo w 2022 roku.
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37 lat pdzniej
*Instytut Matematyki, Uniwersytet KrzySZtOf C[ESIELSK]*

Jagiellonski
i lubi h numeré j r 1 roku.
W latach 1991-1097 redaktor naczelny Jednym z moich ulubionych numeréw Delty jest ten z czerwca 1986 roku

samodzielnej kolumny Epsilon w Delcie. 2 okazji jubileuszu (byt to numer 150) zostal praktycznie w caloéci wypelniony

Od 1996 roku czlonek Komitetu krétkimi ciekawostkami matematycznymi, fizycznymi i astronomicznymi,
Redakeyjnego Delty, ktoérych, jak nietrudno zgadnaé, Redakcja umiescita 150.

w latach 2004-2019 jego

wiceprzewodniczacy, od roku 2019 Czy co$ opisanego w opublikowanych wéwczas matematycznych ciekawostkach

dni :
proewotienaey moglo po 37 latach ulec zmianie? Jedng z najwigkszych zalet matematyki

jest dla mnie to, ze twierdzenie raz udowodnione (poprawnie) pozostaje
prawdziwym do konca $wiata. Na przyktad w ciekawostce nr 122 podano, ze
jesli obrocimy szescian wokél jego przekatnej, to otrzymamy bryle ztozong
z dwéch stozkéw i hiperboloidy obrotowej. Tak bylo wowczas, gdy terminu
whiperboloida obrotowa” jeszcze nie wprowadzono, tak bylo w 1986 roku, tak
jest teraz i tak bedzie zawsze. Jednak w ciagu tych 37 lat w matematyce takze
co nieco (a nawet wiele) sie zmienito. Wtedy nie wiedzieliSmy jeszcze, ze Wielkie
Twierdzenie Fermata jest prawdziwe (o nim w numerze 6/1986 mowy nie
bylo), a najwieksza znana liczba pierwsza (tego tematu tez nie poruszono)
O zwigzku miedzy szedcianem byla wowczas 2216091 — 1, we wrzeéniu 2023 t@ I‘OIQ pelni 282589933 — 1. POStQp
i/[l:rzir?{%lféig ﬁsrs"t';zz?elfgsfepzzéy;i‘i 4 W tym zakresie zobrazowany jest na przyklad przez to, ze gdybySmy najwigksza
znana w 1986 roku liczbe pierwsza zapisali na pasku papieru taka czcionka,
jaka wydrukowany jest ten tekst w Delcie, zajetoby to okolo 114 metréow.
W przypadku obecnej rekordzistki — ponad 43 kilometry. A liczby to wielkie nad
wyraz — napisana na takim pasku szacunkowa liczba atomoéw we Wszechswiecie
nie wypelnilaby nawet jednej linijki kartki A4.

Takze w przypadku kilku , deltowych ciekawostek” sprzed 37 lat mozna dzi$
powiedzieé¢ co$ wiecej. .. O tym bedzie mowa.

Oczywiste jest, ze w kwadracie o wymiarach n X n mozemy tak ulozy¢

n? kwadratéw o boku 1, by ich wnetrza byly parami rozlaczne — nazwijmy takie
umieszczenie malych kwadratéw ,,dobrym”. Czy w sytuacji, gdy nieznacznie

(o mniej niz 1) zwiekszymy bok duzego kwadratu, mozna wen w dobry

sposob wlozy¢ wiecej kwadratéw jednostkowych? Nie da sie tego zrobié, gdy
bedziemy je uktada¢ ,standardowo”, czyli tak, by ich boki byly réwnolegle do
bokéw duzego kwadratu. Mozna je jednak umiesci¢ inaczej. .. Na rysunkach
ponizej pokazane sa schematy takiego utozenia. W kwadracie o boku 3 + @

(w przyblizeniu 3,71) zmiescimy 3% + 1 kwadratéw jednostkowych (rys. 1).

W kwadrat o boku 5 + %ﬁ (w przyblizeniu 8,54) mozna wozyé 82 + 1 kwadratéw

jednostkowych (rys. 2). W tej sytuacji niepokryte pole w kwadracie wynosi
50v2-55
2

, czyli w przyblizeniu 7,86.

]

N

Rys. 1 Rys. 2

Gdy n jest odpowiednio duze, mozna wkladaé¢ male kwadraty jeszcze bardziej
oryginalnymi metodami, a w konstrukcji odpowiednio wykorzystywac
réwnolegloboki, trapezy... Powstaje naturalne pytanie: jak male moze byé pole
(oznaczmy je przez W(z)), ktére musi pozostaé niepokryte przy umiejetnym
ulozeniu kwadratéw jednostkowych w kwadracie o boku z, przy czym x nie musi
by¢ liczba naturalna. Formalnie:

W(z) = 2% — sup{P: P jest liczba kwadratéw jednostkowych, ktére
mozemy umiesci¢ w ,dobry” sposéb w kwadracie o boku z}.

Delta, luty 1992
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Wymienieni w tekscie matematycy maja ~ Le liczbe zaczeli badaé¢ Paul Erdés i Ronald Graham. W 1974 roku wykazali oni

w swym dorobku liczne znaczace —  jgtnienie takiej stalej C, ze dla odpowiednio duzych z zachodzi oszacowanie
osiggniecia. Na marginesie podam jedynie

ich daty zycia. W(z) < C -z (jesli uzyjemy ciut bardziej zaawansowanej terminologii,
Paul Erdds (1913-1996) zapisujemy to jako W (x) = O(x™/'1)). W 1986 roku znano oszacowanie
Ronald Lewis Graham (1935-2020) s . . t byt iek t 4). Liczb 7/11
Hugh Lowell Montgomery (ur. 1944) nieznacznie wzmocnione (o tym byla mowa w ciekawostce nr 4). Liczba x

zostala zastapiona przez z(3~V3)/2; dokonal tego Hugh Montgomery, ktéry
jednak swojego rezultatu nie opublikowatl.

Mozna rozwazaé oszacowanie niepokrytego pola od dotu. Klaus Roth (medalista
Fieldsa z 1958 roku) i Robert Vaughan podali w 1978 roku odpowiednie
Klaus Friedrich Roth (1925-2015) ograniczenia, rozwiazujac problem postawiony przez Erdésa i Grahama. Z ich

Robert Vaughan (ur. 1945) rezultatu wynikalo, ze W (n + 1) zawsze jest wieksze od v/n.
Fan Chung (ur. 1949)

Oszacowanie Montgomery’ego w kolejnych latach wzmacniano. Ronald
Graham i jego zona Fan Chung udowodnili, ze W (z) = O(z®+V2/7 . log z).

A | jeszcze cieply” wynik Chung i Grahama, opublikowany w 2020 roku, méwi,
ze W(z) = O(z%/?).

Liczba % to w przyblizeniu 0,6364, w oszacowaniu Montgomery’ego mamy
w wyktadniku 0,6334. Chung i Graham doszli do liczby 0,6. W swojej

pracy stawiaja kolejne problemy. W szczegdlnosci stwierdzili, ze rezultat
Rotha i Vaughana pozwala zapytaé¢, czy przypadkiem nie zachodzi zwiazek
W (z) = O(22), niemniej oni w to nie wierzg. .. Za wykazanie (lub obalenie)
tego, ze W (z) = O(z57¢) dla pewnej stalej ¢, zaoferowali 250 dolaréw.

Przejdzmy teraz do ciekawostki nr 86. Zacytujmy: Sprébujmy ustawié

36 wojskowych (po 6 z szesciu jednostek i po szesciu w tym samym stopniu,
przy czym reprezentacje jednostki stanowiq wojskowi réznych stopni) na polach
szachownicy 6 X 6 tak, by wszyscy stojacy w szeregu czy w kolumnie byli rozZnych
stopni i z roznych jednostek. Albo lepiej nie prébujmy — to na pewno sie nie uda.
Podana zostala tez informacja, ze w przypadku pewnych kwadratéw n x n da sie
to zrobié¢, ale w przypadku np. 10-osobowych reprezentacji dziesigciu jednostek
problem jest wciaz otwarty.

Delta, lipiec 1993

Nie zostalo wtedy w Delcie wspomniane, ze autorem zadania

g = i ”; gi 0 36 wojskowych jest nie kto inny, jak Leonhard Euler. Pytanie to
B f; c :y Ao postawil w 1779 roku. W przypadku dwdéch jednostek tatwo zauwazyd,
ze odpowiednie ustawienie nie jest mozliwe, w przypadku trzech zadanie
Rys. 3 jest bardzo proste (rys. 3). Euler potrafil stosownie rozmiesci¢ zolnierzy
Leonhard Buler (1707-1783) dla n =4 1in =15, jednak po bezskutecznych prébach konstrukeji
1 I T - . . .
Gt Tar;,e(1843,1913) dla n = 6 wyrazil w 1782 roku przypuszczenie, ze w tym przypadku
?}?j Ccflla}?drg B%S}f (11?015318_712}1 4 jest to niewykonalne. Na dowdd trzeba bylo czeka¢ ponad 100 lat. ..
(19?7&1,;0;01; o Bhaniar Shnhande Opublikowal go w 1901 roku Gaston Tarry. Obecnie za pomoca
Ernest Tilden Parker (1926-1991) komputeréw poradziliby$my sobie z problemem bez wiekszych klopotéw.
g g i ? S ‘? f]‘ i Ii ? Juz Euler wiedzial, ze mozna odpowiednio rozlokowaé¢ zolnierzy
A|lJ|G|F|D|I|E|C|B|H w przypadkach n nieparzystych oraz podzielnych przez 4. Sadzil, ze
A NS N N = e O/ S A jest to niemozliwe dla liczb postaci 4k + 2. Okazalo sie jednak, ze jest
E|A|F|H|T|[D|C]Cc]Ji]B X .
n 3 ¢ 5 e" A € v L vy naczej.
clelce|1|B]c|D|H|[F]]J
clo | x| c|lslalc|Bl~r]n W 1986 roku w Polsce dostep do rozmaitych czasopism matematycznych
DIH|E|AC|J )G |B|I|F byl nad wyraz ograniczony — okazuje sie¢, ze Redakcja Delty nie
IL{ 1; é é 7\ é ; ? g ? dysponowata pelna informacja, gdyz problem w przypadku n = 10
al|lylel| x| cv|n]|s|c|o]| B byl juz wtedy (jak zreszta we wszystkich innych przypadkach)
LB DT EAH)F|G|C rozstrzygniety. W 1959 roku Raj Bose, Sharadchandra Shrikhande
3 ; 717 é é ; ; [l’) i g i Ernest Parker udowodnili, ze mozna odpowiedniego ustawienia
vyl ol x]l¢]l e ]d]a]ce dokonaé¢ dla wszystkich parzystych n niepodzielnych przez 4 i wigkszych
i Ijclia6 | H ]3 i A ? D od 6. Warto wspomnieé, ze artykul (artykul, nie krétka wzmianka)
G é IL{ B’ ;7 T ; 5 Z opowiadajacy o ich wyniku zostal opublikowany 26 kwietnia 1959 roku
clelvlmnlo9| Bl rxlalels na lamach dziennika New York Times.
Rys. 4 Odpowiednie ustawienie dla n = 10 pokazane jest na marginesie.
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O kwantowej wersji problemu ustawiania
wojskowych mozna przeczyta¢ w artykule
36 splatanych oficeréw z Petersburga

3
w A5,

Lothar Collatz (1910-1990)
Stanistaw (Stan) Ulam (1909-1984)
Shizuo Kakutani (1911-2004)
Bryan Thwaites (ur. 1923)

Helmut Hasse (1898-1979)

Harold Scott MacDonald Coxeter
(1907-2003)

David Bafina (ur. 1984)

Delta, pazdziernik 1994

Szczegbly: Z Markiem Kordosem

o Delcie, Epsilon 11a, [w]: D.Ciesielska,
K.Ciesielski, Z.Pogoda, Epsilon,
Wydawnictwo Szkolne Omega, 2002.
Angielska wersja wywiadu: European
Mathematical Society Newsletter No. 41
(dostepne na stronie www European
Mathematical Society).

Kolejna, ktérej poswiecimy tu uwage, jest ciekawostka nr 52. Rozwazamy liczbe
naturalng n i tworzymy rekurencyjnie ciag: jesli wyraz k jest liczba parzysta, to
nastepnym jest %, jesli nieparzysta — to 3k + 1. W znanych przypadkach zawsze
w pewnym momencie pojawia si¢ jedynka (i potem konsekwentnie, okresowo,
uklad 4,2,1). Czy tak jest zawsze? W 1986 roku wiadomo bylo, ze tak si¢ dzieje,
jedli pierwszy wyraz jest mniejszy od 24°.

Hipoteze, ze zawsze dojdziemy do jedynki, postawil w 1937 roku Lothar
Collatz. Nazywana jest hipoteza Collatza, ale laczona jest tez w nazwach

z Ulamem, Kakutanim, Thwaitesem i Hassem. .. Zadne z tych nazwisk nie
pojawilo sie wtedy w Delcie, ale ciekawostki musialy byé krotkie. Stanistaw
Ulam oraz Shizuo Kakutani zainteresowali sie problemem i go rozpowszechniali,
a Bryan Thwaites postawil go niezaleznie od Collatza w 1952 roku. Mozna tez
w jezyku angielskim spotkaé¢ nazwe Syracuse Problem (te nazwe zaproponowal
Helmut Hasse, gdy przedstawil go w latach piec¢dziesiatych podczas wizyty na
uniwersytecie w Syracuse; wedlug innej wersji, problem przyciagnal uwage
matematykow z Syracuse na Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw

w Cambridge w 1950 roku — wtedy Collatz méwil o nim réznym uczestnikom
Kongresu). Inna angielska nazwa to Hailstone Problem (hailstone to

ziarenko gradu, a wyrazy ciagu si¢ zwigkszaja i zmniejszaja, jak ziarenka
gradu w chmurze). Pojawiaja si¢ réwniez terminy hailstone numbers oraz
wondrous numbers (wondrous to cudowny, niezwykly). Paul Erdds, ktéry
wielokrotnie fundowal nagrody za rozwiazanie rozmaitych probleméw, za
rozstrzygniecie hipotezy Collatza oferowal 500 dolaréw. Nie byt jedyny; przed
nim, w 1970 roku, H.S.M. Coxeter oglosil nagrode w wysokosci 50 dolaréw,

a pozniej, w 1982 roku, Thwaites — 1000 dolaréw.

Jedyna rzecza, ktora w tym przypadku sie zmienila, jest katalog pierwszych
wyrazéw ciagdéw, dla ktorych hipoteza jest prawdziwa. We wrzesniu 2023
wiadomo, ze dojdziemy do jedynki, jesli zaczniemy od jakiejkolwiek liczby
mniejszej od 270 (w przyblizeniu 1,18 - 102!). Prace nad wigkszymi liczbami
trwaja (oczywiscie z wykorzystaniem komputeréw); intensywnie prowadzi je
David Bafina z Brna.

Ciag badany w hipotezie Collatza zwigzany jest z wieloma pasjonujacymi
problemami i wynikami, ale to oddzielna sprawa.

Ostatnia ciekawostka, do ktérej nawiaze, jest ta o numerze 115. Zacytuje

w dokladnym brzmieniu: Niektorzy nazywajg twierdzenie o trzech ciggach (jesli

an < by, < ¢y oraz lim a, = lim ¢, = g, to cigg (b,) jest zbiezny ¢ lim b, = g)
n—oo n—oo n—oo

twierdzeniem o milicjantach i formulujg je tak: Jesli znajdziesz sie miedzy

dwoma milicjantami idgcymi do tego samego komisariatu, to tez tam trafisz.
Tu tez mamy istotng zmiane, bo milicji od dawna w Polsce nie ma. ..

Lat temu 37 — oprocz tego, ze mi si¢ to bardzo spodobalo — zastanawialem

sie, jak cenzura dopuscita do opublikowania tych sléw. Wskazane jest
wyjaénienie dla mtodszych Czytelnikéw: przed 1989 rokiem wszystko, co

mialo zostaé wydane drukiem, musialo by¢ zatwierdzone przez Gléwny

Urzad Kontroli Prasy, Publikacji i Widowisk, popularnie nazywany cenzura.

A kontrole przeprowadzano skrupulatnie i dotyczyly one takze czasopism
popularnonaukowych. Marek Kordos w wywiadzie udzielonym Epsilonow:
opowiadal, ze ingerencja cenzury pojawila sie juz przy okazji tworzenia
pierwszego numeru Delty. Umieszczono tam artykul o Instytucie Badan
Jadrowych w Krakowie i podano miedzy innymi, ile Instytut zajmuje hektarow.
Ta informacja okazala sie wagi panstwowej i nalezalo jg skreslié. A na temat
milicji — wracam do ciekawostki — mozna bylo wtedy pisa¢ wylacznie absolutnie
pozytywnie, zarty nie wchodzily w gre. ..

Jak sie pdzniej dowiedzialem, analogiczna nazwa istnieje (i nawet jest uzywana)
w jezyku wloskim — teorema dei due carabinieri. Nie wiem, czy te nazwy
powstaly niezaleznie od siebie i nie wiem, ktora jest wczeéniejsza.

Moze z okazji szesédziesieciolecia Delty warto bedzie sprawdzié, co sie
ewentualnie zmienito w przypadku ciekawostek fizycznych i astronomicznych?
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Twierdzenie Bialtynickiego-Biruli o rozktadzie
Maria DONTEN-BURY*, Joachim JELISIEJEW*, Jaroslaw A. WISNIEWSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki Wyprawa na biegun pétnocny. Wyobrazmy sobie podréznikéw na
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski powierzchni Ziemi wyposazonych w kompasy wskazujace péinoc (przyjmijmy,
Maria Donten-Bury byla redaktorka ze pélnoc magnetyczna i geograficzna to to samo i ze nie ma zadnych lokalnych

Delty w latach 2009-2014. .. . , . . , ’
anomalii). Wskazania kompaséw w okolicach biegunéw péinocnego N

i potudniowego S pokazuja rysunki na marginesie. Kazdy z podréznikéw chce
dotrze¢ na biegun péinocny. Jesli podréznik nie znajduje si¢ akurat na biegunie,
to wie, co ma robié¢: wedruje wzdtuz potudnika, na ktérym sie znajduje, zgodnie
ze wskazaniem kompasu. Ale na biegunie kompas jest bezuzyteczny, bo nie
pokazuje jednego kierunku — bieguny sa punktami krytycznymi dla zadania
podroéznika. Mimo to podréznik bedacy na biegunie pélnocnym umie poradzié
sobie z zadaniem: po prostu stoi w miejscu.

W ten sposéb zadanie dotarcia do bieguna i sam proces podrézy daja nam
podzial powierzchni Ziemi (ktéra matematyk widzi jako sfere) na czesci,
nazywane komoérkami. Jedna to prawie cala sfera wraz z punktem N, druga jest
jednopunktowa i sklada sie z bieguna S. Zauwazmy, ze komérki sa w pewnym
sensie prostsze niz wyjsciowa sfera: ta wieksza komoérka to wlasciwie plaszczyzna,
tylko troche wygieta.

Twierdzenie o rozkladzie. Powyzszy przyklad wyglada na latwy, ale
Czytelnik moze sobie wyobrazié, ze jesli zamiast sfery préobujemy podzieli¢ na
proste kawaltki przestrzen o mniej oczywistej strukturze, to problem robi sie
znacznie ciekawszy. Dla pewnej klasy przestrzeni rozwiazaniem jest twierdzenie
Andrzeja Szczepana Bialynickiego-Biruli o rozkladzie, ktére mozna wypowiedzieé
jednym zdaniem:

Jesli pogrupujemy punkty rozmaitosci X wzgledem granic przy dziataniu
grupy K*, to otrzymamy zaskakujgco tadne i mniej skomplikowane
podrozmaito$ci.

To, ze X jest rozmaitosciq, znaczy, ze w bliskiej okolicy kazdego swojego punktu
przypomina zwykla przestrzen euklidesowa: prosta, ptaszczyzne, przestrzen
tréjwymiarowa. .. byé moze troche zakrzywiona. Taka strukture maja na
przyklad okrag, sfera, powierzchnia torusa, ale tez bardziej skomplikowane
formy, jak przestrzen rzutowa (o ktérej za chwile).

Oprécz rozmaitoéci mamy grupe, czyli zbiér elementéw, na ktérych mozemy
wykonywaé¢ pewne dzialanie oraz je odwracac¢. Na przyktad grupe R*
niezerowych liczb rzeczywistych, ktére da sie mnozy¢ i dzieli¢. Taka grupa dziala
na pewnej rozmaitosci, jesli kazdy jej element cos$ robi z punktami rozmaitosci,
jako$ je przestawia. Co wiecej, te przestawienia maja by¢ zgodne z mnozeniem
w grupie, ale tu nie bedziemy potrzebowali tego dokladnie wyjasnic.

Sprébujmy w tym jezyku opowiedzie¢ o wyprawie na biegun péinocny.

Jak zwykle, zamiast o powierzchni Ziemi mys$limy o sferze S? zanurzonej

w tréjwymiarowej przestrzeni R?. Opiszmy te sfere réwnaniem x? + 32 + 22 = 1.
Dziata na niej grupa R* w nastepujacy sposéb. Trzecig wspéirzedng punktu
:Z;i dla pewnego r € R. Wtedy liczbie

t € R* przypiszemy przeksztalcenie S?, ktére przesuwa punkt wzdtuz potudnika
do punktu o trzeciej wspélrzednej z; = %. Skad te wzory? Pochodza

od mnozenia przez liczby z R*, jesli najpierw rozprostujemy poludnik
przeksztalceniem odwrotnym do rzutu stereograficznego. Geometryczny
charakter przedstawionych zaleznosci prezentuje rysunek na marginesie.

na sferze mozemy zapisaé jako z =

Oczywiscie wspolrzedne z i y tez sig zmienia — w taki sposéb, zeby podréznik
zostal na tej samej dlugosci geograficznej — ale nie potrzebujemy zna¢ dokladnie

A ich nowych wartosci. Zauwazmy jeszcze, ze bieguny mogliby$my (niezbyt $cisle)
Delta, sierpleft 199 opisaé¢, w miejsce r wstawiajac 0 oraz occ.
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Rozwigzanie zadania F 1085.
Zacznijmy od przypomnienia skal energii.
Energia wigzan chemicznych to

co najwyzej okolo 10 eV — wigzanie
czasteczki No o energii 9,79 eV nalezy do
najsilniejszych. Energia wiazania
elektronéw wewnetrznych powtok
atomowych lekkich pierwiastkéw sigga
pojedynczych kiloelektronowoltéw

(1362 eV dla neonu). Oznacza to, ze azot
ogrzany do temperatury

T = 5000 ¢V /k ~ 5,8 - 107 K jest
mieszaning jonéw azotu N’

i elektronéw e~ w liczbie 7 razy wigkszej
niz liczba jonéw azotu, a $rednia energia
kinetyczna kazdego z jondéw i elektronéw
wynosi 2000 eV. Z kazdego mola azotu
czasteczkowego o masie

m =214 g = 28 g powstaje 16 moli
mieszaniny gazéw jednoczastkowych.
Wartoéé ciepta wlasciwego w statej
objetosci na jednostke masy tej
mieszaniny wynosi:

3
Ccy = 516R/m.

W powyzszym wzorze

R = 8,314 J/(mol-K) oznacza stalg
gazowa. Liczbowo: ¢, =~ 7,13 J/(g-K) i jest
okotlo 1,7 raza wigksze od ciepta
wlasciwego cieklej wody. Podana
temperatura 5000 eV /k to okolo polowy
temperatury w poblizu centrum wybuchu
jadrowego.

Definicje na klasach punktéw mozna ujaé
w zgrabnej formie:

RP? := (R®\ {(0,0,0)})/R".

Delta, maj 1996

Twierdzenie o rozktadzie méwi o grupowaniu punktéw S? wzgledem granic przy
dziataniu R*. Mozemy zapisaé¢ z; = %, skad widaé, ze dla kazdego r # 0
(czyli z #£ —1) jesli ¢ dazy do oo, to z; dazy do 1. A jedyny punkt na sferze,

w ktérym z = 1, to biegun N. Wobec tego grupowanie punktéw S? wzgledem
granic przy badanym dzialaniu wyodrebnia, jak przewidzieliémy, duza komorke
zlozona z calej sfery oprécz bieguna S, dla ktérej granica jest biegun N. Druga
komorka jest jednopunktowa, zlozona z bieguna S, ktéry jest swoja wlasna
granicg przy dziataniu R*, czyli tak zwanym punktem stalym.

Granice, ktérych... brakuje. Jak widaé, granice przy dzialaniu grupy sa
kluczowym elementem twierdzenia o rozktadzie. W powyzszym przykladzie
mieliSmy szczescie, i udato nam sie je dosé tatwo obliczyé. Spdjrzmy teraz na
sytuacje, ktéra pomoze nam lepiej zdefiniowaé granice przy dzialaniu grupy
w ogélnym przypadku.

Niech K = R i okre$lmy dzialanie R* na plaszczyznie R? wzorem

(1) to(x,y) = (t"tx, ty),
gdzie t € R*. Jaka jest granica punktu (z,y) przy tak okreslonym dzialaniu? Jesli
y = 0, to sprawa jest prosta:

. BT —1 BT —1 o
Jim #o(z,y) = lim ¢z, ty) = lim (t""2,0) = (0,0).

Ale jesli y # 0, to ta granica nie istnieje na plaszczyznie. .. Fakt, ze czasem
tak sie dzieje, jest irytujacy. Mamy klopot, poniewaz uzyliémy plaszczyzny R2,
ktorej brakuje ,,punktéw w nieskoriczonosci”. Problem ten odczuwalo juz
wielu matematykéw i istnieje standardowe lekarstwo: zamiast plaszczyzny R2
powinnidmy rozwazy¢ plaszczyzne rzutowg.

Plaszczyzna rzutowa to wersja plaszczyzny z ,wbudowang nieskonczonoscia”.
W Delcie o niej nie raz juz byla mowa — po krétki opis mozna siggnaé¢ do Ay,
ale lepiej poznaé ja z réznych punktéw widzenia w A3, Tutaj zdefiniujemy

ja jako zbiér punktéw R3 \ {(0,0,0)} (tak!), gdzie utozsamiamy punkty

(0, Yo, 20) oraz (x1,y1, 21), jesli sa proporcjonalne, czyli istnieje taka liczba

A€ R* ze z1 = Azg, y1 = Ayo, 21 = Azo. Klase tak utozsamionych punktéw
oznaczamy przez (o : Yo : 20), a zbidr wszystkich tych klas to wlasnie plaszczyzna
rzutowa, oznaczana jako RP2. Dodajmy, ze z przedstawionej definicji wynika, iz
(2o : Yo : 20) = (Axo : Ayo : Azp) dla kazdej niezerowej liczby A.

Z tej definicji nie wida¢ jednak zupetnie, dlaczego RP? nazywa sie plaszczyzng
rzutowa. Otéz w kazdej klasie (x¢ : yo : 20) € RP?, gdzie 29 # 0, jest dokladnie
jeden punkt z ostatnia wspélrzedna réwna 1 — to (xo/z0,y0/20,1). Mozemy wiec
utozsamié zbior

U := {(a:o:yozzo)eR]P’2 | 20#0}
ze zbiorem R?, gdzie punktowi (zg : yo : z0) € RP? odpowiada (xq/z0,y0/20) € R?.
Pozostale punkty RP?, te postaci (z : yo : 0), uwazamy za dodane do
plaszczyzny U punkty w nieskoriczonosci.

Wracajac do naszego przykladu, mozemy zdefiniowa¢ dziatanie R*
na RP? poprzez to (z:y:z) = (t o :ty: z). Jedli popatrzymy na U, to
to(w:y:1)=(t"tx:ty:1), co dokladnie zgadza si¢ ze wzorem , ktérym
powyzej definiowaliémy dzialanie na R2. Teraz wreszcie mozemy znalezé granice
dowolnego punktu przy tak ustalonym dziataniu. Mianowicie, jesli wezmiemy
(x:y:z) € RP? gdzie y # 0, to
: v o) — T (4= Lo e e N — Tipp (4= 1.1 1 P N
tli)rgoto(x.y.z)—tli)rgo(t m.ty.z)—tli)rgo(t T ex ittty it 2) =

= lim(t2x:y:t7'2)=0:9:0)=(0:1:0).
t— o0
Proéciej mozna obliczyé granice punktu (z : 0 : z) € RP?, gdzie z # 0:
: .0 - — 1 -1..0. — .0 - — .0 -
tligloto(x.o.z)—tliglo(t :0:2)=(0:0:2)=(0:0:1).

Ostatni nierozwazony jeszcze punkt RP? to (1:0:0). Ale w tym przypadku
to(1:0:0)=(t"1:0:0)=(1:0:0), czyli mamy punkt staly dzialania.
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Rozwigzanie zadania M 1767.
Zauwazmy, ze

(m+1) (777(4777 + 3)2 + 1) =

= ((’m + 1)(4m + 1))27

wobec tego para (m,m(4m + 3)?) spelnia
warunki zadania.

Co by bytlo, gdyby te liczby nie byty
rézne?

Istnieja tez dodatnie komorki
zdefiniowane podobnie, ale gdy granice
bierze si¢ przy t — 0.

Iustracja plaszczyzny rzutowej ZoP?

Andrzej Szczepan Bialynicki-Birula zmart
w 2021 r. Od 2022 r. dziala Fundacja
Jego imienia, wspierajaca studentéw
matematyki i informatyki UW z Biatorusi
i Ukrainy:
www.mimuw.edu.pl/"fundacja_asbb

Jak wobec tego wyglada pogrupowanie punktéw wzgledem granic przy
dzialaniu R*? Zbiér punktéw takich, ze y # 0, ktérych granica jest (0: 1 :0),
mozna utozsamié z plaszczyzna R? (podobnie jak powyzej punkty, dla ktérych
z # 0). Zbiér punktéw takich, ze y = 0, ale z # 0, dla ktdérych granica jest
(0:0:1), utozsamia sie z prosta R. Ostatni zbiér sklada sie z punktu (1:0: 0).
Otrzymalismy wiec podzial ptaszczyzny rzutowej na bardzo tadne czesci —
tadne w tym przypadku oznacza, ze mozna je utozsamié¢ z R™ dla pewnego n,
zaleznego od granicy.

Tytulowe twierdzenie, ktore wreszcie mozemy dokladnie sformutowad,
méwi, ze to samo bedzie sie dzialo dla kazdego (algebraicznego) dzialania na
kazdej gladkiej podrozmaitoéci w kazdej przestrzeni rzutowej (nie tylko na
plaszczyznie). Teraz zamiast R bedziemy dla wiekszej ogélnosci pisaé¢ K, bo
twierdzenie dziala nie tylko dla ciata liczb rzeczywistych. Ustalmy tez rézne
liczby calkowite ag, ..., a, i zdefiniujmy dzialanie K* na KP" wzorem

to(xo:ay:...:@y) = (%20t 2y ...t xy).

Zbiér punktéw o ustalonej granicy p nazywamy (ujemng) komorkq
Bialynickiego- Biruli stowarzyszona z p.

Twierdzenie (ASBB, 1973). Niech X C KP" bedzie gladkq podrozmaitoscig takq,
2e K*o X C X, czyli dzialanie nie wyprowadza punktow X poza X. Wtedy kazda
komdérka Bialynickiego-Biruli w X jest izomorficzna z przestrzenig liniowg K™
dla pewnego n; € N zaleznego od komorki.

Inne ciata. Jak wspomnieliSmy powyzej, nie korzystamy z zadnych
szczegblnych wlasnoéci ciala liczb rzeczywistych. Analiza przykladu
przebiegalaby wlasciwie tak samo, gdyby za R wszedzie podstawi¢ Q. Ba, ten
argument dziala nawet, jesli zamiast R wybierzemy cialo liczb zespolonych C
lub ciato Z,, ktére ma p elementéw, dla liczby pierwszej p. Musimy jedynie
zachowaé konwencje, ze tlggo t~"x jest rowne zero dla kazdego naturalnego n > 0

i kazdego x z C czy Z,. To wiedzie do paradoksalnego, ale stusznego wniosku, ze
uzywane powyzej pojecie granicy nie wymaga zadnej ,ciagloéci”! Przykladowo,
Czytelnik moze obliczy¢, ze ZoP? sklada sie jedynie z siedmiu punktéw:

(0:0:1), (0:1:1), (1:0:1), (1:1:1), (1:0:0), (0:1:0), (1:1:0),

a mimo to réwnosé tlim to(l1:1:1)=(0:1:0) dla dzialania z naszego przykladu
—00

nadal zachodzi.

Gtladkosé. Komorki Bialynickiego-Biruli mozna tez zdefiniowaé¢ w ogdlniejszym
przypadku, bez zakladania gladkosci. Ustalmy tylko X C KP™ spekliajacy

K* o X C X. Wtedy definiujemy X jako zbiér wszystkich K*-niezmienniczych
odwzorowan z K do X. Nie jest jasne, dlaczego na tak okreslonym zbiorze da sie¢
zbudowaé strukture przestrzeni. Dopiero W. Drinfeld w roku 2013 dowi6dl, ze
to mozliwe. Przestrzen ta okazala si¢ bardzo uzyteczna w badaniu przypadku
odlegtego od gladkiego — w tzw. przestrzeniach moduli. Ale to juz temat na inny
artykul.

Zakonczenie. ChcielibySmy zakonczy¢ niniejszy artykul fragmentem
odpowiedzi Andrzeja Szczepana Bialynickiego-Biruli na pytanie o pozytki

z powszechnego nauczania matematyki, bedace czeécia przeprowadzonej przez
Delte ankiety (A$2):

(... ) roli matematyki nie mozna sprowadzaé do znajomosci wzoréw i faktow.
Sqdze, ze wazna jest szkola myslenia, ktorg daje matematyka kazidemu, pewna
dyscyplina formulowania i wypowiadania poglgdow i argumentéow. Brak takiej
dyscypliny moze bardzo w Zyciu przeszkadzad.

Na trzech stronach tego artykutu przebyliémy do$é daleka droge — od
wprowadzajacego przykladu o podroznikach na sferze do analizy bardzo
abstrakcyjnych struktur. Mamy nadzieje, ze lektura byta dla Czytelnikéw
dobrym treningiem wspomnianego wyzej matematycznego my$lenia.
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* Redaktor Delty w latach 2010-2016,
wspélautor rubryki , Informatyczny
Kacik Olimpijski”

O przetwarzaniu potokowym pisaliSmy
w artykule O sierotce, co chciala sie
mozgiem elektronowym wyreczyd, A?2.

O szczegoétach komputerowej pamieci
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Wspotbieznosé jest nieintuicyjna
Tomasz IDZIASZEK*

O tym, jak rézne rozwiazania techniczne stosowane w komputerach maja wplyw
na wydajnos¢ uruchamianych na nich programow, pisaliémy na tamach Delty
niejednokrotnie.

Pierwsze komputery mialy pojedynczy procesor. Mozna bylo zakladaé, ze kazda
z jego podstawowych operacji (tj. wezytanie z pamieci, wykonanie jednostki
obliczeni i zapis do pamieci) trwa podobna ilo$é czasu.

W kolejnych dekadach inzynierowie konstruowali coraz bardziej skomplikowane
procesory: tranzystory byly mniejsze, gesciej upakowane, co pozwalalo na
implementacje wydajniejszych mechanizméw umozliwiajacych wykonywanie
wielu instrukeji jednoczesénie (np. przetwarzanie potokowe).

Potrzebowano réwniez coraz wiekszych pamieci przechowujacych dane

w komputerze. Problem w tym, ze duze pamieci sa albo wolne, albo drogie.
Poradzono sobie z nim, tworzac tzw. hierarchi¢ pamieci: procesor ma dostep do
pamieci podrecznej (kilka pozioméw cache), pamieci gtéwnej (RAM), a w koricu
pamieci masowej (dyski twarde).

Proste modele sa pozadane, bo tatwo analizowaé, co sie w nich dzieje. Model
procesora typu ,,wykonuje po kolei pojedyncze instrukcje, konczac wykonanie
instrukcji, zanim zaczne nastepna” jest intuicyjny dla programisty i wygodny,
jesli chcemy formalnie udowodnié¢ poprawnosé dzialania naszego programu.
Jednak cheé¢ wprowadzenia do modelu dodatkowych mechanizméw majacych

na celu zwiekszenie wydajnosci systemu powoduje, ze musimy dobrze przemysled,
jak te mechanizmy beda wspotdzialaly z modelem i z pozostalymi dodatkami.
Za przyktad niech postuza tutaj dwa mechanizmy: zmiana kolejnosci instrukeji
(reordering) oraz efektywne korzystanie z pamieci podrecznej.

Zmiana kolejnosci moze by¢ wykonana przez kompilator, ktory ttumaczy
program z jezyka wysokiego poziomu na kod maszynowy, a nastepnie
optymalizuje ten kod. Przykladowo w kodzie a=c+1; b=1 kompilator moze
zamieni¢ miejscami te dwie instrukcje, gdyz operuja one na niezaleznych
miejscach w pamieci.

Ale ta zmiana moze by¢ réwniez wykonana przez procesor, w ramach
wykonywania instrukeji poza kolejnoscia (out-of-order execution). Procesor moze,
czekajac na dostep do pamieci dla zmiennej c, najpierw wykonaé¢ operacje b=1,
dla ktérej ma wszystkie dane.

Podstawowa zasada jest tu, ze zmiany te musza by¢ niewidoczne dla programisty.
A konkretnie: wynik uruchomienia jednowgtkowego programu przy zmianach
kolejnosci musi by¢ taki sam jak oryginalnego. Kluczowe jest tutaj zalozenie

o jednowatkowosci, tzn. program jest uruchamiany na jednym procesorze.

Idea hierarchii pamieci jest taka, ze jesli potrzebujemy wczytaé dane, to
najpierw szukamy ich w mniejszej i szybszej pamieci podrecznej. Dopiero,
jesli ich tam nie znajdziemy, to czytamy je z pamieci gtéwnej i zapisujemy
réwniez do pamieci podrecznej (aby kolejny odczyt byl szybszy; przy okazji
zapisujemy tez troche sasiednich komérek pamieci, zaktadajac lokalnosé
odwolan).

Dziata to catkiem efektywnie w przypadku odczytu z pamieci. A co w przypadku
zapisu? Mozemy zalozyé¢, ze zapisu dokonujemy jedynie w pamieci podrecznej,
a jesli bedziemy musieli jakie$ dane z niej usunaé (bo brakuje nam miejsca),

to wtedy dopiero zostana one zapisane réwniez w pamieci gléwnej (o ile byly
modyfikowane). Ten sposob ,leniwego zapisu” ma swoja konsekwencje taka, ze
pamieé gléwna niekoniecznie jest zsynchronizowana z pamiecia podreczna, przy
czym znowu: dla programu jednowatkowego jest to niewidoczne.

Jeszcze jednym sposobem przyspieszenia pracy procesora jest stworzenie w nim
dodatkowego bufora, w ktérym kolejkowane sa operacje zapisu (store buffer).
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O problemach, jakie niesie ze sobag
wieloprocesorowosé, wspominali$my

w artykule Programowanie na platformie
CUDA, |AY,L

Inng mozliwoécig jest skorzystanie
z wysokopoziomowych konstrukcji
synchronizujacych, tzw. mutekséw
(mutez).

W programie mamy dwa watki i dwie
zmienne dzielone, poczatkowo réwne 0
(x=y=0):

Tr: y=1

a=x

To: x=1
b=y

Gdyby model ,przeplotu” byl poprawny
(tzn. prawdg bytoby, ze wykonanie
réwnolegle dwoch watkéw odpowiada
pewnemu przetasowaniu ich instrukcji),
to instrukcja b=y wykonalaby sie po
instrukcji y=1 albo instrukcja a=x po
instrukcji x=1. To pokazuje, ze na koncu
dzialania programu co najmniej jedna ze
zmiennych, a lub b, bedzie réwna 1.

W praktyce okazuje si¢ jednak, ze nawet
jesli kolejnosé instrukceji nie zostanie
zmieniona ani przez kompilator, ani
procesor, to nadal wynik a=0, b=0 jest
mozliwy.

Jest to spowodowane buforem zapisu.
Instrukcja y=1 kolejkuje si¢ w buforze;
zatem zmienna y dla watku 77 ma
warto$é 1, a dla watku T wartos$é 0

(bo ani pamigé gtéwna, ani pamieé
podreczna wspélna dla procesoréw nie
zostala jeszcze zsynchronizowana).

Z symetrii zmienna x dla watku 7% ma
wartosé¢ 1, a dla watku T7 wartosé 0.
Zatem dwa watki nie zgadzaja si¢ co do
kolejnosci, w ktérej nastepuja przypisania
do zmiennych x i y.

Tak wiec nawet pamieé podreczna nie musi byé¢ w pelni zsynchronizowana
(kazdy odczyt z pamieci najpierw sprawdza bufor zapisu, a dopiero potem
pamieé¢ podreczna).

Upakowywanie coraz wigkszej liczby tranzystorow ma swoje fizyczne granice.
W zwiazku z tym aktualna metoda na przyspieszenie komputeréow jest
instalowanie w nich wielu procesoréw (lub procesoréw o wielu rdzeniach).
Idea jest taka, ze mozna na nich niezaleznie uruchamiaé¢ rézne programy (czym
automatycznie zajmuje sie system operacyjny). Klopot zaczyna sie¢ wtedy, kiedy
chcemy wiele procesoréw wykorzysta¢ do przyspieszenia dzialania pojedynczego
programu. Nie dostaniemy tego za darmo — nasz program musi by¢ odpowiednio
napisany, aby még!t by¢ uruchomiony wspotbieznie.

Problematyczna jest sytuacja, gdy wiele watkéw (czesci naszego programu
uruchamianych na réznych procesorach) probuje uzyskaé¢ dostep do tej samej
komérki pamieci. Jesli wszystkie z niej czytaja — jest w porzadku. Ale gdy choé
jeden procesor do niej zapisuje, to mozemy mie¢ do czynienia z wyscigiem (race
condition). Zadaniem programisty jest zagwarantowaé, ze taka sytuacja nigdy
nie wystapi.

Jednym ze sposobdéw jest uzycie tzw. instrukeji atomowych (atomic instructions),
ktore gwarantuja na poziomie sprzetu, ze na czas dzialania tej jednej instrukcji,
procesor uzyskuje wytacznoéé¢ na dostep do komérki pamieci. Z wykorzystaniem
takich instrukcji mozemy zsynchronizowaé dostep do pamigci, czego przykladem
jest tzw. message passing:

Ti: a=c+1 Ty:
ok=1

while (ok '= 1) { }
assert (a==c+1)

Mamy tu do czynienia z dwoma watkami, T3 i T, ktére sa uruchomione

na dwdch procesorach. Pierwszy watek zapisuje dane do pamigci dzielonej
(zmienna a), a nastepnie ustawia flage, ze juz skoniczyl, korzystajac z instrukeji
zapisu do atomowej zmiennej (ok=1). Drugi watek czeka, dopdki flaga nie jest
ustawiona, a nastepnie czyta dane.

Powyzszy program nie musi by¢ niestety poprawny w przypadku agresywnych
operacji optymalizacji kompilatora lub procesora. Co bedzie bowiem, gdy
kompilator zamieni kolejno$é¢ operacji w 117 Z perspektywy tego watku nic
sie nie zmieni, ale program wspotbiezny zadziala nieprawidtowo: watek Th
uzyska dostep do nie w pelni zainicjowanych danych. R6wniez procesor moze
doprowadzi¢ do btedu. Poniewaz zmienne ok, a i ¢ sg niezalezne, moze on

w watku T» wezytaé zawarto$é zmiennej a, zanim jeszcze zakonczy sie petla.

Zabezpieczenie si¢ przed takimi bledami nalezy do programisty. Jednym

z rozwiazan jest umieszczenie w kodzie programu barier (memory barrier lub
fence), ktéry informuje kompilator i procesor, ze nie mozna zmieniaé kolejnosci
instrukcji, pomiedzy ktérymi znajduje sie bariera:

Ti: a=c+1 Ts:
mb ()
ok=1

while (ok '= 1) { }
mb ()
assert (a==c+1)

Barier nalezy jednak uzywaé rozwaznie, bo ich nadpodaz ogranicza mozliwe
optymalizacje i powoduje spadek wydajnosci programu. To na programiscie
spoczywa trud zapewnienia minimalnej liczby barier potrzebnych do poprawnego
dzialania programu, bez zbytniego nadwerezania jego wydajnosci. Jest to trudne
zadanie, tym bardziej, ze wspo6tbieznosé wymaga od programisty wyrobienia
sobie zupetnie innego rodzaju intuicji na temat programowania.

Przyktadowo, typowa intuicja, ze wynik dziatania programu wielowatkowego
mozna uzyskaé, rozwazajac pewien ,przeplot” instrukcji uruchamianych watkéw,
nie jest w ogblnosci prawidlowa (patrz przyktad na marginesie).
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Moja Delta

Jestem wdzigczna Profesorowi Markowi Kordosowi, ktéry w 2010 roku
zaproponowal mi pisanie felietonéw ,,Zycie na Zywo” do Delty.

Z popularyzatorskiej aktywnosci znalam Profesora, i wiedzialam, ze propozycja
jest powazna. Przyjelam ja po namysle, poniewaz w Delcie rozumialam jedynie
stowa z niektérych tytuléw; treéé¢ artykutéw umykalta mojemu biologicznemu
pojmowaniu $wiata zwykle po pierwszym zdaniu. Jesli tak — pomyslatam —

to jak ja mam pisaé, zeby zrozumieli to astronomowie, fizycy, informatycy

czy matematycy?

Pierwszy numer Delty ukazal sie 50 lat temu. Mniej wiecej w tym samym czasie
rozpoczal si¢ lawinowy rozwdj genetyki molekularnej, w ktorej zamyka sie cale
moje zycie naukowe. Nawet w telegraficznym skrécie nie moge tego okresu

w ,,mojej” nauce opisaé. Prosze uruchomié¢ wyobrazZnie!

W 1953 roku zdatam mature w LO im. Narcyzy Zmichowskiej w Warszawie.
Pisalam wtedy obowiazujacy egzamin z biologii — o ewolucji! Wiedziatam

juz, ze péjde na studia biologiczne. W tym samym roku w prestizowym
tygodniku Nature ukazalo sig kilka artykuléw Jamesa Watsona, Francisa
Cricka, Maurice’a Wilkinsa i Rosalind Franklin opisujacych strukture
kwasu deoksyrybonukleinowego, DNA. Watson i Crick napisali w swoich
powsciagliwych tekstach zdanie, iz nie maja watpliwodci, ze jest to molekularny
zapis cech genetycznych, jako$ transkrybowany do aparatu syntezy biatek.

Zaczynata sie¢ nowa epoka BIOLOGII MOLEKULARNEJ.

Gdy drukowano 1. numer Delty (1974), istniala juz ogdlna wiedza w tym
zakresie. W DNA zawarta jest pelna wiedza o wszystkich cechach danego
organizmu. Ten zapis jest realizowany za posrednictwem innych czasteczek:
RNA, drugiego powszechnie wystepujacego w komoérkach kwasu nukleinowego

i bialek. RNA jest bardzo podobny do DNA, choé¢ nie identyczny. Synteze RNA
(przepisanie informacji) nazwano transkrypcja. Reakcje syntezy, metabolizmu

i rozpadu kwaséw nukleinowych przebiegaja w komérkach pod ,dyrekcja”
enzymoOw. Liczba i rodzaj enzyméw w wiekszosci procesow byly wéwczas
nieznane.

W 1967 roku zgromadzeni na Kongresie Biochemicznym w Warszawie uczeni
dowiedzieli sie o podstawowych procesach, w ktoérych realizowana jest informacja
genetyczna zapisana w DNA koriczaca sie synteza bialek enzymatycznych
(ekspresja genetyczna) — opisywanych wspdélna nazwa kodu genetycznego. Biatka
to ,wykonawcy” instrukcji z DNA.

To w Warszawie Ghobind Khorana oglosil, ze kod genetyczny jest trojkowy,
tzn. ze okredlona tréjka nukleotydéw w DNA (RNA) powoduje wlaczenie do
nowopowstajacego biatka okreslonego sktadnika — aminokwasu. Kazdy biatkowy
aminokwas ma swoja trojke.

Szczegblow proceséw ekspresji gendéw nie znano. Na szczeScie okazalo sie
do$c¢ szybko, ze ogdlnie sa takie same w calym $wiecie ozywionym. Myslano:
niezaleznie, czy jest to wirus, czy cztowiek, kierunek przeptywu bioinformacji
jest taki sam: DNA — RNA — bialko.

Gdy wychodzily pierwsze numery Delty, juz bylo jasne, ze warunkiem
zrozumienia tych proceséw jest szczegdélowe poznanie kolejnosci utozenia
nukleotydéw w DNA. Jest to niciowa czasteczka, w ktorej liniowo utozone sa
podjednostki (nukleotydy) 4 rodzajéw, a ich kolejnosé (sekwencja) to wlasnie
owa informacja genetyczna. Czasteczki bywaja ogromne (kilkaset, miliony,

a nawet miliardy nukleotydéw). Nie istnialy wéwczas metody oznaczania tej
kolejnosci (sekwencjonowanie), a bez tej wiedzy dalszy postep byl niemozliwy.

W drugiej potowie lat 70. opracowano dwie rézne metody sekwencjonowania
(F. Singer i wsp., 1977 i W. Gilbert i wsp., 1977). W dalszych latach metoda
Singera, po licznych modyfikacjach, zostala zautomatyzowana, a automaty
(sekwenatory) sa do dzi$ ulepszane, gtéwnie w kierunku zwigkszania czulosci
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oznaczen, zmniejszania wielko$ci koniecznej prébki. O sekwencjonowaniu DNA
wie juz kazdy czytelnik kryminalow, wydaje sie to prostym zabiegiem mozliwym
do wykonania w dowolnej policyjnej placowce, takze w Polsce. Ogrom pracy,
ktora doprowadzita do takiego postepu, jest nie do wyobrazenia. Pierwsze
pelne sekwencje DNA bakterii (Haemophilus influenzae, 1,83 mln nukleotydéw,
i Mycoplasma genitalium, 580 tys. nukleotydéw) oznaczono w 1995 roku.

W roku 1997 zsekwencjonowano 5-milionowy genom najczedciej stosowanej

w badaniach laboratoryjnych bakterii Escherichia coli. I wreszcie najpilniej

i najgorecej oczekiwana sekwencja ludzkiego DNA (3,2 mld nukleotyd6w)
ogloszona zostala kilkakrotnie — z pewnym przyblizeniem w lutym 2001 roku
przez konsorcjum HUGO w Nature, a przez firme Celera Genomics w Science.
Od tego czasu czesto pojawiaja sie prace, w ktorych sekwencje ludzkiego

DNA oznaczane sg coraz pelniej, z uzyciem coraz nowoczesniejszych i bardziej

dokltadnych technik.

Postepy w sekwencjonowaniu indywidualnych

DNA doprowadzily do zadziwiajacego i niezwykle
stymulujacego odkrycia, ze budowa DNA prokariotéw
(brak jadra w komorce, bakterie) rézni sie diametralnie
od DNA eukariotéw (w ich komérkach DNA upakowany
jest w jadrze). W dodatku w odcinkach kodujacych
biatka eukariotyczne (potocznie identyfikowanych

z genami) odcinki kodujace (eksony) przedzielane sa
odcinkami niekodujacymi (introny), czesto dtuzszymi
niz te poprzednie (R. Roberts, P. Sharp). Gen
eukariotyczny jest podzielony, co ogromnie utrudnia
znajdowanie genow kodujacych biatka w poznanej
sekwencji DNA. Jest jeszcze trudniej: w komérkach
eukariotycznych odcinki DNA kodujace biatka sg

w sumie krétsze niz caly pozostaly DNA. Poniewaz

w tamtych latach jedyna rozpoznawalng funkcjag DNA
byto kodowanie bialek, to temu pozostalemu DNA

w koricu XX wieku nie umiano przypisa¢ funkcji. Nawet
pojawila sie nazwa ,, junk DNA” (DNA ze Smietnika).
W DNA ludzkim np. na eksony—+introny przypada okoto
27% DNA, w tym na eksony tylko 1,5%. A po co jest
reszta? — stychaé okrzyki do dziS.

Rownolegle do sekwencjonowania DNA nastapit
szybki postep poszukiwan, identyfikacji i preparatyki
enzyméw metabolizmu kwaséw nukleinowych.
Zapoczatkowaly go odkrycia licznych enzymow
syntezy DNA (A. Kornberg i wsp., od 1950) ale —
co pobudzito aktywnoéé¢ wielu swiatowych osrodkow —
odkrycie w bakteriach tzw. enzymdw restrykcyjnych
(W. Arber, H. Smith, D. Nathans, koniec lat 70.)
przecinajacych nici DNA w obrebie lub sasiedztwie
okreslonych, krétkich sekwencji (najczesciej 4 lub

6 nukleotydéw).

Setki odkrywanych nastepnie enzymow restrykcyjnych
staly sie¢ narzedziami do mapowania dtugich sekwencji
DNA, wycinania fragmentéw do sekwencjonowania

i dalszej obrébki. Chyba staly si¢ tez one najliczniejsza
grupa komercyjnie dostepnych odczynnikdw
biologicznych uzywanych na calym Swiecie.

W 1972 roku naukowcy z Zakladu Biochemii
Uniwersytetu Stanforda w USA (P. Berg i wsp.)
opracowali pierwsze dos$wiadczenia, pdzniej ochrzczone
nazwa inzynierii genetycznej, polegajace na wycinaniu
okreslonych sekwencji DNA i wprowadzaniu ich do
innych niz dawcy komoérek. Inzynieria genetyczna,
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fachowo zwana rekombinacja DNA in vitro, uwieczniona
zostala nie tylko jako podstawowa technika analizy
DNA, ale réwniez tematyka wzbudzajaca liczne
kontrowersje spoteczne, ekologiczne, konczace sie nawet
demonstracjami ulicznymi.

7 poznawania kolejnych sekwencji DNA, catych
genomdw tysiecy organizméw wyrosty takie odkrycia,
jak: klonowanie zwierzat, modyfikacje embrionow
zwierzat (M. Capecchi, M. Evans, O. Smithes, N.N.
2007), uzyskiwanie do klonowania okreslonych sekwencji
genoméw (metoda PCR, K. Mullis, 1983), wiedza

o komérkach macierzystych i ich reprogramowanie

(J. Gurdon, S. Yamanaka N.N. 2012), liczne techniki
terapeutyczne w zakresie immunoterapii nowotworéow,
wiedza o cyklach zyciowych wiruséw (np. HIV, 1983,
F. Barre-Sinoussi, L. Montagnier), odkrycie

i poznanie prionéw (S. Prusiner, N.N. 1997). Hitem
ostatnich lat jest technika CRISPR/Cas9, w ktorej,
korzystajac z naturalnych proceséw obrony bakterii
przed wirusami, J. Doudna i E. Charpentier
stworzyly w 2012 roku system redagowania genéw

o najwyzszej precyzji. Umozliwia on precyzyjne
wprowadzanie zmian w sekwencjach DNA, takze in
vivo. System ten, stale ulepszany, daje nadzieje na
molekularne terapie w medycynie. Wreszcie Nagroda
Nobla w 2023 roku dla K. Kariko i D. Weissmana
przyznana za badania nad wirusowym RNA oraz
wynalazek szczepionki RNA.

Od tego czasu czesto pojawiaja sie prace, w ktorych
sekwencje ludzkiego DNA oznaczane sa coraz

pelniej, z uzyciem coraz nowoczesniejszych i bardziej
dokladnych technik. Sensacyjne sa réwniez oznaczenia
sekwencji ludzkiego archaicznego DNA (DNA czlowieka
neandertalskiego (S. Paabo, N.N. 2022).

Delta wkracza w kolejne 50 lat istnienia; wiedze

o molekularnych podstawach genetyki zaczyna
wzbogacacé sztuczna inteligencja, poréwnujac

w trybie automatycznym podobienstwa i réznice
w sekwencjach DNA. Szybciej uzyska sie wazne,
zapewne nieoczekiwane, wyniki niz ptynace

z dotychczasowych ,recznych” badan. Zazdroszcze
ludziom, ktorzy tego poznania dostapia.

Magdalena FIKUS

Od roku 2010 redaktor stalego dziatu ,Zycie na zywo”.

(magda.fikus@gmail.com)



*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Redaktor Delty w latach 1994-1999,
od roku 2008 cztonek Komitetu
Redakcyjnego.

Niniejszy artykul jest uwspodtczesniona
i skréocong wersja rozdzialu 6. z mojej

ksigzki Matematyka wspélczesna dla

myslacych laikéw [2].

Dostepne jest polskie wydanie
Noworocznego podarku z 2006 roku
(Wydawnictwa UW), z obszernym, bardzo
ciekawym wstepem Zdzistawa Pogody.

Rys. 2

Harriot, Kepler, Hales i inni
Pawet STRZELECKI*

9 kwietnia 1585 roku z portu w Plymouth wyplynela flotylla, ktorej trzon
tworzyty: Tygrys, Czerwony Lew, Rogacz, ElZbieta i Dorota. Okrety pozeglowaly
w strone dzisiejszej Wirginii. Organizatorem wyprawy byl Sir Walter Raleigh,
ktéremu rok wezeséniej krélowa Elzbieta I nadata przywilej kolonizowania

i rzadzenia ,...wszelkimi odleglymi, poganskimi i barbarzynskimi terytoriami,
ktore nie sa w posiadaniu chrzescijan ani nie sg przez nich zamieszkane”,

w zamian za jednag piata zlota i srebra, ktére mozna bedzie tam wydobywac.

Nie potrafie stwierdzi¢, na ktérym z okretéw plynal Thomas Harriot, astronom,
etnograf, nawigator i matematyk — dwudziestopiecioletni asystent i zarazem
protegowany Raleigha, absolwent St. Mary Hall w Oxfordzie z 1580 roku.
Jednak kontakty Harriota z Raleighem, a pdzniej jego korespondencja

z Johannesem Keplerem, leza u Zrédel slawnego problemu matematycznego

o dlugiej, nieoczekiwanej historii.

Oté6z Raleigh zlecil Harriotowi opracowanie optymalnego sposobu sktadowania
kul armatnich na pokladzie. Harriot przygotowal tabele mozliwych ulozen,
podajac liczbe kul w stosie jako funkcje jego wysokosci. Zaczal tez badaé

wzory na sume kwadratow kolejnych liczb naturalnych, a takze rozwazad,

jaka jest struktura materii. Wiadomo o tym dzieki zachowanej korespondencji
Harriota z Keplerem, z lat 1606-1607, w ktérej obaj dyskutowali m.in., dlaczego
promien $wietlny, padajac na powierzchnie przezroczystego oérodka, zostaje
czesciowo odbity, a czeSciowo zalamany. Teza Harriota (wyrazona wspélczesnym
jezykiem) brzmiala: materia ma strukture atomistyczna i dlatego gladkie na
pozor powierzchnie nie sa wcale jednorodne. Kepler z czasem przyjal ten poglad.

W 1611 roku w ksiazeczce Noworoczny podarek albo o szesciokgtnych platkach
sniegu Kepler stwierdzil, ze symetrie Sniezynek powoduje ziarnista struktura
materii, pisal o sposobach gestego, scistego ukladania kul, a takze wyrazit
przypuszczenie, nazwane pozniej hipotezqg Keplera, gtoszace, ze lepiej uktadac
identycznych kul, niz Harriot proponowal Raleighowi, nie mozna. Na dowdd
przyszlo matematyce czekaé blisko 400 lat. ..

Spoéjrzmy na ulozenie identycznych kul w piramide, nazywane upakowaniem
szedciennym, Sciennie centrowanym (krétka nazwa to upakowanie fcc, od
angielskiego face centered cubic lattice). Srodki kul jednej warstwy tworza siatke
kwadratow; kazda kula dotyka czterech innych. Kule z kolejnej warstwy leza
w zaglebieniach miedzy kulami poprzedniej. Gdy weZmiemy 5+ 4 + 5 = 14

kul z trzech warstw — dwie piatki od géry i na spodzie, kazda ulozona w krzyz,
oraz $rodkowa czwoérke ulozona w kwadrat, to srodki odmiu z tych kul beda

w wierzchotkach pewnego szescianu, a $rodki pozostalych szeéciu — w $rodkach
jego $cian (rys. 1). Prowadzac ciecia wzdluz $cian szescianu, otrzymalibySmy
klocek, a w nim szes¢ poléwek kul i osiem fragmentéw kul w wierzchotkach
(rys. 2). Takimi klockami mozna wypelniaé cala przestrzen. Hipoteza Keplera
wyrazona potocznie brzmi: gesciej uktadac¢ kul nie mozna; proba uzycia
nieregularnych ulozen nic nie da.

Obliczmy gestosé upakowania fcc. Przekatna szescianu jest czterokrotnie
dtuzsza od promienia kuli réwnego 1. Krawedz takiego szeScianu to 4/v/2 = 2v/2,
a jego objetosé to (2v/2)% = 161/2. Objetoéé kuli to %ﬂ', wiec taczna objetoséé
fragmentow kul zawartych w sze$cianie wymnosi

1 1\4 167
(8'§+6'§)§”—T~

Stosunek obu liczb to 7/(3v/2) = 7//18 i taka tez jest szukana gestosé.

W ogdlnosci gestosé upakowania to granica gérna stosunku objetosci tych (czesci) kul danego
upakowania, ktére sa zawarte w kuli B(0, R), do objetoéci tej kuli, tzn. do 4w R3/3, przy

R — 4o00. Taka definicja dziala réwniez dla upakowan niesymetrycznych, gdzie w réznych
obszarach przestrzeni kule sg upakowane na przemian rzadziej i gesciej.
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Rys. 3. Biale kule nalezg do warstwy
typu a, szare do warstwy b, za§ kolorowe
do ¢

Rys. 4

Delta, luty 2002

Gieorgij Fieodosjewicz Woronoj zyt
w latach 1868—-1908; od 1894 roku

wyktadal na Uniwersytecie Warszawskim.

Byl promotorem Wactawa Sierpiriskiego
i wg. danych Mathematics Genealogy
Project ma ponad 4 tys. ,,potomkéw”
(oséb, ktére laczy z nim skoniczona liczba
wigzéw doktorant—promotor). Jedna
czwarta z nich to potomkowie Antoniego
Zygmunda, ktéry po wojnie pracowal na
Uniwersytecie w Chicago.

Upakowanie fcc mozna uzyskaé, ukladajac kule (na pozoér) inaczej. WeZmy
plaska warstwe gesto Scidnietych kul, ktérych srodki sg wierzchotkami siatki
trojkatéw rownobocznych. Z géry zobaczymy kola wpisane w identyczne
sze$ciokaty foremne wypelniajace plaszczyzne. Zauwazmy, ze kazda taka
warstwe kul utozonych nad jednakowymi szeSciokatami foremnymi mozna
nalozy¢ na poprzednia na dwa rézZne sposoby. Nie da sie wypelni¢ wszystkich
zaglebien naraz; mozna wypelni¢ tylko co drugie. Patrzac od géry, mozemy

np. widzie¢ kolejne warstwy, powtarzajace sie¢ w rytmie a,b, c,a,b,c,... lub

w rytmie a,b,a,b,... (rys. 3). Mozna sprawdzié, ze rytm walczyka, a, b, ¢, a,b,c, . ..
daje opisane wyzej upakowanie fcc. Wykonajmy w tym celu nastepujacy
eksperyment myslowy: wyobrazmy sobie széstke tych kul, z jednej warstwy,
utozonych w trojkat. Na wierzchu tego tréjkata — symetrycznie, w srodkowym
zaglebieniu — polézmy siédma kule (rys. 4). Wyobrazmy sobie teraz, ze cala
sidédemka zostala sklejona w sztywna konstrukcje. Biorac dwie kopie takiej
konstrukeji i stykajac je podstawami (wierzcholki trojkatéw powinny byé
skierowane w przeciwne strony, a kule jednej warstwy trzeba wpasowaé we
wglebienia drugiej), uzyskamy 14 kul o érodkach w wierzchotkach i $rodkach
Scian szescianu. Obie sibdemki kul uwazny Czytelnik moze wskaza¢ na rysunku
na poprzedniej stronie.

Przy ukladzie warstw a, b, a,b, ... srodki kul tworza tzw. krate szesciokgtng
gestq, a utozenie nazywa sie upakowaniem szes$ciokgtnym gestym. Gestosé tego
upakowania jest rowna gestosci upakowania fcc. Co wiecej, kazdy nieskonczony
(,w obie strony”) ciag liter a,b, ¢, w ktérym kazde dwie sasiednie litery sa rézne,
odpowiada innemu ukltadowi kolejnych warstw kul. Réznych ulozen o tej samej
gestosci jest wiec continuum, a wérdd nich — cala masa nieokresowych, bez
powtarzalnej symetrii!

Przy dodatkowym wymaganiu, by $rodki kul tworzyly regularna krate,
hipoteza Keplera staje sie latwiejsza. W takiej wersji udowodnil ja Carl Gauss
w 1831 roku. Jego dowdd opiera sie na tym, ze zalozenie symetrii upakowania
pozwala przechodzi¢ od lokalnych wnioskéw o utozeniu kul do wnioskow
globalnych: w optymalnym upakowaniu jakies dwie kule musza si¢ dotykaé
(inaczej mogliby$my nieco zwigkszy¢ wszystkie kule, tzn. gesto$¢ upakowania);
pézniej mozna wnioskowaé, ze istnieja cate rzedy i warstwy dotykajacych sie
wzajemnie kul.

W uproszczonej, ptaskiej wersji problemu odpowiednik hipotezy Keplera
udowodnil w 1890 roku norweski matematyk Axel Thue. Jego dowdd jest
elementarny; patrz np. przegladowy artykul Halesa [1], a takze rozdzial 6 w [2].
Dziesigé lat po dowodzie Thuego, w roku 1900, David Hilbert umiescil hipoteze
Keplera na swej stynnej liscie probleméw (jako czesé problemu XVIII).

Zanim wspomne o samym dowodzie hipotezy Keplera, chce napisaé, co stanowi
o jej trudnoéci. Pierwszy powdd jest banalny: geometria przestrzenna jest
trudniejsza od plaskiej. Powod drugi to brak symetrii; wydaje sie, ze ten brak
moze tylko zmniejszy¢ gestosé upakowania, ale to jeszcze nie dowdd, prawda?
Kazdy, kto dopychal walizke kolanem, wie, ze sukces wiaze si¢ z zaburzeniem
symetrii starannie utozonych ubran.

Najwazniejszy jest trzeci powdd. Otéz w plaskiej wersji hipotezy Keplera,
rozwiazanej przez Thuego, jest tak, ze to, co optymalne lokalnie, mozna

po prostu zrealizowaé globalnie. W przestrzeni juz tak nie jest; zeby to
wyjasni¢, wyttumaczmy najpierw, co to sa komorki Woronoja. Otéz komoérka
Woronoja danej kuli w upakowaniu to zbiér tych punktéow przestrzeni, ktore
sa blizej $rodka tej kuli niz srodkéw innych kul z upakowania. Zbiér punktdw
réwnoodleglych od ustalonych punktéw A, B w przestrzeni to plaszczyzna;
dlatego komérki Woronoja kazdego upakowania kul sa wielo$cianami
wypuktymi.

Jesli upakowanie ma mieé¢ duza gestosé, to jego komérki Woronoja powinny
by¢ male. Jak jest na plaszczyznie dla upakowan kot o promieniu 1?7 Tam
komorki Woronoja to wielokaty wypukte. Okazuje sig, ze komérka Woronoja
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Rys. 5

o najmniejszym mozliwym polu jest szesciokat foremny opisany na kole. Taka
komorka mozna parkietowaé plaszczyzne i na tym opiera si¢ dowdéd Thuego;
gestosé optymalnego upakowania kot jest taka sama jak najlepszy stopien
wypelnienia pojedynczej komérki.

W przestrzeni jest inaczej. Okazuje sie mianowicie, ze kula wpisana

w dwunastoscian foremny zajmuje nieco ponad 0,754 jego objetoéci, a to wiecej
niz 7/4/18 = 0,74048 ... (Dwunastoécian foremny to komérka Woronoja, ktéra
jedna kula wypelnia najbardziej jak si¢ da, ale to osobna opowies¢). Klopot

w tym, ze dwunasto$cianami foremnymi nie da si¢ wypelniaé przestrzeni (rys. 5).
Niemniej zasadne jest pytanie: a moze jesli w jakims$ upakowaniu wcisniemy,
kosztem lekkiego luzu tu i 6wdzie, duzo miejsc, gdzie komorki Woronoja kul
beda dwunasto$cianami foremnymi, to okaze si¢, ze globalnie zyskamy przewage
nad upakowaniem fcc? Cala trudno$é¢ polega na tym, zeby wykluczy¢ wszystkie
takie sytuacje, godzac sie jednak z tym, ze upakowanie moze by¢ pozbawione
symetrii.

W 1953 roku wegierski matematyk Fejes Toth wskazal w istocie pewna droge

do dowodu hipotezy Keplera — udowodnil mianowicie, ze wynika ona z pewnego
ukladu wazonych nieréwnosci, jakie maja spelniaé¢ objetosci komérek Woronoja
danego upakowania. Przez kolejnych 40 lat z hipoteza Keplera nie stalo sie nic;

w 1976 roku John Milnor pisal, ze to skandal, ze wciaz jest nieudowodniona.

W latach 1993-1998 Thomas Hales, wspomagany w czesci
prac przez doktoranta Samuela Fergusona, przeprowadzit
dowdd hipotezy Keplera, doskonalac sugestie Tétha.
Esencja pomyshu jest nastepujaca: zamiast minimalizowaé
objetosci komoérek Woronoja, trzeba minimalizowaé
nieco inng funkcje, dodajac do objetosci kazdej komorki
poprawke — taka aby suma poprawek dla wszystkich
kul zawartych w wielkiej kuli B(0, R) byta znikoma

w poréwnaniu z R2. Sedno dowodu to konstrukcja takich
poprawek. Margines swobody konstrukcji jest spory, ale
liczba niezbednych obliczen ogromna.

Caly dowdéd Halesa zajmuje kilka prac o tacznej
dlugosci mniej wiecej 250 stron. Do tego dochodza
obliczenia wykonywane za pomocg komputera; ich
dokumentacja zajmuje kilka gigabajtéw danych. Metody
uzyte w dowodzie obejmuja, procz geometrii i topologii,
teorie optymalizacji (liniowej i nieliniowej), teorie
graféw i kombinatoryke.

W 2005 roku 120-stronicowa praca Halesa omawiajaca
bardzo szczegdlowo ramy dowodu i jego strategie
zostala opublikowana w Annals of Mathematics, ktore
wielu matematykow uznaje za najbardziej prestizowe na
calym $wiecie czasopismo w naszej branzy. Sprawdzatl
ja przez kilka lat dwunastoosobowy zespél recenzentow,
ktéry nie znalazt zadnych btedéw, ale oczywiscie nie
moégt potwierdzi¢ poprawnosci wszystkich uzytych
programéw komputerowych. Redakcja Annals umiescita
na oktadce tomu odpowiednie zastrzezenie. Uwazam,
ze fakt ostatecznej publikacji pracy Halesa akurat

w Annals, nie w czasopiSmie mniejszej rangi, nalezy
uznaé za znak czasu: dowody wspierane komputerowo
sa w matematyce akceptowane i akceptowalne. (Jest
wiecej takich znakow, nie tylko historie hipotezy
Keplera i zagadnienia czterech barw).

W 2003 roku Hales rozpoczal realizacje dlugofalowego
projektu FPK; akronim pochodzi od angielskiego
Formal Proof of Kepler. Celem bylo napisanie takiego
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dowodu hipotezy Keplera, ktéry mogtby zostaé

czysto formalnie sprawdzony z pomoca ktéregos

z komputerowych systeméw wspomagania dowodzenia.
(Przykladem takiego systemu jest polski Mizar; inne

to Coq, Isabelle czy HOL Light; w systemie Coq
podano w 2004 roku sformalizowany dowdd zagadnienia
czterech barw. Takich narzedzi uzywa sie skadinad

nie tylko do formalnej analizy rozumowan, ale i do
badania poprawnosci programéw komputerowych
stosowanych np. w przemy$le, energetyce, lotnictwie,
organizacji ruchu kolejowego). Sukces FPK anonsowano
latem 2014 roku; praca Halesa i dwudziestu kilku
wspdélautoréw (jest wsrdd nich polski informatyk
Cezary Kaliszyk) ukazala sie w 2017 roku w Forum
Mathematicum.

Czy to koniec historii? Nie. Po pierwsze jest otwarte

i bardzo wazne dzi$ pytanie, czy i jak mozliwosci dowoddw
wspieranych komputerowo zmienig — moze za sprawg
osiagnieé sztucznej inteligencji? — cala matematyke. Nie
pokusze sie o odpowiedz. Po drugie bardzo naturalne dla
matematyka jest inne pytanie: skoro wiadomo, jakie sa
optymalne, najgestsze upakowania kul w wymiarach 2 i 3,
to co sie dzieje dla n > 37 Dla wymiaréw n # 1,2, 3, 8,24
optymalnych upakowan nie znamy. Natomiast w R®
gesto$é optymalnego upakowania kul wynosi 74 /384

(a wigc okoto 0,25), a w R?? jest réwna 7!2/12!. Dowody
s klasyczne, bez wsparcia komputerowego. Za autorstwo
pierwszego z tych wynikoéw i udzial w drugim Maryna
Wiazowska 5 lipca 2022 roku w Helsinkach odebrata medal
Fieldsa. Laudacje o wynikach Wiazowskiej wygtosit jej
wspotautor, Henry Cohn z MIT i Microsoft Research; druga
afiliacja wiaze sie z tym, ze upakowania kul w wysokich
wymiarach maja zwigzek z konstrukejg tzw. kodéw korekeji
btedéw, ale to znéw temat na inng opowiescé.

Bibliografia:

[1] Thomas Hales. Cannonballs and honeycombs. Notices Amer.
Math. Soc. 47, no. 4 (2000).

[2] Pawel Strzelecki. Matematyka wspdlczesna dla myslgcych laikéw.
Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, Warszawa 2011.



Tym razem sie nie uda,

czyli epilog sagi kryptologicznej w odcinkach.

W tej czesci: o tajnych gltosowaniach elektronicznych.

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Redaktor Delty w latach 2016-2022.

Tomasz KAZANA*

Tajne wybory to sél demokracji.

Najwyzszy ranga dokument obowigzujacy w Polsce — Konstytucja RP —
wspomina o nich kilkakrotnie (art. 96, 97, 127, 169), podajac do$¢ konkretne
wymagania, takie jak powszechnos$é, réwnosé, bezposredniosé czy wilasnie
tajno$é. W tym artykule sprébujemy zastanowié sie, czy w $wiecie cyfrowym

Model analogowy

N
[Bé{a, gr:udzieﬁ 2003 Zaglosowal?

Kto$ moze powiedzieé¢, ze to brzmi paranoicznie, gdyz
oczywiscie niby wiadomo, ze istniejg takie zagrozenia,
ale skomplikowanie ich wykonania oraz niewielki
wplyw pojedynczego incydentu na ostateczny wynik
pozwala zalozy¢, ze wszystko na koniec dnia i tak

jest w porzadku. Z opiniami tego typu, dotyczacymi
wyboréw tradycyjnych, akurat w tym miejscu
polemizowaé nie bedziemy. Zwréémy jednak uwage

na wazna kwestie: nawet jesli wierzymy, ze w $wiecie
niecyfrowym pojedyncze incydenty nas nie ruszaja, to
musimy sobie uéwiadomié, ze w $wiecie elektroniki tak
to nie dziata. Tutaj wszelkie podatnosci i niedopatrzenia
da si¢ zwykle tatwo wykorzystaé¢ — i to najczedciej
stosunkowo tanio — na skal¢ masowa. Przeciez gdy raz
stworzymy wirusa, ktory potrafi odtajni¢ czyjs glos, to
zadziala on nie na jednym, ale na tysiacach komputerdw
stosujacych podobne oprogramowanie, ktérego jakas
luke wykorzystujemy.

Model cyfrowy

Nie ukrywamy, ze drobiazgowos¢ i plastycznosé sekcji
wyzej mialy na celu zatrucie glowy Czytelnika jedng
konkretna my$la: ot6z w przypadku potencjalnych
glosowan elektronicznych skrupulatnosé graniczaca

z paranoja w podejsciu do bezpieczenstwa nie jest
zwyczajowa manierg matematykow, ale potrzeba
totalnie bezwzgledna i musi by¢ postawiona absolutnie
na pierwszym miejscu.

W szczegdlnosci juz na starcie powinnismy odrzucaé
jakiekolwiek pomysty zwigzane z obecnoscia tzw.
zaufanego serwera. To znaczy kazdy model, w ktorym
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mozliwe jest uzyskanie tego ostatniego, a wiec, czy realne jest przeprowadzenie
tajnych wyborow elektronicznych.

Zanim jednak wejdziemy w $wiat elektroniki, na chwile jeszcze zostanmy na
ziemi i sprobujmy rzuci¢ okiem na klasyczne wybory li tylko od strony ich
bezpieczenstwa proceduralnego. Juz w tym przypadku zapewnienie tajnosci
wymaga precyzyjnej analizy. Oczywiscie jest jasne, ze gléwna idea polega

na tym, ze po prostu wchodzimy do kabiny pojedynczo i tam samodzielnie,
bezpiecznie glosujemy. Ale czy na pewno nie ma tam ukrytych kamer? A czy
dlugopis nie zostawia jakiegos$ identyfikujacego nas Sladu?

Dalsze pytania mozna tylko mnozy¢: Czy na pewno powinni$my pozwalac
wchodzié¢ do kabin w dwie osoby, nawet jesli sa malzenstwem? A moze jedna
z nich jest pod presja drugiej? Czy nie jest problemem, gdy ktos zrobi zdjecie
ik ides swojego glosu? A moze chce ten glos sprzedac i udowodni¢ kupujacemu, jak

istnieje jaki$ jeden wyrézniony Wazny Komputer,

do ktérego np. dostarczane sg cyfrowo podpisane

glosy wszystkich wyborcéw, nastepnie ten komputer
zlicza wynik, po czym skutecznie usuwa informacje

o glosujacych (utajnia wybory), jest modelem
kryptologicznie nie do przyjecia. Zauwazmy bowiem,
ze przy takim podejéciu cale zaufanie spoczywa tak
naprawde na administratorze tego komputera. Musimy
przeciez uwierzy¢, ze 6w administrator niczego sobie
nie zapamieta z rzeczy, ktére ma usunaé, niczego nie
usunie z rzeczy, ktére maja by¢ policzone itp. Nie o taki
system nam chodzi.

Gdy realnie myslimy o bezpiecznym tajnym glosowaniu
elektronicznym, zastanawiamy si¢, czy da si¢ je tak
zaprojektowadé, aby cate bezpieczenstwo byto oparte

o prawa matematyki, ktére dzialaja pod spodem,

a nie o zaufanie do nawet najbardziej nieskalanego
administratora, waznego sadu czy innego podobnego
organu. W kryptologii bowiem zawsze paranoicznie

(a moze zdroworozsadkowo) zakladamy, ze w systemie
sa obecni (a najlepiej: przejeli pelna kontrole nad

cala infrastruktura techniczna) zloczyicy, ktérzy
nieustannie sposobia sie do sfalszowania wyboréw badz
ich odtajnienia.

Czytelnicy Delty (a szczegdlnie Czytelnicy serii

A jednak sie da” ukazujacej si¢ w latach 2018-2019)
orientuja sie jednak, ze nie takie cuda oferuje
wspolczesna kryptologia. Jakie sa wiec najlepsze
protokotly kryptologiczne do tajnych gtosowan
elektronicznych?



‘W 2020 roku powazni i powazani
kryptolodzy wystosowali do wtadz USA
Joint Internet Voting Avoidance Appeal,
apel o niewprowadzanie wyboréw
elektronicznych.

Warta odnotowania jest cieckawa dualno$é:
w wyborach tradycyjnych latwiej
zapewni¢ tajnoéé, bardziej podejrzane jest
liczenie gtoséw. W wyborach
elektronicznych jest na odwrét: uzyskanie
poprawnego wyniku jest zadaniem
znacznie latwiejszym niz zapewnienie
tajnosci.

‘W rozumowaniu o Jasiu czynimy
zalozenie, ze system wie, kto aktualnie
glosuje. Zaktada si¢ bowiem, Ze nie
istnieje zadna realna forma bezwzglednie
bezpiecznej anonimowej komunikacji

z systemem do glosowania. Czytelnik Nie
Dajacy Za Wygrana moze sprébowac
zglebi¢ istniejace proby realizacii
anonimowej komunikacji np. w A?7

i zastanowi¢ si¢ nad ich wadami

w kontekscie gtosowania elektronicznego.

Uzyskanie ,,minimalnego zaufania” dla
matematyka jest trudne i nadzwyczaj
efektowne. Ale niestety: specjalidci

i prawnicy oceniaja takie zalozenia jako
wcigz niewystarczajace.

Aby nieco obnizyé pulap lotu, warto
zapoznac si¢ z niektérymi artykultami
z serii ,,A jednak sie da”; w stosownych
miejscach podajemy odnosniki.

Warto sobie uswiadomié, ze wybor
parametréw (N, K) jest decyzja

w zasadzie polityczng. Réwniez mozna si¢
zastanawiaé, czy protokél wykonywaé raz
globalnie, czy np. niezaleznie w kazdym
okregu.

,»Opublikowaé” oznacza tu pewne
dodatkowe zaltozenie: musimy zaltozy¢, ze
istnieje zaufane publiczne cyfrowe miejsce,
do ktérego wszyscy majg tatwy dostep do
odczytu oraz gdzie mozna zapisywad
dane, ktére nie mogag by¢ usunigte

w sposéb niezauwazony. To zalozenie nie
uchodzi za bardzo podejrzane, ale tez
jego bezpieczna realizacja stanowi pewne
wyzwanie.

Juz tytul tego artykutu przebil balon napiecia, wiec nie bedziemy udawac: Swiat
kryptologéw nie wierzy w wybory elektroniczne. I to nawet nie na zasadzie, ze
istnieja jakie$ trudnosci, ktérych do tej pory nie udalo sie pokonaé, ale wciaz
jest otwarte pytanie: czy sie uda w przysztoéci? Nie. Umiemy udowodnié, ze

nie da sie lepiej, niz tak jak umiemy. A tak jak umiemy — choé¢ i tak ma prawo
zachwycaé — wiekszo$ci fachowcéw nie zadowala. Dalsza czesé tego artykutu
bedzie wigc proba wyeksponowania najwazniejszych cyfrowych ograniczen tej
dziedziny oraz pokazania, co jednak si¢ da.

Krélestwo za tajnosé

Okazuje sig, ze najwigkszym wyzwaniem jest wlasdnie tajnosé (a nie

np. poprawno$é¢ obliczonego wyniku) wyboréw. Da sie bowiem — i to dosé
zaskakujaco prostym rozumowaniem — pokazaé, ze jesli calkowicie nie ufamy
systemowi — niewazne jak zaawansowany matematycznie by on nie byt — to po
prostu nie da sie jej w pelni zapewnié¢. Dlaczego?

Rozwazmy Jasia, ktory o wszystkim zapomnial i teraz szuka laptopa, aby zdazy¢
zaglosowadé tuz przed koncem. Jak to z Jasiem, mozliwosci beda tylko dwie:
albo (a) Ja$ nie zdazy, (b) Jas bedzie ostatnia osoba glosujaca w wyborach.
Zauwazmy jednak, ze poprawny system bedzie w stanie podaé¢ wyniki wyboréw
w obu przypadkach. W systemie musza wiec by¢ zawarte wszystkie informacje,
ktore na to pozwalaja. A to oznacza, ze kto§ majacy ciagly dostep do wszystkich
danych systemu bedzie w stanie obliczy¢ obie te wartosci: przed i po wizycie
Jasia. Ale przeciez z tych dwu danych da si¢ odtworzy¢ glos Jasial

Czy wiec wszystko stracone? Czy cokolwiek mozemy zrobié¢?

Mozemy, o ile nieco poluzujemy zalozenia. Przy czym ,nieco” nie jest tu
bynajmniej eufemizmem. Oté6z da sie zapewnié tajnosé, gdy zaufanie do
systemu jest z naszej strony naprawde minimalne, a w zasadzie dowolnie mate,
byle niezerowe. Bardziej konkretnie: zal6zmy, ze system dziala w modelu
rozproszonym i tworzy go nie jeden, ale np. tysiac czy nawet milion komputerdw.
Woéwezas, jesli tylko ufamy w uczciwos$é choé jednego z nich (np. obstugiwanego
przez nas samych albo przez przedstawicieli naszego obozu politycznego), to juz
tajnos$¢ naszego glosu moze zostaé zapewniona!

Doktadnie na takim zalozeniu opiera sie system glosowania elektronicznego,
ktory zaprojektowali Ronald Cramer, Matt Franklin, Berry Schoenmakers i Moti
Yung. Sprébujemy naszkicowaé ten dosé skomplikowany protokoét z lotu ptaka
(i to niestety raczej takiego o wysokim putapie lotu).

Protokét Cramer—Franklin—Schoenmakers—Yung, 1996

Zanim system zostanie uruchomiony, nalezy wybraé pewne parametry: skupimy
sie na dwoch najwazniejszych: N i K, ktore spetniajg nieréwnosci 1 < K < N.

System bedzie sktadaé sie¢ z N komunikujacych sie ze soba komputerow
(oznaczmy je jako si,...,sn), co do ktérych zakladamy, ze uczciwych jest co
najmniej K sposéréd nich. Przypadek K = 1 wydaje si¢ wiec najatrakcyjniejszy,
ale jest tu tez druga strona medalu — aby system zawiesi¢ (nie dopusci¢ do
wiarygodnego opublikowania wynikéw wyboréw), wystarczy zmowa badz awaria
K komputeréw. Tak wiec zbyt male K ma tez swoje istotne wady.

Dalej wszystko bedzie do$¢ skomplikowane, ale jednak si¢ uda:

e Ja$, aby odda¢ swéj glos X, musi:

— opublikowaé zobowiazanie Commit(X) do swojego glosu (zob. Afl);
zauwaziy, ze ten pozornie podejrzany krok bynajmniej nie zdradza
wartodci glosu (opublikowane zobowiazanie nigdy nie zostanie otwarte) —
jest natomiast potrzebny pézniej przy weryfikacji wynikéw;

— opublikowaé¢ dowdd poprawnosci Proof (X) swojego glosu (to znaczy
udowodni¢ protokolem zero-knowledge (zob. A1), ze jego glos jest oddany
w poprawnym formacie, np. ma warto$é¢ ,NIE” lub ,TAK”);

— dokonaé podzialu swojego glosu protokotem Shamira (zob. A%,) na kawatki
Xl, ey XN;

— wysta¢ kawalek X; do komputera s;.
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Dodajmy tu jednak tyzke dziegciu.
Wszystkie dowody, o ktérych tu mowa,

sa niepodrabialne przy jeszcze jednym
(powszechnie uwazanym za rozsadne)
dodatkowym zalozeniu — mianowicie:
wierzymy, ze logarytm dyskretny jest
problemem trudnym obliczeniowo. Co
ciekawe i wazne, da si¢ pokazadé, ze nie da
sie skonstruowaé¢ zadnego bezpiecznego
protokotu glosowania elektronicznego bez
tego typu obliczeniowych zalozen. Nie jest
to tez co$ zaskakujacego — podobnie
sprawa ma si¢ w przypadku chociazby
podpisu elektronicznego (zob. np. Aig)‘

Dodatkowo cze$é protokoléw (w tym
prezentowany w tym artykule) jest
skonstruowana tak, ze aby handlowaé
glosami, nawet nie trzeba robié nic
specjalnego (typu instalowanie kamerek)
w trakcie glosowania. Nawet juz po
glosowaniu da si¢ stworzy¢ cyfrowy
dowdd (w naszym przypadku — wystarczy
otwarcie zobowigzania Commit(X)),
ktéry mozna po prostu pokazaé, aby
udowodnié¢ kupujacemu (albo
zastraszajgcemu), ze glosowalo sie
zgodnie z jego poleceniem. Na szczgscie
istniejg protokoty pozbawione akurat tej
wady, np. protokél Canetti-Gennaro

z 1997 roku.

Niektorzy postulujg, aby nie uzywaé do
glosowan wlasnych komputeréw, tylko
dedykowanych superbezpiecznych
urzadzen. Oczywiscie naturalne jest
pytanie, kto te urzadzenia by wytwarzal
i jak dowodzil, ze faktycznie dzialaja
poprawnie.

Delta, maj 2004

o gdy wszystkie glosy zostana oddane, wowczas wszystkie komputery tworzace
system do glosowania:

— pracujac razem (wedtug protokotu MPC podobnego do opisanego w Af,),
sa w stanie obliczy¢ wynik wyboréw, nie uczac sie przy tym (o ile nie
wiecej niz (N — K) sposrdd nich jest nieuczciwych) niczego na temat
wartosci jakiegokolwiek oddanego glosu.

— publikuja nie tylko ostateczny wynik wyboréw, ale i dowéd (protoké?
jest tak zaprojektowany, ze jest to mozliwe), ze jest on poprawny. Kazdy,
kto ma dostep do tego dowodu oraz kompletu nieotwartych zobowiazan
(takich jak Commit(X) Jasia), jest w stanie upewnic¢ sig, czy ostateczny
wynik jest poprawny. Jest to niezwykle silna cecha omawianego protokotu.
Oznacza ona bowiem, ze nawet gdy liczba oszustow przekracza pultap
(N — K), to wyniku wyboréw i tak nie da sie sfalszowaé (!), a tylko
wywolaé¢ zamieszanie i konsternacje — wszyscy przeciez i tak si¢ zorientuja,
ze ostateczny wynik nie jest zgodny z oddanymi glosami.

Epilog epilogu

W tym artykule chcieliSmy pokaza¢ smak wyzwan i skale problemoéw przy
projektowaniu protokotéw do glosowania. Jak na razie, tajno$¢ wyboréw zostala
wyeksponowana jako gléwny i w zasadzie dowodliwie nierozwiazywalny problem.
Piszemy ,w zasadzie”, bo wszystko zalezy od subiektywnej opinii co do tego,

na jakie zalozenia si¢ godzimy. Cho¢by w rozwazanym protokole — mozna
dyskutowad, ktore parametry (N, K) daja wiarygodna tajno$é oraz pozwalaja
wierzy¢, ze protokét wyborczy kiedykolwiek zakonczy sie bez zawieszenia.
Wybér K =1 oraz N ~ 30000000 (wéwczas kazdy uprawniony glosujacy
stalby sie jednym z komputeréw s;, co niewatpliwie pozwala zalozy¢, ze kazdy
ufa przynajmniej jednej czeécei systemu — mianowicie, samemu sobie) moze

i teoretycznie daje pelna tajno$é, ale przeciez trudno uwierzy¢, ze taki protokét
udaloby si¢ przeprowadzi¢ bez zakldocen ze strony chociaz jednego komputera.

Co wiecej, okazuje sie, ze — oprocz powyzszego — istnieja jeszcze inne, troche
pozamatematyczne, ale niestety réwnie fundamentalne problemy, o ktérych tutaj
ledwie wspomnimy:

Po pierwsze — gigantycznym problemem jest potencjalny handel glosami (albo
zastraszanie i wymuszanie — matematycznie to podobne zagadnienia). W $wiecie
cyfrowym wydaje sie on niestety znacznie latwiejszy niz w Swiecie tradycyjnym.
Glosujacy moze przeciez zainstalowaé¢ sobie kamerke w domu i pozwoli¢ komus
z zewnatrz na biezaco upewniaé sie, ze glosuje on zgodnie z jego wola. Jest

to na pewno wygodniejsze i bezpieczniejsze niz wszelkie podobne dziatania

w rzeczywistym lokalu wyborczym.

Po drugie — pamietajmy, ze w Swiecie cyfrowym czlowiek nie wykonuje obliczen
w glowie, ale korzysta z osobistego komputera, ktéry pamieta za niego tajne
dane, dokonuje wrazliwych obliczen itp. Ten element jest zawsze podkreslany
jako potencjalne wazne Zrodlo probleméw — nikt przeciez tak do konca nie wie,
jakie wirusy czy programy szpiegujace ma w swoim komputerze zainstalowane
lub tez nawet fabrycznie wbudowane. Oznacza to w szczegdlnosci, ze pultap

(N — K) dotyczy nie tylko $wiadomych oszustéw, ale tez nieSwiadomych
wlascicieli podejrzanego sprzetu.

Melancholijne podsumowanie

Saga ,A jednak si¢ da” miala na celu przekonanie Czytelnika, ze wiele

z tego, co wydaje sie cyfrowo niemozliwe do zrealizowania, nauka jednak
zrealizowala i stworzyta protokoty, ktore dla zwyklego $miertelnika sg w zasadzie
nieodréznialne od magii. Ale niestety — pycha byloby wierzyé (moze troche jak
Hilbert?), ze udawaé sie tak bedzie zawsze. ..

W przypadku glosowan tajnych, mimo ze te najlepsze protokoly az jeza sie od
zastosowanych perelek kryptologii, po prostu w pelni nie udalo sie. Musimy

wiec albo zrezygnowaé z glosowania cyfrowego, albo pogodzi¢ sie z ktoryms ze
zgnitych kompromiséw dotyczacych definicji bezpieczenstwa takiego gtosowania.

Wir missen nicht alles wissen.
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Jak na wyswietlaczu  Joanna JASZUNSKA*

* Wydzial Matematyki, Informatyki W artykule Kto da mniej? z A1Y przedstawitam nastepujaca zagadke:
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Mamy 10 workow z monetami. W dokladnie jednym z nich wszystkie monety s
Redaktorka autorskiego dzialu Deltoid, Yy ) J Yy ) Y ) Yy sa
ktéry ukazywal sic w Delcie w latach falszywe, w pozostalych workach wszystkie sq¢ prawdziwe. Prawdziwa moneta
2009-2019. wazy 10 gramow, a falszywa 11. Ile wazZen na wadze elektronicznej trzeba
wykonad, aby wykryé worek z falszywymi monetami?

Wystarczy, oczywiscie, dziesie¢ wazen: po jednej monecie z kazdego worka.

A nawet o jedno mniej, bo jesli pierwszych dziewie¢ monet jest prawdziwych,
dziesiata musi by¢ falszywa. Mozna tez sprytniej: wziaé¢ na przyklad po jednej
monecie z pieciu workéw i zobaczy¢, czy razem wazg one 50 gramoéw, czy 5H1.
Takie pomysly pozwalaja zawezaé¢ grupe podejrzanych workéw i ograniczyé sie
do czterech wazen (zachecam do sprawdzenia).

Ciagle jednak nie jest to rozwiazanie optymalne, wystarczy bowiem jedno
wazenie! Niech na wadze leza:

1 moneta z worka nr 1 +

+ 2 monety z worka nr 2 +

+ 3 monety z worka nr 3 +
+...+

+ 10 monet z worka nr 10.

Tych 55 monet, gdyby byly prawdziwe, wazyloby 55 - 10 = 550 graméw. Waga
pokazuje wynik o n graméw wiekszy wtedy i tylko wtedy, gdy lezy na niej

n falsyfikatow. Ostatnia cyfra wyswietlacza wskazuje wiec numer szukanego
worka. (]

Rozwazmy teraz ogélniejsza wersje tej samej zagadki:

Mamy 10 workéw z monetami. W niektorych workach wszystkie monety
sq falszywe, w pozostalych wszystkie sq prawdziwe. Prawdziwa moneta wazy
10 gramow, a falszywa 11. Ile wazen na wadze elektronicznej trzeba wykonad,
aby wykryé worki z falszywymi monetami?

Niestety poprzednia metoda tym razem nie zadziala. Jesli naszych 55 monet
teraz wazy np. o 7 graméw za duzo, to falsyfikaty moga réwnie dobrze by¢é
w workach o numerach 2 i 5, jak i w workach 1, 2 i 4 lub w jeszcze innych.

Nadal jednak wystarczy jedno wazenie. Niech tym razem na wadze leza:

1 moneta z worka nr 1 +

+ 10 monet z worka nr 2 +

+ 100 monet z worka nr 3 +
+...+

+ 10° monet z worka nr 10 +

+ 1 odwazniczek 1-gramowy.

Tych 1111 111 111 monet, gdyby byly prawdziwe, wazyloby 11 111 111 110
graméw, a z odwazniczkiem waga wyswietlalaby wynik 11 111 111 111 gramoéw.

Jesli przyktadowo w worku numer 3 sa falszywe monety, to wynik jest o 100 g za
duzy: 11 111 111 211. Jesli ponadto np. w worku 7 tez sa falszywe monety, mamy
jeszcze o 108 g wiecej: 11 112 111 211. Z kolei falszywa moneta z worka numer 1
daje dodatkowo o 1 g wiecej: 11 112 111 212.

Ogodlniej, n-ta 1 od konca zmienia si¢ na 2 wtedy i tylko wtedy, gdy w n-tym
worku sa falszywe monety. Waga znéw na swoim wyswietlaczu wskazuje
odpowiedz, mianowicie: miejsca zajmowane przez 2, liczone od prawej strony,
to numery falszywych workéw. O

Czytelnik Realista moze czué sie stusznie zaniepokojony propozycja wazenia
naraz ponad miliarda monet. Szczesliwie liczbe te tatwo zredukowad,
przeprowadzajac analogiczne rozumowanie z uzyciem systemu dwdjkowego
zamiast dziesietnego. Wazymy woéwczas juz tylko 1+ 2 + 22 + ... + 29 = 1023
monety, a przeanalizowanie zwiazanych z tym dalszych niewielkich modyfikacji
pozostawiam dociekliwym.
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Wielomian w(z) to wyrazenie postaci
anz™ +an_12" "t +.. +aiz + ao,
gdzie n jest ustalong liczbg catkowita
nieujemna, wspélczynniki

ag, a1, a2, ...,a, sa ustalonymi liczbami
oraz a, # 0. Za x mozna podstawiac
dowolne liczby rzeczywiste i wyznaczaé
w ten sposéb wartosci wielomianu.

Na przyktad wielomian

w(z) = 42° + 17z + 2 dla & = 1 przyjmuje
warto§é w(l) =4 + 17+ 2 = 23.

W ..DELCIE

Zadania z olimpiad 2007/2008

Delta, wrzesien 2007

Czytelnikéw Zaawansowanych zachgcam
do zastanowienia si¢ nad wariantem tej
samej zagadki, w ktérym Jas moze pytaé
o wartosci wielomianu dla dowolnych
liczb, niekoniecznie tylko catkowitych.

Kolejna zagadka, na pierwszy rzut oka zupelnie inna, ma jednak z poprzednig
zaskakujaco wiele wspdlnego.

Jas i Malgosia grajo w nastepujaca gre. Malgosia wymysla sobie pewien
niezerowy wielomian o wspolczynnikach calkowitych nieujemnych. Jas moZe
pytac o wartosci tego wiclomianu dla dowolnie wybranych liczb catkowitych.
Wygra, gdy poda caly wzor wielomianu. Czy moze tego dokonac? Jesli tak, ile
pytan musi zadac?

Pokazemy, ze Jas jest w stanie poznaé¢ caly wielomian juz po dwéch pytaniach.
Na poczatek Jas pyta o w(1) i Malgosia podaje mu warto$é k, obliczona
Ze WZoru

w(l)=an+an—1+...+as+a +ap=k.
Oznacza to, ze kazdy ze wspolczynnikéow a; (dla i =0,1,...,n) jest réwny co
najwyzej k (bo wszystkie a; sa nieujemne). Niech m bedzie liczba cyfr liczby k.
Wéwezas kazdy ze wspdlezynnikéw a; ma najwyzej m cyfr.

Nastepnie Ja$ pyta o w(10™) i poznaje warto$é
w(10™) = ay, - (10™)™ + @,y - (10™)" L+ ... +ag - (10™)% + a1 - 10™ +ag =
=y, - 10™ +anp_1 - 10mD 4 4 ay-10™2% 4+ aq - 107 + ao.
Okazuje sig, ze ta liczba pokazuje Jasiowi po kolei wszystkie wspdlczynniki

wielomianu w(z), jak na wyswietlaczu. Zobaczmy na przykladzie, dlaczego tak
jest.

Powiedzmy, ze Malgosia wymyslila sobie wielomian w(z) = 423 + 17z + 2.
Wéwezas w(l) =4 4 17 + 2 = 23 i ten wynik poznaje Jas po pierwszym pytaniu.
Wobec tego wspdlezynniki wielomianu sa najwyzej dwucyfrowe (bo ich suma

to 23). Ja§ w drugim pytaniu pyta zatem o w(10?). Malgosia oblicza:

4 00 00 00
0 00 00

17 00

+ 2
40017 02

w(100) =4 -100% +0-100%2 + 17-100 + 2,  czyli

i podaje Jasiowi ten wynik. Zauwazmy, ze powyzsze dodawanie zawsze
odbywa sie bez przenoszenia, bo kazdy ze wspélczynnikow a; ma najwyzej
m cyfr. Dlatego wladnie Jas moze po kolei odczytac¢ wszystkie wspdlczynniki
wielomianu:

Pozostaje zauwazy¢, ze Jas nie moze zagwarantowac¢ sobie zwyciestwa

po jednym pytaniu. Dla kazdej liczby catkowitej z1, o ktéra méglby spytac,
istnieja bowiem dwa rézne wielomiany, ktére mogta wybra¢ Malgosia, dajace

te sama warto$é w(z1), a wiec nierozréznialne dla Jasia po tym jednym
pytaniu. Sa to mianowicie: wielomian staly w(x) = |z1| + 1 oraz wielomian
w(z) =2 + (|Jz1] + 1 — 21), oba niezerowe i o wspdlczynnikach catkowitych
dodatnich. Podsumowujac, Ja$ nie moze zapewni¢ sobie zwyciestwa jednym
pytaniem, ale dwoma juz tak. (Il

Na zakonczenie proponuje jeszcze jedna zagadke, w ktérej tez mozna zastosowac
pomyst wyséwietlacza prezentujacego poszukiwang informacje.

Zlosliwy czarodziej rzucil urok na jedng z 1000 beczek z winem — kazdy, kto
wypije chocby krople, zzielenieje w ciggu doby. Codziennie rano dysponujemy
dokladnie 10 dzielnymi (i niezielonymi) rycerzami gotowymi ponies¢ ryzyko. Ile
dni potrzeba, aby wykryé zaczarowang beczke?

Warto dodaé, ze odpowiedz ,,trzy dni” nie jest poprawna, a rozwigzanie
zainteresowani odnajda w tekécie wspomnianym na poczatku niniejszego
artykutu.
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Berstery rentgenowskie dziesie¢ lat po6zniej

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych
Redaktorka Delty w latach 2009-2012.

Berster rentgenowski (ang. X-ray burster)
to specjalny uklad podwéjny gwiazd.
Jeden skladnik ukladu stanowi np.
gwiazda podobna do naszego Stonca,
zwana towarzyszem, a drugim jest
gwiazda neutronowa (bardzo mala, ale
niezwykle gesta gwiazda bedaca
pozostaloécia po wybuchu supernowej).
W takich ukladach materia przepltywa

z towarzysza na gwiazde neutronowa,
ulegajac na powierzchni $ci$nigciu

i ogrzaniu. Po osiggnigciu przez
temperature i ci$nienie wartosci
krytycznych nastepuje zapoczatkowanie
reakcji termojadrowych obserwowanych
jako wybuch (stad nazwa — berster — od
angielskiego okreslenia burst — wybuch).
Zjawisko to mozna obserwowad

w promieniowaniu rentgenowskim, skad
tez drugi czton nazwy.

40 arcmin off-axis

Ultra ciasny uktad rentgenowski

4U 1820-30 znajdujacy si¢ w gromadzie
kulistej gwiazd NGC 6624. Zrédio:
Max-Planck-Institut fiir extraterrestrische
Physik (MPE)

Kartami nazywamy gwiazdy o stosunkowo
malej masie i jasnosci (niektérych moze
zaskoczy¢ informacja, ze Stonice jest
kartem). Z czasem definicja rozciggnicta
zostala na obiekty, ktére gwiazdami

nie sa. Na przyktad bialte karty to obiekty,
ktére powstaja po ustaniu reakcji
termojadrowych i odrzuceniu otoczki
wodorowej przez gwiazdy o matych

i $rednich masach.

Agnieszka MAJCZYNA*

Od czasu odkrycia bersterow rentgenowskich mingto niemal 47 lat. W tym
czasie dokonano ogromnego postepu w rozumieniu natury tych obiektow.
DowiedzieliSmy sie, jak bardzo sa ciekawe i zréznicowane. Na przyklad w ciggu
ostatnich lat odkryliémy berstery o ekstremalnie kréotkich okresach orbitalnych.
Ich liczba byla tak duza, ze powstala oddzielna grupa: ultra ciasnych ukladéw
rentgenowskich. UgruntowaliSmy nasza wiedze o skladzie chemicznym atmosfer
gwiazd neutronowych nalezacych do uktadu bersteréw i rozwazaliSmy mozliwosé
uzywania bersteréw rentgenowskich jako swiec standardowych. Ponadto
niedawna detekcja fal grawitacyjnych ozywila zainteresowanie wtasciwosciami
supergestej materii znajdujacej sie we wnetrzu gwiazd neutronowych bedacych
czeScia bersteréw.

Czym sa berstery?

Berstery rentgenowskie sa uktadami podwéjnymi ztozonymi z gwiazdy
neutronowej i towarzysza o masie mniejszej niz masa Stonca. Naleza zatem do
klasy obiektéw zwanych malo masywnymi ukladami rentgenowskimi (LMXB
od ang. Low Mass X-ray Binary). Obecnie znamy okoto 200 takich uktadéw

(w 2009 bylo ich 125), z ktérych 80 to berstery rentgenowskie (wobec 40,

o ktérych pisalam w Aj2). W ukladach tych materia przeptywajaca z towarzysza
na gwiazde neutronowsg nie sptywa bezposrednio, lecz opada po spirali, tworzac
dysk akrecyjny. Nastepnie gromadzi si¢ na powierzchni gwiazdy neutronowej,
ulegajac Scidnieciu i ogrzaniu. W momencie, gdy temperatura i ciSnienie gazu
osiggna warto$é¢ krytyczna, rozpoczynaja sie reakcje syntezy termojadrowej
powodujace znaczne i gwaltowne pojasnienie nazywane wybuchem. Wazna,

i uzyteczna cecha takich wybuchéw (zwanych wybuchami typu I) jest

fakt, ze w trakcie gasniecia takiego wybuchu gwiazda neutronowa emituje
promieniowanie w sposéb charakterystyczny dla stygnacego obiektu zwartego.
Obecnoéé tego rodzaju wybuchéw bezspornie wskazuje, ze obiektem zwartym,
na ktory opada materia, jest gwiazda neutronowa, a nie czarna dziura. Pozwala
nam to na jednoznaczna ocene, z jakim obiektem mamy do czynienia.

Berstery rentgenowskie jako uklady podwdjne maja okresy orbitalne krotsze
niz 16 godzin. Rekordzista w tej dziedzinie jest 4U 1820-30 z okresem
orbitalnym réwnym tylko 11 minut! Z czasem, gdy odkrywano coraz wiecej
ukladéw o bardzo krétkich okresach orbitalnych, stworzono oddzielna grupe
obiektéw nazwanych ultra ciasnymi uktadami rentgenowskimi (UCXB od
ang. Ultra Compact X-ray Binaries). Zaliczaja sie do nich uklady o okresach
orbitalnych krétszych niz 80 min. Obecnie znamy 19 takich ukladéw (mamy
tez okolo 30 niepotwierdzonych kandydatéw na tego rodzaju obiekty). Tak
krotki okres orbitalny oznacza, ze skladniki ukladu kraza bardzo blisko
siebie. W konsekwencji towarzyszem gwiazdy neutronowej moze by¢ jedynie
mala gwiazda typu karzet lub biaty karzel, a dysk akrecyjny jest rowniez
bardzo maly. Obiekty te maja bardzo niska jasnos$¢ zaréwno w zakresie
rentgenowskim, jak i w pozostalych zakresach widma promieniowania
elektromagnetycznego. Wigkszo$¢ UCXB moze by¢ obserwowana tylko

przez instrumenty satelitéw rentgenowskich. Dodatkowo pewna grupa
UCXB nalezy do klasy tzw. zrédel przejéciowych, czyli takich, gdzie epizody
akrecji widoczne w promieniowaniu rentgenowskim rozdzielone sa okresami,
gdy ustaje akrecja, a jasnos¢ obiektu spada ponizej progu detekcji. Mimo

to jestedmy w stanie powiedzieé, jaki jest sktad chemiczny akreowanego
gazu. Ze wzgledu na to, ze w obiektach UCXB towarzyszem jest karzet

lub biaty karzel, gwiazda neutronowa akreuje materie uboga w wodor.
Widmo w zakresie od optycznego poprzez ultrafiolet po zakres rentgenowski
zdominowane jest przez linie emisyjne pochodzace od helu, wegla, tlenu, neonu,
brak jest natomiast charakterystycznych dla gwiazd ciagu gtéwnego linii
absorpcyjnych.
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Swiece standardowe to obiekty
astronomiczne o znanej absolutnej
jasnosci gwiazdowej. Poniewaz ich jasnosé
jest niezmienna, mozliwe jest oszacowanie
odlegtosci do takiego obiektu. A ogdlniej —
do galaktyki, w ktorej si¢ znajduje.

Jasnos$é Eddingtona jest to maksymalna
jasnosé, jaka moze mie¢ gwiazda, ktorej
atmosfera nie ekspanduje ani sie nie
zapada.

Delta, kwiecien 2008
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Berstery jako $wiece standardowe

Wyznaczanie odlegtosci do obiektéw astronomicznych jest skomplikowanym
zadaniem, ktéremu poswiecono cate dtugoletnie projekty badawcze

(np. w ramach projektu Araukaria). W przypadku bersteréw rentgenowskich
znajomosé odleglosci jest krytycznie wazna, gdy chcemy weryfikowa¢ modele
opisujace wlasciwosci materii, z ktérej zbudowana jest gwiazda neutronowa. Jesli
taki uklad znajduje si¢ w gromadzie kulistej, wowczas wyznaczamy odleglto$é
do gromady na podstawie dobrze znanych i dajacych precyzyjne wyniki

metod. Jednak bersteréw w gromadach kulistych jest niewiele (16 obiektow

w 13 gromadach kulistych), dlatego poszukuje sie takich cech fizycznych
bersteréw rentgenowskich, ktére pozwola na opracowanie bezposredniej,
niezaleznej od otoczenia uktadu, metody wyznaczania do nich odleglosci.
Moéwiac dokladnie, chcieliSmy ustali¢, czy berstery rentgenowskie moga by¢
$wiecami standardowymi. Pomocne okazaly si¢ wybuchy, od ktérych przeciez
berstery wziely swoja nazwe. Okazuje sie, ze jasno$¢ tych wybuchéw jest bardzo
bliska badz rowna jasnosci Eddingtona. Zatem jesli jesteSmy w stanie zmierzy¢
strumien promieniowania w maksimum wybuchu fop i z modeli teoretycznych
znamy jasno$¢ Eddingtona Lgqq dla gwiazdy neutronowej, to wowczas odlegloéé
mozemy wyliczy¢ z wyrazenia: d = \/Lgaa/ (47 fob). Wyrazenie to jest w swej
matematycznej postaci bardzo proste, jednak sama metoda taka nie jest.
Warto$éé jasnosci Eddingtona zalezy od nieprzezroczystosci gazu, czyli od

tego, w jakim stopniu pochlaniane sg w nim fotony. Im nieprzezroczysto$é

jest wigksza (fotony sa bardziej pochlaniane), tym jasnosé Eddingtona jest
mniejsza. Nieprzezroczystosé zas zalezy miedzy innymi od sktadu chemicznego
gazu i jego temperatury. Obie te wielkosci sa slabo poznane w przypadku
bersteréw rentgenowskich. Obecnie wiemy, Ze jasnosé obserwowana bersteréw
rentgenowskich w maksimum wybuchéw z ekspansja fotosfery (na granicy
jasnosci Eddingtona) jest taka sama z dokladnoscia do kilku procent. Zatem
mozna uznaé, ze obiekty w trakcie takich wybuchéw moga by¢ uzywane jako
Swiece standardowe.

Gwiazdy neutronowe w bersterach

Berstery rentgenowskie sa w centrum uwagi astronoméw nie tylko ze wzgledu
na fascynujace procesy zachodzace w uktadach podwéjnych gwiazd, ale takze
ze wzgledu na same gwiazdy neutronowe, ktore sg ich czescia. Pomimo ze od
odkrycia gwiazd neutronowych mineto juz ponad 50 lat, to zagadka pozostaja
wladciwosci materii, ktéra je tworzy (stad tez tak istotne jest znalezienie
metody wyznaczenia odleglosci do takiego uktadu). Dla gwiazdy neutronowej

o promieniu rzedu 10 km i masie 1,4 masy Slonca gesto$¢ materii w jadrze
przewyzsza kilkakrotnie gestoéé jadra atomowego (pg =~ 2 x 10 g/cm?).
Materii o takich wlasno$ciach nie jestedmy w stanie otrzymac¢ w zadnym

z ziemskich laboratoriéw. Jedynym zatem sposobem na poznanie jej wlasciwosci
jest stworzenie modeli teoretycznych i porownanie ich z obserwacjami
astronomicznymi. Model ten moze mie¢ np. postaé zaleznoéci masy gwiazdy

od jej promienia, dlatego waznym zagadnieniem jest opracowanie metod
wyznaczania zaréwno odleglosci od uktadu, jak i mas obiektéw i ich promieni.
Doktadne wyniki oszacowan tych wielkosci na podstawie obserwacji pozwola na
potwierdzenie badZ odrzucenie modeli teoretycznych.

Wybuchy na powierzchni gwiazd neutronowych bedacych czescia bersteréw
powoduja, ze gwiazdy te sa gorace, a wiec latwo obserwowalne w zakresie
rentgenowskim. Ponadto wybuchy z ekspansja fotosfery gwiazdy daja wyjatkowa
mozliwo$¢ wyznaczenia promienia gwiazdy neutronowej. Podczas takiego
wybuchu atmosfera gwiazdy (wzbogacona o gaz pochodzacy z akrecji) pod
wplywem ci$nienia promieniowania zwigksza swdj promien do wartosci
maksymalnej, po czym atmosfera opada na powierzchnie gwiazdy. Wlasnie

ten moment wybierany jest aktualnie do wyznaczenia promienia gwiazdy
neutronowej. Przez dlugi czas uwazano, ze w trakcie szczegdlnie silnych
wybuchéw wplyw akrecji na atmosfere mozna zaniedba¢, gdyz przeplyw materii
jest bardzo maly. Dopiero w 2012 roku okazalo sie, ze, istotnie, w trakcie
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‘Wrzeciono Mosera: 7 wierzchotkéw,
wszystkie krawedzie dlugosci 1

wybuchéw przeplyw materii jest bardzo maly, ale nie mozna go zaniedbaé, gdyz
prowadzi to do niewlasciwych oszacowan parametréw gwiazdy. W szczegdlnosci
w bersterach rentgenowskich tempo przeplywu materii z towarzysza na gwiazde
neutronowsq nie jest stale, lecz zmienia si¢ w zamknietym cyklu, ktérego dtugosé
jest inna dla kazdego obiektu. Zatem do wyznaczania masy i promienia gwiazdy
neutronowej nalezy wybieraé¢ obserwacje, gdy tempo akrecji jest najmniejsze, by
zminimalizowa¢ potencjalny wplyw tego zjawiska na pomiary.

Kolejne niespodzianki

Berstery rentgenowskie i rezydujace w nich gwiazdy neutronowe pomimo
ogromnego postepu w rozumieniu ich natury wciaz skrywaja tajemnice i sg
interesujace zaréwno dla astronoméw jak i fizykow. Detekcja fal grawitacyjnych
ozywila zainteresowanie tymi niezwyklymi obiektami i potrzebe lepszego
poznania wlasnosci materii, z jakiej zbudowane jest wnetrze gwiazdy
neutronowej. Ukonstytuowanie nowej podklasy obiektéw, czyli ultra ciasnych
ukladow rentgenowskich, pokazalo, ze na astronomoéow zajmujacych si¢ uktadami
rentgenowskimi wciaz czekaja niespodzianki. Liczne prace (w tym autorki

tego artykulu) wskazuja takze na potrzebe stworzenia i wystania w przestrzen
kosmiczna satelitow, ktorych instrumenty dostarcza obserwacji obarczonych
mniejszymi niepewnos$ciami pomiarowymi. Wierzymy, ze przyniosg one zarowno
odpowiedzi na juz postawione pytania, jak i nowe, niespodziewane odkrycia.

Liczba chromatyczna z komputera
Michat ADAMASZEK*

W 1976 roku, na drugie urodziny Delty, Kenneth Appel i Wolfgang Hakken
oglosili dowdd twierdzenia o czterech barwach. W nieco nieformalnej wersji
glosi ono, ze kazda mape polityczna, na ktérej wszystkie kraje maja spdjne
terytorium, mozna pokolorowaé czterema lub mniej kolorami tak, aby osiagnac
znany nam z kartografii efekt, w ktérym kazde dwa graniczace ze soba kraje
maja rozne kolory. Wynik ten byt przetomowy z dwéch powodéw. Po pierwsze,
rozwiazywal znana w teorii graféw hipoteze o bardzo dlugiej i (nota bene)
barwnej historii. Po drugie, byt to pierwszy, a przez to kontrowersyjny, powazny
wynik, w ktérego dowodzie uzyto komputera (po sprowadzeniu problemu do
pewnej skoriczonej, lecz duzej liczby przypadkéw do sprawdzenia). O tej historii
mozna przeczytaé w A5,

Wynik Appela i Hakkena mozna przeformulowaé na stwierdzenie, ze dla
dowolnego planarnego grafu G mamy x(G) < 4. Tutaj x(G) jest liczba
chromatyczna grafu G, czyli najmniejsza liczba koloréw potrzebna do
pokolorowania wierzchotkéw G tak, zeby zadne dwa wierzchotki potaczone
krawedzia grafu nie miaty tego samego koloru. Problemy zwiazane

z kolorowaniem graféw i obliczaniem liczby chromatycznej sa algorytmicznie
trudne i, poza walorami estetycznymi, znajduja zastosowanie na przyktad

w problemach planowania i przydzialu zadan. O tych zagadnieniach byla juz
w Delcie nie raz mowa, patrz na przyktad Afj.

Pojecie liczby chromatycznej grafu mozna tez odnie$é¢ do innych zagadnien
kolorowania. W Al pytatem, jak wykazaé, ze jesli kazdy punkt plaszczyzny R?
pokolorujemy jednym z trzech koloréw, to znajda sie dwa punkty tego

samego koloru odlegte o doktadnie 1. Dowdd znajduje si¢ na rysunku, gdzie
widzimy konfiguracje 7 punktéw z zaznaczonymi odcinkami dlugosci 1, zwang
wrzecionem Mosera. Liczba chromatyczna tego grafu wynosi 4 (faktycznie:
préba kolorowania 3 kolorami prowadzi do wniosku, ze A i A" muszg mieé

ten sam kolor; analogicznie A i A”; a wigc punkty A’ i A” odlegle o 1 maja

ten sam kolor; sprzecznoéé). Jezeli wiec oznaczymy przez x(R?) najmniejsza
liczbe koloréw potrzebng do unikniecia pary punktéow tego samego koloru
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Jak wiadomo, kazdy program mozna
zmiesci¢ w jednym wierszu, jesli tylko
bedzie on odpowiednio dlugi.
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w odleglosci 1 przy kolorowaniu plaszczyzny, to mamy lewa z nieréwnosci
4 < x(R?) LT

Prawa jest rowniez tatwa — zachecam do znalezienia odpowiedniego kolorowania
plaszczyzny 7 kolorami.

W 2008 roku pisalem, ze nic bardziej konkretnego nie wiadomo (pytanie
o doktadna wartoéé x(IR?) jest znane jako problem Hadwigera—Nelsona)
i zanosilo si¢ na to, ze tak juz zostanie. Ale w 2018 roku Aubrey de Grey
zaskoczyt $wiat, publikujac dowdd nieréwnosci

5 < x(R?).
Zamiast 7-wierzchotkowego gadzetu Mosera, ktory nie daje sie pokolorowaé
3 kolorami, de Grey musial skonstruowac¢ analogiczny gadzet, zlozony z punktéw
plaszczyzny i krawedzi jednostkowych miedzy niektérymi z nich, ktérego nie
da sie pokolorowaé 4 kolorami. Okazalo sie, ze ma on 1581 wierzcholtkéw (od
tego czasu znaleziono przyklady o okoto 500 wierzchotkach) i z oczywistych
przyczyn nie mozemy go wydrukowa¢. Mozna go znalezé, wraz z systematyczna
konstrukcja, w pracy [I]. Podobnie jak w przypadku gadzetu Mosera, towarzyszy
mu dowdd oraz wyjasnienie, jak do tego przykladu dojsé (kilka poczatkowych
wskazéwek mozna znalezé w Deltoidzie z Al2). Niektére sprawdzenia wymagaly
jednak obliczen komputerowych, a wiec jest to juz dowdéd wspomagany
komputerowo.

O analogicznej liczbie chromatycznej x(R™) wyzej wymiarowych przestrzeni
wiemy jeszcze mniej (na przyklad w trzech wymiarach wiemy, ze

6 < x(R?) < 15), a znane rezultaty wciaz opieraja si¢ na doéé elementarnych
pomyslach. Popatrzmy na przyklad na nastepujacy prosty dowdd z pracy [2]
najlepszego znanego dzi§ dolnego oszacowania dla R’ mianowicie: x(R!?) > 26.
Musimy znalezé odpowiedni gadzet, tzn. zbiér punktéw w R1Y i odcinkéw
dlugosci 1 pomiedzy nimi, ktérego nie da si¢ pokolorowaé 25 kolorami. Jako
punkty wezmiemy wierzchotki 10-wymiarowej kostki o krawedzi %, to znaczy
1024-elementowy zbidér zlozony z wszystkich ciagow:

1
(1‘1,1'2,...7.’1710), xT; € {0,2}

Dwa takie punkty sa odlegte o 1 wtedy i tylko wtedy, gdy réznia sie na
dokladnie 4 z 10 pozycji (bo te pozycje wnosza do wzoru na odleglo$é
euklidesowa (0 — %)2 = %, podczas gdy pozostale pozycje, gdzie oba ciagi sa
réwne, wnosza 0). Mozemy wiec skonstruowaé graf odcinkéw jednostkowych
pomiedzy tymi punktami czysto kombinatorycznie. Ma on dwie spéjne sktadowe
(dlaczego?), kazda o 512 wierzchotkach, bierzemy wigc jedna z nich. Dokladne
obliczenie jej liczby chromatycznej przekracza nasze mozliwosci, ale da sig
obliczy¢ inny parametr, mianowicie liczno$¢ najwiekszego zbioru niezaleznego,
tzn. najwiekszego zbioru wierzchotkéw, miedzy ktérymi nie ma zadnej krawedzi.
Oto kompletna komenda w popularnym systemie algebry komputerowej Sage
konstruujaca nasz graf i obliczajaca poszukiwana warto$c:

Graph([[x,y] for x in [0..2710-1] for y in [x+1..2710-1]
if sum((x~7y) .bits())==4]1)
.connected_components_subgraphs () [0] . complement () .clique_number ()

Po kilkunastu minutach w wyniku otrzymujemy 20, co oznacza, ze jeden

kolor moze by¢ uzyty dla co najwyzej 20 wierzchotkéw, a wiec uzywajac

25 koloréw, pomalowaliby$my ich co najwyzej 20 - 25 = 500, a to za malo na
calty 512-wierzchotkowy graf. To koniczy nasz prosty, wspomagany komputerowo
dowdd.

Na zakoriczenie kluczowa notka biograficzna. Aubrey de Grey, autor pracy [1],
nie jest zawodowym matematykiem. Jest bioinformatykiem i biogerontologiem,
badaczem proceséw starzenia, a kolorowaniem zajmowal si¢ amatorsko po
godzinach. Z kolei publikacja [2] jest efektem pracy licencjackiej. W starciu

z ciekawymi problemami otwartymi ma wiec szanse kazdy pomystowy
eksperymentator, a takich, jak sadze, wsréd Czytelnikéw Delty nie brakuje.
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Matlo przekatnych — duzy problem
Jerzy BEDNARCZUK*

lle przekgtnych moze mieé wieloScian wypukly?

Moze ich nie mie¢ wcale. Na przyktad ostrostup nie ma przekatnych. Jesli
natomiast do jednej $ciany bocznej ostrostupa (n + 2)-katnego tak dokleimy
czworoscian, aby otrzymany wieloscian byl wypukly i mial n + 5 écian, to ten
wielo$cian bedzie mial n przekatnych. Tak mozemy w szczegdlnosci otrzymad
wieloécian z jedna przekatng oraz wieloScian z dwiema przekatnymi.

Czy istniejg inne wieloSciany wypukle z jedng przekgtng? A z dwiema
przekgtnymi?

Wiemy, ze istnieja co najmniej 3 wielodciany wypukle z jedna przekatna oraz
co najmniej 8 wieloécianéw z dwiema przekatnymi. Ponizej podajemy ich opis.
Wszystkie prezentowane wieloSciany otrzymujemy z graniastostupa trojkatnego
po odcigciu od niego jednego lub dwdch czworoécianéw.

Prawdopodobnie sg to juz wszystkie takie wielo$ciany. Nie znamy dowodu, Ze nie
ma ich wiecej.

Podanie opisu wszystkich wieloScianéw z jedna i wszystkich wieloScianéw

z dwiema przekatnymi wraz z dowodem, ze to sa rzeczywiscie wszystkie takie
wieloSciany, mogloby by¢ trescia ciekawej pracy, godnej zgloszenia na Konkurs
Uczniowskich Prac z Matematyki, ktorego 46. edycja zapowiadana jest na tylnej
oktadce niniejszego wydania Delty.

WielosSciany wypuktle z jedna przekatng

Przyktad 1

Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany CDKF
i BDKE. Przekatna to AK.

Uwaga: Na wielocian ten
mozna takze patrze¢ jak na dwa
czworoéciany, BCDA i BCDK,
o wspélnej Scianie BCD.

Fi
IR

Przyktad 2 Przykltad 3
Od graniastostupa tréjkatnego Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworoécian CDKF'. odcinamy czworo$cian M DKF'.
Przekatna to AK. Przekatna to AK.
E E
K K
F ‘\ ' \
" B T/
¢ c

A

Przyjmujemy oznaczenia:

k: liczba krawedzi wieloscianu,

w: liczba wierzcholtkéw,

wy: liczba wierzchotkéw, w ktérych schodzi sie n krawedzi,
s: liczba $cian,

Sp: liczba $cian n-katnych.

Zestawienie parametrow trzech wielo$cianow wypuklych z jedna przekatna.

przyktad | w | ws | wy | kK | s | s3 | s4 | 85
1 5| 2 3 6
2 6 4 2 10| 6| 4 2
3 716 1 ]11]16| 3|21
-
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Wielos$ciany wypukle z dwiema przekatnymi

Przyktad 4

Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworo$cian CK LF'.
Przekatne to KE i LD.

Przykltad 7
Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany CALF

i DMFEK. Przekatne to KA i LD.

K _E

U
: A

Przyktad 10
Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany CDLF

i DMEK. Przekatne to KA i LA.

B

k \
A

Przyktad 11
Od graniastoshupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany NDLF

i DMEK. Przekatne to KA i LA.
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Przyktad 5

Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworoscian CKLM.
Przekatne to KE i LD.

Przyktad 6

Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany CALF

i DBEK. Przekatne to KA i LD.

E K _E

)1

F F ‘
M L / B 1 B
<% ‘ \
A A
Przyktad 8 Przyktad 9

Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany CALN
i DMFEK. Przekatne to KA i LD.

Od graniastostupa tréjkatnego
odcinamy czworosciany CDLF
i DBEK. Przekatne to KA i LA.
E

. / ‘1

K _.E

)V

B

A

Ponizej zestawienie parametréw oémiu wieloécianéw wypuktych
z dwiema przekatnymi.

Typ X to taki wieloécian, ze dwie jego przekatne nie maja wspdlnego
wierzchotka, typ V to taki wieloscian, ze dwie jego przekatne maja
wspolny wierzchotek.

przyklad | w | ws | wy | ws | kK | s | s3 | s4a | 55| s6 | typ
4 716 1 11|16| 2 | 4 X
5 8 | 8 12 16| 2| 2|2 X
6 6 | 2 4 111 7] 6 |1 X
7 7| 4 3 12 | 7|5 |1 |1 X
8 8| 6 2 13| 7| 4| 2 1 X
9 6 | 3 2 1 11|76 |1 \Y
10 715 1 1112|1715 | 1|1 \Y
11 8| 7 1 113|714 | 2 1 \Y
?




* Narodowe Centrum Badan Jadrowych
w Warszawie

Redaktor Delty w latach 19972018, z-ca
redaktora naczelnego w latach
2000-2010.

Odkryj
wiasng
egzoplanete

Delta, luty 2014

Delta, marzec 2015

Dementi Piotr ZALEWSKI*

Poglad, jakoby utworzenie miesiecznika Delta (1973) bylo reakcja na odkrycie

pradéw neutralnych (1973), nie znalazt potwierdzenia. Pozornie nie ma w tym

nic zaskakujacego. Niewielu to wydarzenie naukowe w ogdle docenilo, a jeszcze
mniej uznalo za przetom. Dlaczego wigc napisalem ,,pozornie” i co to sa prady
neutralne? Wyjaénijmy to sprawnie, ale po kolei.

Przewidywanie istnienia pradéw neutralnych jest konsekwencja potraktowania
na serio jednoczesnie wzglednosci i kwantow. Jako pierwszy zrobil to Paul Dirac
prawie p6l wieku wezesniej (1928). Zrobil, ale nie od razu uwierzyl w to, co
zrobil.

Na kartce papieru odkryt spin poléwkowy (bez ktérego nie byloby ani chemii,
ani nas) i antymaterie (wtedy, chwilowo, nie wiadomo, do czego potrzebna). ..
i nie potraktowal tego calkiem serio. Dopiero odkrycie pozytonu (antyczastki
elektronu, 1932) uwolnito odpowiednia atencje.

Kolejnym (w telegraficznym skrécie) doswiadczalnym bodZzcem bylo
zmierzenie nieprzewidywanej przez (samo) réwnanie Diraca réznicy pozioméw
energetycznych atomu wodoru, nazwanej przesunieciern Lamba (1947).
Wyjaénienie wymagalo uznania dynamicznej natury prézni ujawniajacej sie
przy skali rzedu masy elektronu, czyli 1071 cm. To przy okazji rozwigzywalo
problem potencjalnie nieskoriczonej energii pola elektrycznego czastek
natadowanych. W miejsce nieskonczonosci kreowaly si¢ pary czastka-antyczastka
(po to jest antymateria). Otworzylto to droge do elektrodynamiki kwantowej,
czyli pierwszej kompletnej teorii o nieustalonej liczbie czastek, w ktérej
noénikiem oddziatywan jest foton, bedacy ,lokalna kwantowa reakcja
czasoprzestrzeni” na obecnosé ladunkéw elektrycznych.

Worek z czastkami (uznawanymi wtedy za elementarne) rozwiazal sie¢ w latach
piecdziesiatych. Do pewnego stopnia niezaleznie obserwowano przemiany jednych
czastek w inne ,spokrewnione”, ze zmiana tadunku o jednostke (tzw. prady
natadowane). ,Niecheé¢” do takich przemian zaczela byé¢ wyjasniana przez
postulowana bardzo duza mase (dwéch przeciwnie natadowanych) nosnikéw
takiego ,;slabego oddzialywania”, odpowiadajaca za jego ,krétkozasiegowosc”
(rzedu 10717 cm).

W 1967 roku Steven Weinberg zaproponowal wspdlny opis oddziatywania
elektromagnetycznego i stabego. Wymagato to zapostulowania dodatkowego
neutralnego no$nika oddzialywania stabego, ktory mial mieszaé si¢

z proto-fotonem, dajac bezmasowy foton i masywny (dzieki mechanizmowi
Brouta-Englerta-Higgsa) bozon Z°. Propozycja byta nietrywialna. Wkrétce
okazalo sie jednak (zgodnie z przypuszczeniem Weinberga), ze taka teoria
pozwala na precyzyjne rachunki (jest renormalizowalna) i mozna w nia
wlaczyé oddzialywania silne (czyli opisaé cala odkrywana menazerie czastek
oddzialujacych silnie, jak np. nukleony).

Jej pierwszym przewidywaniem bylo wtasnie istnienie pradéw neutralnych
(oddzialywanie slabe bez zmiany tadunku) przenoszonych przez Z°. I to wlaénie
odkryto, obserwujac oddzialywanie neutrin i anty-neutrin mionowych w komorze
pecherzykowej Gargamelle w CERN w 1973 roku. Tak narodzit sie model
standardowy, swiadkiem konstytuowania i potwierdzania ktorego byla Delta.

Jest to najbardziej precyzyjny opis zjawisk, jaki udalo sie ludzkosci opracowaé
(zgodnosé z pomiarami nawet do 12. dziesietnego miejsca znaczacego). Jest

to czysto matematyczna konsekwencja skoriczonej predkosci przekazywania
informacji oraz niezerowej wartoéci stalej Plancka. Model standardowy,
opierajacy sie na obserwowanych symetriach oraz mierzonych tadunkach

i masach, przewiduje cala reszte.

Weinbergowi przypisywane jest powiedzenie, ze do zajmowania sie fizyka
potrzebne sa tylko trzy rzeczy: matematyka, matematyka i jeszcze raz
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Symetria CP oznacza zlozenie sprze¢zenia
tadunkowego C (zamiana czastek na
antyczastki) i odbicia przestrzennego P.
Naruszenie symetrii oznacza, ze

w pewnych doswiadczeniach uktad
poddany dzialaniu symetrii zachowuje si¢
inaczej od wyjsciowego ukladu.

*

)

Czy kazdy problem
da sie rozwiqzaé?

Delta, pazdziernik 2016

O odkryciu przyspieszenia tempa
ekspansji Wszechs§wiata pisal w A%g
Mateusz Iskrzynski.

Delta, luty 2017

matematyka. .. Poglad, ktérego redakcja Delty moze sie i wstydzi, ale raczej
nie wypiera.

W miesigczniku mamy jeszcze astronomie i informatyke, ale o tym za chwile.

Pierwsze dziesieé¢ lat Delty przypadlo na ugruntowanie sie modelu
standardowego. Potrzebny byl czwarty kwark: zostal odkryty. Potrzebna

byta trzecia rodzina fermionéw (do wyjaénienia naruszenia CP): odkryto

kwark piekny oraz lepton tau. Przydaltoby sie bezposrednio zaobserwowaé
masywne bozony posredniczace: dokonano tego, gdy tylko udato sie zmajstrowaé
odpowiednio potezne urzadzenie (CERN, 1983).

Nastepna dekada (doswiadczalnej fizyki czastek) zostala naznaczona
przygotowaniem i realizacja dokladnego badania Z° (gléwnie) w akceleratorze
LEP (ang.: Large Electron Positron collider). Na poczatek (lata
dziewigédziesiate) wykazano, ze rodziny czastek materii z prawie bezmasowymi
neutrinami sg tylko trzy. Natomiast precyzyjne pomiary pozwolilty na doktadne
oszacowanie masy ostatniej brakujacej w tych trzech rodzinach czastki (kwarku
top) na okolo 180 mas protonu albo liczbe masowa tantalu. Dokladnie taki
kwark top dostrzezono w Tevatronie w 1994 roku (poczatkowo tylko garsé
przypadkow, ktore bez wsparcia doktadnych pomiaréw prawdopodobnie w ogdle
nie zostalyby zaraportowane juz w 1994 roku).

W ten sposéb w modelu standardowym pozostal juz do odkrycia tylko bozon
Higgsa zwiazany z naruszeniem symetrii elektrostabej generujacym masy czastek.
Odkrycie topu ograniczylo spodziewana mase bozonu Higgsa do wartosci
niewiele wiekszej od masy samego topu.

I wreszcie zaczelo sie co$ jeszcze ciekawszego. Najpierw przywolajmy
astronomie w postaci astrofizyki, czy tez kosmologii, bo wlasnie tam mialo sie
wydarzy¢ co$ nieoczekiwanego. W 1998 roku, w pomyslowy sposéb badajac
populacje supernowych IA, bedacych §wiecami standardowymi w odlegtosciach
kosmologicznych, odkryto przyspieszanie tempa ekspansji Wszech$wiata.

W polaczeniu z doktadnymi pomiarami reliktowego promieniowania tla
(np. wyniki WMAP opublikowane przy okazji trzydziestolecia Delty) pozwolity
wyznaczy¢ gestosé energii fluktuacji prézni na okoto 10~3eV /mm3.

Co w tym ciekawego? Potraktowanie na serio czasoprzestrzeni daje oszacowanie
wartosci tej gestosci energii tym wieksze, im mniejszy rozpatrujemy obszar,

a poniewaz potencjalnie najmniejszym fizycznie dostepnym obszarem jest
komorka o rozmiarach dlugoéci Plancka (préba dokladniejszego sprawdzania
skoriczylaby sie utworzeniem czarnej dziury), to gesto$¢ energii prézni powinna
by¢ rzedu masy Plancka, czyli 120 rzedéw wielkosci wieksza niz obserwowana.
Dopdki jej nie zmierzono, to liczono na jakis nieznany mechanizm dokladnie
niwelujacy gestos¢ energii prézni. Jednak szansa na uzyskanie wyniku, ktéry
wyzeruje 120 cyfr znaczacych, ale zostawi 121, wydaje sie bardzo mala.

Jeden taki problem juz sie rozwiazal poprzez odkrycie antymaterii przy
10~ c¢m. Natomiast ten problem sugeruje co$ nowego przy odlegtoéciach rzedu
milimetra — tylko nic takiego nie widaé!

Ale to nie koniec. Do naruszania symetrii elektrostabej trzeba uzyé czego$
pozbawionego spinu. A cos$ takiego, jezeli nie jest dodatkowo chronione, réwniez
zasysa poprawki rzedu masy Plancka.

Czyli powinniSmy oczekiwaé czegos nowego, co ustabilizuje mase bozonu Higgsa
przy skali elektrostabej (10717 c¢m). Jaka to energia? Taka, jaka juz byla
dostepna w LEP — tylko tam nic przeciez nie znalezlidmy.

Ten ,,problem hierarchii”, a doktadniej oczekiwanie jego rozwiazania poprzez
odkrycie czego$ nowego przy skali naruszenia symetrii elektrostabej, byl jednym
z gtéwnych argumentéw przy planowaniu i zatwierdzaniu LHC, czyli wielkiego
zderzacza hadronéw, ktory zbudowano w tunelu LEP w CERN.
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Rozwigzanie zadania F 1086.
Zgodnie z modelem Bohra energie stanéw
elektronu poruszajacego sie wokoét jadra
atomowego o tadunku Z opisuje wzér:
2

En =— ) Enq,
przy czym n = 1,2,3,... oznacza numer
tzw. powloki elektronowej. Poza liczbg n
stany elektronu charakteryzuja jeszcze
liczby: spinowa s = 41/2, orbitalnego
momentu pedu !l =0,1,...,n — 1 oraz
liczba kwantowa m przyjmujaca wartosci
catkowite od —I do [l. Stan opisany
jednym zestawem wartosci liczb n,l, m, s
moze by¢ obsadzony tylko przez jeden
elektron (zakaz Pauliego). W najprostszej
wersji modelu energia stanu zalezy tylko

od wartoéci n zgodnie z podanym wzorem.

Kolejnym energiom odpowiadaja
nastepujace liczby stanéw: n = 1 to

2 stany, n = 2 — 8 stanéw,

n = 3 — 18 stanéw itd. Dotychczas
opisywali$my stany pojedynczego
elektronu. Atom azotu ma jednak

7 elektronéw. W obliczeniach energii
nalezy wiec uwzgledni¢ takze energie
wzajemnego oddzialywania elektronéw.
Uczynimy to w sposéb bardzo
uproszczony. Bedziemy budowali atom,
dodajac krok po kroku elektrony
zapelniajace kolejne powtoki n i po
kazdym kroku obliczajac energie
obsadzanego stanu dla liczby Z
zmniejszonej o 1 — przyblizenie: kolejny
elektron porusza si¢ w polu tadunku
punktowego réwnego sumie tadunku jadra
i juz zwigzanych elektronéw. Dla azotu
mamy 2 elektrony w powloce n =1

i 5 w powloce n = 2. Energia elektronéow
wynosi wiec:

4

Liczbowo: F &~ —1343 eV. Calkowita
jonizacja atomu azotu wymaga

254164+9+4+1
E=—F (49+36+$)4

dostarczenia energii réwnej —FE = 1343 eV.

Przyblizenie jest bardzo dobre —
zmierzona warto$¢ wynosi 1486 eV.
Zaproponowane tu przyblizenie dla
atomow lekkich daje wartosci réwne okoto
90% warto$ci dokladnych (od 85% dla
helu do 91% dla argonu).
Niedoszacowanie energii wynika z faktu,
ze dla kolejnych elektronéw tadunek juz
zwigzany nie jest tadunkiem punktowym.

Delta, pazdziernik 2018

Podniesienie energii , efektywnie, o rzad wielkosci oraz zmiana na zderzacz
hadronowy (przeszukujacy caly zakres energii zamiast jednej dobranej)
powodowaly, ze bozon Higgsa nie mial juz gdzie sie chowaé. Ale obiecywano
(nie tylko sobie) odkrycie tzw. nowej fizyki, ktora nie pokazala sie

w akceleratorze LEP.

Najciekawsza (jednak daleko niejedyna) mozliwoscia, na ktéra liczono, bylo
wykorzystanie przez Nature ostatniej oryginalnej rzeczy, ktéra mogtaby ona
zrobié, a czego jeszcze nie zaobserwowalismy. Chodzi o supersymetrie, ktora
kazdej czastce kooptuje wzbudzenie o komplementarnym spinie (poprzez kolejny,
antysymetryczny tym razem, nowy dyskretny wymiar). Jezeli taka symetria

nie jest naruszona, to wktady do masy bozonu Higgsa si¢ kasuja. W dodatku
najlzejsze takie wzbudzenie byloby stabilne, wiec bytoby swietnym kandydatem
na czastke ciemnej materii, ktorej domaga sie kosmologia. A zupelnie niezaleznie,
aby w trakcie ewolucji Wszechéwiata wytworzyto sie odpowiednio duzo ciemnej
materii, odpowiadajaca za nig czgstka powinna mie¢ mase tez w okolicach

skali 1077 cm.

Akcelerator LHC mial byé¢ uruchomiony tuz po trzydziestych urodzinach Delty,
ale budowa (LHC wraz z detektorami) trwala pigé lat dluzej.

Trzy scenariusze byly mozliwe.

»Medialny”: LHC odkrywa bozon Higgsa i ,,nowa fizyke”, ktéra uzasadnia jego
mase.

»Kryzysowy”: LHC niczego nie odkrywa — trzeba zaczaé¢ wymyslac¢ fizyke czastek
od zera (wyjasniajac przy okazji, dlaczego model standardowy daje tak dobre
przewidywania pomimo braku bozonu Higgsa).

»<Powazny”: LHC odkrywa ,tylko” bozon Higgsa, ale niczego wyjadniajacego jego
niska, w poréwnaniu do skali Plancka, mase.

Przy okazji czterdziestolecia Delty przyznano Nagrode Nobla za wymy$lenie
bozonu Higgsa, dzigki temu, ze tak wygladajaca czastke odkryliSmy w LHC.

Ostatecznie, musieliSmy samym sobie przyznaé, ze scenariusz ,medialny”, jezeli
w ogdble byl mozliwy, to najpdézniej w LEP-ie. Odkrycie nowej fizyki w LHC

i tak wymagaltoby precyzyjnego dostrojenia w celu wyjasnienia masy bozonu
Higgsa. Inaczej mdéwiac, nieprofesjonalne bylo argumentowanie, ze masa Higgsa
nie powinna podlega¢ dostrojeniu, skoro gestos¢ energii prozni i tak musi by¢
dostrojona rzedy wielkoSci doktadniej.

Dlaczego musi? Bo gdyby byta choé rzad wielkoéci wigksza, to nasz Wszechswiat
bylby pusty, a wiec nie powstaliby$my, zeby sie mu dziwowaé. Zreszta z masa
Higgsa jest podobnie. Jakby troche ja zwiekszyé, to z pierwiastkéw ,,mielibySmy’
tylko wodér (choé¢ tu mozna by jeszcze innymi parametrami pokrecié, zeby
pierwiastki prébowaé uratowad).

Y

LHC ma dzialaé jeszcze do (mniej wiecej) szesédziesieciolecia Delty. Zwiekszana
bedzie $wietlnosé, czyli liczba elementarnych zderzen na jednostke czasu. Czy
co$ nowego uda nam sie wyltowi¢? Nie wiadomo, ale z kazda kolejna probka
przeanalizowanych danych jest to coraz mniej prawdopodobne.

Jednoczeénie ciekawe jest np. to, ze najmniej podstrojona wersja supersymetrii
(tzw. Minimal Split SUSY) nie jest wykluczona, a przewiduje czastki o masach
tuz za granica dostepnosci w LHC (oraz taka mase Higgsa jak obseriowowana).
Ma dobra kandydatke na czastke ciemnej materii, i to taka, ktéra wyjasnia
fiasko préb jej tzw. bezposredniej detekeji (komplementarny do LHC sposéb
poszukiwan rozwijajacy sie na duza skale). Nie wiadomo, czy ludzkosé da sie
przekona¢ do zafundowania nastepcy LHC, a jak bedzie zwlekaé, to juz moze nie
by¢ kim budowac.

Podsumowujac, potwiecze Delty odpowiada polwieczu traktowania na serio
polaczenia wzglednoéci i kwantow w spdjny matematyczny model zwany
modelem standardowym. On juz z nami zostanie na zawsze. Pdjscie dalej
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Klub 44 M
1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
861 (WT =1,93) i 862 (WT = 2,64)
z numeru 5/2023

Michal Adamaszek  Kopenhaga 48,47
Radostaw Kujawa Wroctaw 43,57
Pawel Najman Krakéw 43,16
Adam Woryna Ruda SI. 40,91
Janusz Fiett Warszawa 38,18
Marek Spychata ‘Warszawa 36,43
Pawel Kubit Krakéw 36,11
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor Olsztyn 35,26
Jerzy Cisto ‘Wroctaw 32,97

Pan Michal Adamaszek pokonal byt
prég 44 p. (po raz siédmy) dokladnie rok
wczesniej 1 od tego czasu nie stracit

w zadnej serii ani utamka punktu! Teraz
mija 44 po raz 6smy.

Termin nadsylania rozwigzan: 29 II 2024

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
758 (WT = 1,75), 759 (WT = 2,95)

z numeru 5/2023

Tomasz Rudny Poznan 43,41
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-40,56
Jacek Konieczny Poznan 38,28
Tomasz Wietecha Tarnéw  16-33,11
Konrad Kapcia Poznan 2-31,17

Ryszard Baniewicz Witoctawek 1-24,97
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-20,05
Pawel Perkowski Ozaréw 5-16,52

Klub 44 F

wymaga potraktowania matematyki jeszcze bardziej serio. Mozna powiedziec,
ze trzeba choé¢ troche cofnaé sie do ,,proto-matematyki” (czyli informatyki?).

Drogowskazami pozostaja takie proste stwierdzenia jak 2 # 3 (liczba spinowych
stopni swobody bozonu bezmasowego i masowego). Jezeli ograniczymy sie

(z koniecznosci lub wyboru) do kartki papieru, to trzeba bedzie zrezygnowaé

z czasoprzestrzeni (bo nie da sie stawiaé pytan czasoprzestrzeni przy

skali Plancka). Czasoprzestrzen powinna pojawi¢ sie (na tej kartce) jako
niskoeneregtyczny przejaw prostych przeksztalcen, np. permutacji. Jeszcze
tylko nie mamy pewnosci, co trzeba permutowaé (oprécz pewnosci, ze trudno
to bedzie ogarnaé¢ nawet wyéwiczonym umyslem). Matematyka, ktéra moze
postuzyé do jeszcze glebszego opisu $wiata, jest przydatna dopiero do odkrycia
lub u$wiadomienia.

Tematow wystarczy na tysiaclecia Delty. Oby tylko wystarczyto Czytelnikdw
i Autoréw.

Zadania z matematyki nr 871, 872
Redaguje Marcin E. KUCZMA, od 1980 roku

871. Dana jest liczba catkowita parzysta n > 0.

(a) Dowiesé, ze w przedziale [n+1, 2n+1] zawiera sie n-elementowy zbiér liczb
catkowitych M taki, ze zaden jego element nie jest dzielnikiem sumy wszystkich
liczb zbioru M.

(b) Wyjasnié, czy zawsze istnieja (w tym przedziale) co najmniej dwa rézne
zbiory n-elementowe o powyzszych wlasnosciach.

872. Wielomiany W7, ..., W,, (jednej zmiennej), stopni dodatnich, maja dodatnie
wspoltezynniki catkowite. Wykazaé, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych
n > 0 wartosci Wi (n),..., Wp(n) sa jednoczesnie liczbami zlozonymi.

Zadanie 872 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktora przystal pan
Witold Bednarek z Y.odzi.

Zadania z fizyki nr 768, 769
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA, od 2012 roku

768. Otwarta z dwbch stron rurka v

w ksztalcie litery U porusza sie

z predkoscia v réwnolegle do powierzchni C s
cieczy (rys. 1). Przekrdj zanurzonej w cieczy (

dolnej czesci rurki wynosi Sp, a gérnej, D o

znajdujacej sie nad ciecza, jest réwny Ss.
Jaka sita zewnetrzna dziala na rurke

w kierunku poziomym? Tarcie i powstawanie
fal nalezy zaniedbaé. Gestosé cieczy

wynosi p. K

Rys. 1

769. W uktadzie przedstawionym na
rysunku 2 na poczatku wszystkie klucze sa Cay Ko
otwarte, a kondensatory o pojemnoéciach C o ——
i C nienatadowane. Klucze K7 i K3 zostaly N

zamkniete i po ustaleniu réwnowagi otwarte, Ks €
po czym zamkniety zostal klucz Ks. Znalezé
napiecie koncowe na kondensatorze C. Sita
elektromotoryczna baterii wynosi £.

Rys. 2
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Doba ksigzycowa jest réwna miesigcowi
synodycznemu, czyli okresowi pomigdzy
kolejnymi pelniami Ksiezyca widzianymi
z Ziemi, i wynosi okolo 29,5 ziemskiego
dnia.

F. Civilini i in., ,Thermal Moonquake
Characterization and Cataloging Using
Frequency-Based Algorithms and
Stochastic Gradient Descent”, Journal of
Geophysical Research: Planets (2023).

Niebo w grudniu

Prosto z nieba: Co trzesie Ksiezycem?

Ksiezyc ma mase okolo 1/80 masy Ziemi i jest od niej oddalony o $rednio
384 tys. km, czyli 60 razy tyle co promien Ziemi, wynoszacy Srednio 6370 km.
Przy zachowaniu proporcji uklad Ziemia-Ksiezyc wyglada mniej wigcej tak:

O .
W odréznieniu od Ziemi Ksiezyc nie wykazuje aktywnosci wulkanicznej ani
ruchomych plyt tektonicznych. Wiemy jednak, ze struktura wewnetrzna Ksiezyca
jest niejednorodna; sktada sie on z geochemicznie odrebnej skorupy, ptaszcza i jadra.
Jadro jest niewielkie (promieri okoto 350 km, przy promieniu Ksiezyca 1750 km),
co oznacza, ze jest duzo mniejsze niz na przyklad ziemskie, ktére zaczyna sie okoto
2900 km pod powierzchnia (promien Ziemi to okoto 6350 km). Struktura ta powstata
w wyniku frakcyjnej krystalizacji oceanu magmy wkrétce po uformowaniu sie uktadu
Ziemia-Ksiezyc, okoto 4,5 miliarda lat temu.

W latach 70. w ramach projektu Lunar Seismic Profiling Experiment (LSPE)
astronauci misji Apollo 17 umiescili na Ksigzycu zestaw trzech sejsmometréw
(geofondéw). Zbieraly one dane przez okres oSmiu miesiecy, od pazdziernika

1976 roku do maja 1977 roku. Okazuje si¢, ze mimo braku wyrafinowanej struktury
wewnetrznej Ksigzyc wykazuje sie¢ wewnetrzna aktywnoscia. Bez atmosfery, ktéra
by go izolowata, Ksiezyc doswiadcza drastycznych wahan temperatury, od 120°C
w ksiezycowe ,poludnie” do —120°C w nocy. Te ekstremalne wahania powoduja,
ze powierzchnia Ksiezyca rozszerza sie, gdy jest goraco, i kurczy, gdy jest zimno,
a ruch ten prowadzi do niewielkich wstrzaséw i peknieé zewnetrznych warstw,
ktore prowadza do termicznych trzesien Ksiezyca.

Dane LSPE zostaly niedawno przeanalizowane przez geofizykéw z Kalifornijskiego
Instytutu Technicznego. Wyniki wskazujg na to, ze oprocz oczekiwanych
termicznych trzesien globu w danych znajduja sie jeszcze dodatkowe,
niespodziewane sygnaly, ktére wystepuja podczas ksiezycowych porankéw.
Niezwykle regularne — wystepujace co 5—6 minut przez okres paru godzin

po wschodzie Stoiica — minitrzesienia sa w istocie wynikiem rozgrzewania sie

w promieniach Slorica pozostalej na powierzchni czesci ladownika ksiezycowego,
od ktoérej oddzielil sie wracajacy na Ziemie statek z astronautami.

Zrozumienie aktywnosci ksiezycowej jest wazne, poniewaz w przeciagu kilku

lat na powierzchni Ksiezyca wyladuja astronauci w ramach misji Artemis, by
ostatecznie zalozy¢ baze ksiezycowa. Termiczne trzesienia ksiezyca, choé¢ zbyt
matle, aby mogtly by¢ odczuwalne, sa istotne, poniewaz dostarczaja wskazdwek
na temat proceséw zachodzacych na powierzchni Ksiezyca, w tym budowy
krateréw i ksiezycowej ,,gleby”. To z kolei ma znaczenie dla planéw umieszczania
na Ksiezycu réznego typu aparatury badawczej, np. duzych teleskopow.

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wlochy
Redaktor Delty od roku 2011.

Stonce zajmuje najnizsze potozenie na niebie w ciggu
roku, gérujac w §rodkowej Polsce na wysokosci

okoto 15°. Jak co roku, 13 grudnia nastepuje
najwczesniejszy zachdd Stonca i w kolejnych dniach
zmierzch nastepuje coraz pézniej. Rano jednak Stonce
wschodzi nadal coraz pdzniej i odstep pomiedzy
kolejnymi jego wschodami jest wiekszy niz miedzy
zachodami, stad dzien sie skraca az do przesilenia
zimowego, ktére w tym roku wypada 22 grudnia

o godzinie 4:27 naszego czasu. Najpézniejszy wschod
Stonca natomiast ma miejsce 30 grudnia.

Na poczatku miesigca nachylenie ekliptyki wieczorem
jest jeszcze stabe, co przetozy sie na praktyczny brak

mozliwosci obserwacji Merkurego po zmierzchu, mimo
tego ze 4 grudnia planeta osiagnie swoja maksymalna
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elongacje wschodnia, przekraczajaca 21°. Wedruje
jednak pod ekliptyka i dlatego zachodzi mniej wiecej
godzine po Stoncu, zanim jeszcze niebo odpowiednio sig
Sciemni.

Grudzien réwniez zacznie si¢ dobra widocznoscia
Ksiezyca na niebie porannym. Pierwszego dnia
miesigca jego tarcza w fazie 85% zajmie pozycje 2°

od Polluksa w Bliznietach i przetnie poludnik lokalny
okolo godziny 3, na wysokoéci 65°. 4 grudnia Ksiezyc
w fazie 60% przejdzie 3° nad Regulusem, a dobe pdzniej
osiagnie ostatniag kwadre, $wiecac dalej na tle Lwa.

W kolejnych dobach jego sierp stanie si¢ coraz cienszy,
zdazajac ku nowiu 13 grudnia tuz po pdélnocy naszego
czasu. Po drodze Srebrny Glob cztery kolejne poranki
spedzi na tle gwiazdozbioru Panny, gdzie w nocy



z 6 na 7 grudnia w fazie 33% zakryje jasniejsza od 4™
gwiazde Zaniah (n Vir). Tarcza Ksiezyca pokaze sie na
niebie niewiele przed péinoca, a wspomniana gwiazda
zniknie za jej jasnym brzegiem okolo godziny 1:50, by
godzine pdzniej pojawié sie ponownie po drugiej stronie.

Poranek 8 grudnia zastanie Srebrny Glob w sierpie
zwezonym do 23% mniej wiecej 6° nad Spika, najjasniejsza
gwiazda Panny, 24 godziny pdzniej jego sierp zaprezentuje
faze 15%, docierajac na pozycje 5° na prawo od Wenus.
Druga planeta od Stonica w grudniu pokona na niebie 35°,
zaczynajac miesiac 4,5° od Spiki i konczac 2° od gwiazdy
Graffias, czyli 8 Skorpiona, ktéra jest szerokim ukladem
podwdjnym, widocznym juz w lornetkach. Tutaj dwie
gwiazdy o jasnoSciach +2,6™ i +4,9™ dzieli dystans 14",
czyli tak samo jak u Mizara w Wielkim Wozie, tylko

z troszke stabszymi skladnikami. Przez caly miesiac
tarcza Wenus zmniejszy jasnosé¢ od —4,2™ do —4,1™

i $rednice z 17" do 14", zwigkszy za to faze z 68% do 78%.

18 grudnia planeta przejdzie 2° na péinoc od Zuben
Elgenubi, czyli drugiej co do jasnosci, ale oznaczanej na
mapach nieba grecka litera «, gwiazdy Wagi.

10 grudnia o stopien dalej, lecz na potudnie od Zuben
Elgenubi znajdzie si¢ bardzo cienki juz sierp Ksiezyca
w fazie 8%. Tarcze Srebrnego Globu mozna jeszcze
probowaé dostrzec o $wicie 11 grudnia, gdy w fazie 4%
wzejdzie on okolo godziny 6, a 45 minut p6zniej
wzniesie si¢ na wysoko$¢ 4°. Wspomniana wyzej
gwiazda Graffias znajdzie sie 7° na lewo od tarczy
Ksiezyca, lecz do jej dostrzezenia niezbedne moga
okazaé sie lornetka lub teleskop.

Grudniowy néw Ksiezyca bardzo dobrze zbiega sig

z maksimum aktywnosci corocznego roju meteoréw
Geminidow. Ich radiant znajduje sie jakie$ 2° na
péinocny zachéd od Kastora, drugiej co do jasnosci
gwiazdy Blizniat. Geminidy promieniuja od 4 do

17 grudnia, z maksimum 14 dnia miesiaca, gdy mozna
sie spodziewa¢ nawet 150 zjawisk na godzine. Geminidy
sa widoczne przez cala noc, a ich radiant géruje okoto
godziny 2 na wysokosci prawie 70°. Sa to do$¢ wolne
meteory, ich predkosé zderzenia z nasza atmosfera
wynosi 35 km/s.

Na niebie wieczornym dobrze mozna obserwowaé cztery
planety Ukladu Stonecznego. Nizej i blizej zachodniej
czesci nieba znajduje sie Saturn z Neptunem, ktére
dzieli dystans okoto 22°. Wyzej i bardziej po stronie
wschodniej znajduje sie Jowisz z Uranem, odlegte od
siebie o mniej wiecej 14°. Do konica miesiaca wszystkie
planety odwiedzi Srebrny Glob dazacy do pelni. Ksiezyc
zacznie pojawia¢ sie o zmierzchu od 15 grudnia, gdy

o godzinie 16:30 zajmie pozycje na wysokosci 6° nad
poludniowo-zachodnia czedcia firmamentu, prezentujac
tarcze w fazie 9%. Dobe pdzniej o tej samej porze jego
faza zwickszy si¢ do 16%, wzrosnie réwniez wysoko$é
nad widnokregiem do 17°.

17 i 18 grudnia Ksiezyc spotka si¢ z planeta Saturn.
Najpierw pokaze sie 6° pod nia, a nastepnie 10° na
wschéd od niej, w fazie, odpowiednio, 26% i 37%.
Planeta w grudniu pokona 2° na tle gwiazdozbioru
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Wodnika, a 12 dnia miesiaca minie w odleglosci 20
gwiazde 5. wielkosci 42 Aqr. Blask samej planety
spadnie w grudniu do +0,9™, przy $rednicy tarczy 16”.
Saturn géruje jakie$ 45 minut po zachodzie Storica

i znika z niebosklonu okoto godziny 21.

19 grudnia przypada I kwadra Ksiezyca, ktéry spotka sie
wtedy z Neptunem, mijajac te planete w odlegtosci 2°.
Neptun na poczatku miesiaca zmieni kierunek swojego
ruchu na prosty, zawracajac na granicy miedzy Rybami
i Wodnikiem, niecale 1,5° na zachéd od $wiecacej

z jasno$cia obserwowang +5,5™ gwiazdy 20 Psc.

W grudniu planeta $wieci blaskiem +7,9™ i do jej
dostrzezenia potrzebna jest lornetka. Okoto godziny 18
Neptun goéruje 10° wyzej od Saturna.

Jowisz z Uranem sa miesiac po opozycji i sa widoczne
prawie przez cala noc na tle gwiazdozbioru Barana. Jowisz
przecina poltudnik lokalny po godzinie 20, a Uran mniej
niz godzing pézniej. Obie planety przekraczaja wtedy
wysokosé 50°. Ostatniego dnia grudnia jasniejsza z planet
zmieni kierunek ruchu na prosty. Przez caly miesiac jej
jasnos$é spadnie z —2,8™ do —2,6™, tarcza zas zmniejszy
$rednice z 48" do 44”. Uran $wieci z jasnoscia +5,7™ i do
jego dostrzezenia przyda si¢ lornetka.

W dniach 22 i 23 grudnia te pare planet odwiedzi
Ksiezyc. Pierwszego z wymienionych dni naturalny
satelita Ziemi w fazie 81% zajmie pozycje 4° na
péinocny wschéd od Jowisza, dobe pdzniej natomiast
przesunie sie na pozycje takze 4° na potlnocny wschod,
ale od Urana. Zwiekszy przy tym faze do 88%.
Jednoczesnie zakryje gwiazde 4. wielkosci Botein (& Ari).
Gwiazda zniknie za ciemnym brzegiem ksiezycowej
tarczy okolo godziny 16:30, a zatem na jasnym jeszcze
niebie. Pokaze sie ponownie po jej drugiej stronie jakies
55 minut péznie;j.

27 grudnia Ksiezyc przejdzie przez pelnie, Swiecac
miedzy Bliznigtami, Bykiem i WozZnica. Dwa dni
wczesniej Srebrny Glob utworzy tréjkat rownoramienny
z Plejadami i Aldebaranem w Byku, kolejnej

za$ nocy zblizy sie na 1,5° do El Nath, gwiazdy
wspolnej dla Byka i Woznicy. Mieszkancy pogranicza
brazylijsko-urugwajsko-argentynskiego dostang
mozliwos¢ obserwacji zakrycia tej gwiazdy przez
naszego satelite. Do konica miesiaca warto wspomnieé

o wschodzie Ksiezyca 4° od Polluksa wieczorem

28 grudnia i ponownym zblizeniu na 5° do Regulusa
rankiem 31 dnia miesiaca.

21 grudnia przez opozycje przejdzie planetoida
(4)Westa, czyli najjasniejsza planetoida na naszym
niebie. Tegoroczna opozycja nalezy niestety do
tych matych, i Westa osiagnie jasnosé tylko +6,4™.
Planetoida kresli swoja trajektorie na pograniczu
Oriona, Blizniat i Byka. 15 grudnia Westa zblizy
si¢ na 9’ do jasniejszej od 5™ gwiazdy x2 Ori, 8 dni
pOZniej natomiast przejdzie 22’ od podobnie Swiecacej
gwiazdy x1 Ori.

Ariel MAJCHER

Autor cyklu ,Niebo w...” od roku 2017.
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Po6t wieku oswajania Wszechswiata

Okragte jubileusze sa zawsze dobra okazja do

réznych podsumowan i refleksji. Zwlaszcza gdy, jak
dokumentujemy to w tym numerze, dostojna jubilatka
ma si¢ $wietnie i pelna mlodzienczej werwy nie daje
po sobie poznaé, ze jest nestorka rynku czasopism
popularyzujacych nauke w Polsce. Pozwdélmy sobie
zatem na maly skok w przesztos¢ i zastanowmy sie,
jak w ciagu ostatnich pieciu dekad zmienito sie nasze
wyobrazenie o tym, skad wzial sie Wszechswiat, taki
jakim go obecnie widzimy.

Mikrofalowe promieniowanie tla pozwala nam zajrzeé
gleboko w przesztoé¢ Wszechswiata. Jest to mozliwe
dlatego, ze gdy Wszechswiat byl dostatecznie gesty

i goracy, przemierzajace go fotony miaty dostatecznie
duze energie, by jonizowa¢ atomy wodoru. Wystepowala
wowczas réwnowaga miedzy procesami taczenia sie
elektronéw i protonéw w neutralne atomy wodoru —
czemu towarzyszylto wydzielanie energii w postaci
fotonéw — i jonizacja tych atomow, co wymagato
dostarczenia energii wlasnie w postaci fotondw.

Jednak w pewnym momencie, gdy temperatura
Wszechswiata spadla ponizej pewnej krytycznej wartosci
i tym samym energia fotonéw sie obnizyla, jonizacja

tylko) fizyczne

w praktyce ustala. Nastapita rekombinacja protonéw

i elektronéw. Wszechswiat stal sie przezroczysty dla
promieniowania elektromagnetycznego, ktére, nie
niepokojone oddzialywaniami, mogto juz bez przeszkod
przemierzaé przestrzen. Miliardy lat rozszerzania sie
Wszechéwiata przesunely zakres tego promieniowania

z dalekiego ultrafioletu do podczerwieni, ale poza

tym zachowalo ono pelng informacje o tym, co

dziato sie we Wszechswiecie w chwili, gdy zostalo
wyemitowane. Badajac je, sporzadzamy w istocie
fotografie plasterka Wszech$wiata w ksztalcie ogromne;j
sfery, odpowiadajacej sferze niebieskiej.

Wszyscy wiedza, ze mikrofalowe promieniowanie

tla zostalo odkryte niejako przypadkiem i opisane

w 1964 roku przez Arno Penziasa i Roberta Wilsona
podczas prac badawczo-rozwojowych, ktére — jak sie
okazalo po wielu latach — ostatecznie doprowadzity do
powstania telefonii komérkowej. Mniej znany jest fakt,
ze juz trzy lata pdzniej Ronald Bracewell i E.K. Conklin
zmierzyli udzial poszczegdlnych czestosci fal w tym
promieniowaniu — czyli, méwiac bardziej uczenie, jego
widmo — i stwierdzili, ze odpowiada ono widmu ciata
doskonale czarnego o temperaturze okoto 2,73 K.

Temperatura ta nie jest jednak zupelnie stala na calej powierzchni sfery
niebieskiej. Juz George Gamow w latach czterdziestych XX wieku zauwazyl,
ze fluktuacje kwantowe powinny prowadzi¢ do maltych niejednorodnosci tej

Delta, kwiecien 2021

temperatury i — przez réwnania Einsteina — do matych niejednorodnoéci gestosci
materii we Wszechswiecie. Podobnie jak dZwiek w powietrzu — bedacy przeciez
w istocie réwniez niejednorodnos$ciami gestosci materii i ciSnienia poruszajacymi
sie w okreslonym kierunku — mozemy te pierwotne niejednorodnosci roztozy¢ na
sktadowe o okredlonych czestosciach i rozwazaé ewolucje kazdego z tych ,tonow”
z osobna.

Jeden taki ton ma pewna szczegdlna wlasnoéc. W czasie, jaki uptynatl od
najwczesniejszych chwil Wszech§wiata do momentu emisji mikrofalowego
promieniowania tla, tworzaca ten ton materia zdazylta wykonaé¢ pot oscylacji,
tzn. miejsca gestsze staly sie maksymalnie geste, a miejsca rzadsze —
maksymalnie rozrzedzone. Gestsze znaczy cieplejsze, a rzadsze — chtodniejsze.
Oznacza to, ze w mikrofalowym promieniowaniu tla powinni$émy obserwowaé
przestrzenne korelacje miejsc gestszych i rzadszych na okreélonych skalach
katowych, okolo jednego stopnia.

Zmierzenie tego nie byto jednak takie latwe. Dopiero w 1989 roku w przestrzen
kosmiczna zostal wyslany satelita Cosmic Background Explorer (COBE),
ktory w latach 1992-1996 zebral dane potwierdzajace wzgledne niejednosci
temperatury mikrofalowego promieniowania tla na poziomie 1 do 100 000.

Za to odkrycie przyznano Nagrode Nobla z fizyki — otrzymali ja George Smoot
i John Mather.

Dlaczego jednak skupiaé sie tylko na tym jednym tonie. Przeciez wyzsze
skladowe harmoniczne, tzn. zaburzenia gestosci, ktore wykonaly jedna,
péltorej, dwie itd. oscylacji, takze zostawiaja charakterystyczne korelacje

w przestrzennym rozkladzie temperatury na sferze niebieskiej. Te korelacje
wystepuja na mniejszych skalach katowych, wiec trudniej je zmierzy¢. Dlatego
trzeba bylo czeka¢ do 2002 roku, kiedy to swoja misje rozpoczal amerykanski
satelita Wilkinson Microwave Anisotropy Probe, ktéry od 2003 roku ujawniat
corocznie coraz dokladniejsze pomiary rozkladéw temperatury mikrofalowego

46



: VK

Delta, maj 2022

Delta, maj 2023

Korzystalem m.in. z wykladu
noblowskiego Jamesa Peeblesa.

promieniowania tta. Od 2013 roku palme pierwszenstwa w dokladnoéci przejat
europejski satelita Planck, ktéry wyznaczyl korelacje na skalach do kilku minut
katowych.

Od ¢wieré wieku wiemy zatem, ze we wczesnym Wszech$wiecie wystepowaly
male niejednorodnosci gestosci, co potwierdza liczace sobie 75 lat przewidywania.
Teoria grawitacji przewiduje jednak, ze powinna wystapi¢ w tym przypadku
specyficzna wersja efektu $wietego Mateusza — miejsca, gdzie jest wiecej materii,
wykazuja silniejsze przyciaganie grawitacyjne, i w ten sposob $ciagaja na siebie
jeszcze wiecej materii, co powoduje, ze jeszcze silniej przyciagaja itd. Czy w ten
sposob mogly powstaé¢ obserwowane w dzisiejszym Wszech$wiecie skupiska
materii, takie jak galaktyki i gromady galaktyk?

Taka teze postawili w 1970 roku P.J.E. Peebles i J.T. Yu, ktérzy stwierdzili,
ze dostepna wéwczas wiedza jest zgodna z hipoteza, ze gromady galaktyk

i duze galaktyki powstaly wladnie na skalach katowych zgodnych ze skalami
niejednorodnoéci temperatury mikrofalowego promieniowania tta — ponad
20 lat przed ich obserwacyjnym wykryciem! Innymi slowy, zasugerowali, ze
ten sam mechanizm spowodowal réznice energii fotonéw docierajacych do
nas z rekombinacji i mate niejednorodnosci gestodci, z ktorych wytonilty sie
obserwowane dzi§ we Wszech$wiecie struktury materii.

W fizyce teza teoretyczna jest jednak zazwyczaj niewiele warta, jesli nie da si¢
jej zweryfikowaé empirycznie? Czy mozna jednak stwierdzi¢, co dziato sie we
Wszechéwiecie miliardy lat temu, skoro tych proceséw nie mozna dzi§ powtérzy¢
w kontrolowanych warunkach? Kazdy milo$nik seriali kryminalnych wie, ze
wykrycie sprawcéw przestepstwa nie zawsze wymaga schwytania ztoczyncéw

na goracym uczynku. Dobry detektyw gromadzi i analizuje dane, dazac do
uzyskania niezaleznych potwierdzen swoich hipotez, i w ten sposéb jest w stanie
odtworzy¢ przebieg wydarzen. Dobry fizyk tez.

Pigédziesiat lat temu rozktad materii we Wszechswiecie mozna bylo odtworzy¢
na podstawie katalogéw obserwacji astronomicznych. Mialy one postaé
opastych toméw, w ktore wpisane byly dane dotyczace polozen i wlasnosci
Swiecacych na niebie obiektéw. Nie lada wysitkiem bylo przetworzenie ich

do postaci zrozumialej przez 6wczesne komputery, ktére ulegaly znaczacej
miniaturyzacji — zmniejszaly swoje rozmiary z catych pokojow do pojedynczych
szaf. Groth i Peebles skorzystali z jednego takiego katalogu, zestawionego przez
Shane’a, przeanalizowali statystycznie komputerowo zapisany w nim rozktad
gwiazd i galaktyk na niebie, przedstawili swoje wyniki w formie schematu,

na ktéry naniesione byty pozycje tych obiektéw na niebie, i w 1977 roku byli
gotowi do podtrzymania stwierdzenia o wspélnym pochodzeniu niejednorodnosci
w mikrofalowym promieniowaniu tta i kosmicznych struktur materii. Kolejne
dekady przyniosty nowe obserwacje — niektére z nich zostaly wspomniane
powyzej — i nowe obliczenia. Gwaltowny rozwéj komputeréw pozwolil na

coraz wieksze wyrafinowanie rachunkéw i $ledzenie mozliwych loséw miliardéw
galaktyk dla dowolnie generowanych przez badaczy parametrow opisujacych
Wszechswiat. Wszystkie te badania z coraz wigksza doktadnoscia potwierdzaty
zasadnicza teze o prostej fizyce u podtoza zlozonych struktur. Nic zatem
zaskakujacego, ze James Peebles otrzymat w 2019 roku Nagrode Nobla z fizyki
za badania teoretyczne pozwalajace na zrozumienie proceséw ksztattujacych
Wszechswiat.

W ciagu ostatniego pétwiecza w fizyce teoretycznej, zwlaszcza tej opisujacej
wezesny Wszech$wiat, zmienilo si¢ wiele. Niemalze skonczyl si¢ czas ,,samotnych
wilkéw” nauki; badania prowadzone sa zazwyczaj w wiekszych grupach. Smialo
korzysta sie z coraz potezniejszych komputeréow. I tylko rola dobrych pomystow
czy tez, mowiac bardziej precyzyjnie, dobrych hipotez badawczych sie nie
zmienila. Rewolucyjne idee sa najczesciej bardzo proste i mocno zakorzenione
w doswiadczeniach i obserwacjach.

Krzysztof TURZYNSKI

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
Redaktor Delty w latach 2009-2016; w latach 2010-2016 pelnit funkcje zastepcy redaktora naczelnego.
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Roéznice kwadratéow w réwnaniach diofantycznych

Kacik Poczatkujacego Olimpijczyka
ukazuje si¢ juz przez 10% czasu istnienia
Delty. Z tej okazji Redakcja zyczy jego
Autorowi przekroczenia 50%!
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Bartlomiej BZDEGA

Do klasyki réwnan diofantycznych nalezy nastepujace

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Zadanie. Wyznaczy¢ wszystkie tréojki (a, b, ¢) liczb catkowitych dodatnich spelniajace
réwnoéé 3% 4 4% = 5°.
Tu od razu widaé, ze 4° = (2°)? jest kwadratem liczby naturalnej. Chcieliby$my
uzasadnié, ze 5¢ réwniez jest kwadratem. Wtedy po przeniesieniu 4° na prawa strone
otrzymaliby$my réznice kwadratéw réowng 3%, czyli iloczyn sumy i réznicy, co jest
mozliwe tylko wtedy, gdy oba czynniki sa potegami trojki.
Pamietamy, ze réwno$é mozemy zastapi¢ dowolna kongruencja (ale nie na odwrét!).
Narzuca sie kongruencja modulo 4 lub modulo 3 (bo wtedy znika 4° lub 3%). Pierwsza
z nich pozwala wykazaé, ze a jest parzyste:

(-1)"=3"=344"=5°=1°=1 (mod 4).
To by¢ moze przyda sie potem. Druga na poczatku sprawdza sie zdecydowanie lepiej:

1=1"=4"=3"+4"=5°=(-1)° (mod 3).
Wynika z niej, ze ¢ = 2d dla pewnej liczby catkowitej dodatniej d, a zatem

39 _ e _gb — (5d)2 _ (2b)2 _ (5d n 2b)(5d _ 21)).
7Z tego wnioskujemy, ze
5¢42b =34, 5% _2b =32
przy czym liczby ai i a2 sa calkowite nieujemne oraz a1 + a2 = a i a1 > az. Teraz
dobrym pomystem jest dodanie i odjecie stronami tych dwu réwnosci. Dostaniemy:
2. 5% =3% 4392 = 392(3717%2 4 1),
2Pl — 9. 9P =391 _ 302 — 392(301792 _ 1)

Kazda nich pozwala wywnioskowaé, ze az = 0 (bo lewa strona nie dzieli sie przez 3), wiec
a1 = a. Dalej popracujemy z drugg z nich, ktéra witasnie przybralta postaé b+l =30 _ 1,
Tu warto sobie przypomnieé, ze a jest parzyste. Niech a = 2f. Otrzymujemy:

=32 1 =32 -12 =3 +1)(37 —1).
Liczby 37 4+ 11 3/ — 1 sa zatem potegami dwéjki o wyktadnikach catkowitych
nieujemnych. Réznica tych liczb wynosi 2, a jest tylko jedna para poteg dwdjki o tej
wlasnosci: 4 i 2.
Teraz wystarczy zebraé¢ zniwo tych rozwazan. Mamy oczywiscie f =1, wieca=21ib=2.
Po bezposrednim podstawieniu do réwnania otrzymamy ¢ = 2. Nic dziwnego, bo przeciez
3, 4, 5 to nasza ulubiona tréjka pitagorejska. Poza rozwiazaniem (2,2,2) nie ma zadnych
innych.

Zakoncze dwiema uwagami. Po pierwsze — skad wiadomo, jakie kongruencje beda
dziala¢? Odpowiedz brzmi: zazwyczaj nie wiadomo i trzeba stosowaé¢ metode préb
i bledow. Sg jednak pewne poszlaki. Gdy mamy w rownaniu potege z konkretng,
podstawa i niewiadoma w wyktadniku, to mozna sprébowa¢ modulo podstawa, ale
takze podstawa £1. Na pewno warto prébowaé réznych kongruencji i notowac, co
mozna dzigki nim wykazac.

I po drugie — w roku 1844 Eugeéne Charles Catalan postawit hipoteze, ze 81 9 to
jedyna para kolejnych liczb naturalnych, ktére sa pelnymi potegami (liczbami

postaci a”, w ktérej a,n > 1 sa naturalne). Przypuszczenie to udowodnil Preda
Mihailescu w roku 2002. Dowdd jest dosé¢ zmudny i wymaga zaawansowanych narzedzi
matematycznych. Zachecamy Czytelnika, by na czas rozwigzywania zadan z niniejszego
kacika zapomnial o istnieniu tego twierdzenia.

Zadania

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 2" + 1 jest kwadratem liczby
naturalnej.

2. Niech a > 1 bedzie liczba naturalng nieparzysta, a n liczba catkowita dodatnia.
Dowiesé, ze jesli a™ + 1 jest kwadratem liczby naturalnej, to n = 1.

3. Znalezé wszystkie takie pary (z,y) liczb caltkowitych dodatnich, ze liczba 2% + 5Y jest
kwadratem liczby catkowitej. (63 OM, I etap)

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich (m,n), dla ktérych 2™ + 3™
jest kwadratem liczby naturalnej.

5. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia |20™ — 9™| dla catkowitych dodatnich
liczb n i m. (64 OM, I etap)

6. Dla jakich liczb naturalnych n oba utamki:
dziesietne?

1 . 1 . , e .
n 1 P maja skonczone rozwiniecla
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W konkursie biorg udziat matematyczne, tworcze prace
napisane przez uczniow szkét ponadpodstawowych
oraz podstawowych w klasach 7-8.

Mowigc krotko: nalezy udowodnic cos,

czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!

\ TERMIN ZGLASZANIA PRAC:
ﬂ© 30 KWIETNIA 2024 ROKU

Regulamin konkursu, lista dotychczasowych laureatéw,
p m niektare prace oraz wiele innych przydatnych informacji: T

www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs_prac_uczniowskich Delta.czasopismo
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