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‘Wrzeciono Mosera: 7 wierzchotkéw,
wszystkie krawedzie dlugosci 1

wybuchéw przeplyw materii jest bardzo matly, ale nie mozna go zaniedbaé, gdyz
prowadzi to do niewlasciwych oszacowan parametréw gwiazdy. W szczegdlnosci
w bersterach rentgenowskich tempo przeplywu materii z towarzysza na gwiazde
neutronowsq nie jest stale, lecz zmienia si¢ w zamknietym cyklu, ktérego dtugosé
jest inna dla kazdego obiektu. Zatem do wyznaczania masy i promienia gwiazdy
neutronowej nalezy wybiera¢ obserwacje, gdy tempo akrecji jest najmniejsze, by
zminimalizowa¢ potencjalny wplyw tego zjawiska na pomiary.

Kolejne niespodzianki

Berstery rentgenowskie i rezydujace w nich gwiazdy neutronowe pomimo
ogromnego postepu w rozumieniu ich natury wciaz skrywaja tajemnice i sg
interesujace zaréwno dla astronoméw jak i fizykow. Detekcja fal grawitacyjnych
ozywila zainteresowanie tymi niezwyklymi obiektami i potrzebe lepszego
poznania wlasnosci materii, z jakiej zbudowane jest wnetrze gwiazdy
neutronowej. Ukonstytuowanie nowej podklasy obiektéw, czyli ultra ciasnych
ukladow rentgenowskich, pokazalo, ze na astronomoéw zajmujacych si¢ uktadami
rentgenowskimi wciaz czekaja niespodzianki. Liczne prace (w tym autorki

tego artykutu) wskazuja takze na potrzebe stworzenia i wyslania w przestrzen
kosmiczna satelitow, ktorych instrumenty dostarcza obserwacji obarczonych
mniejszymi niepewnos$ciami pomiarowymi. Wierzymy, ze przyniosg one zaréwno
odpowiedzi na juz postawione pytania, jak i nowe, niespodziewane odkrycia.

Liczba chromatyczna z komputera
Michat ADAMASZEK*

W 1976 roku, na drugie urodziny Delty, Kenneth Appel i Wolfgang Hakken
oglosili dowdd twierdzenia o czterech barwach. W nieco nieformalnej wersji
glosi ono, ze kazda mape polityczna, na ktérej wszystkie kraje maja spdjne
terytorium, mozna pokolorowaé czterema lub mniej kolorami tak, aby osiagnaé
znany nam z kartografii efekt, w ktérym kazde dwa graniczace ze soba kraje
maja rozne kolory. Wynik ten byt przetomowy z dwéch powodéw. Po pierwsze,
rozwiazywal znana w teorii graféw hipoteze o bardzo dlugiej i (nota bene)
barwnej historii. Po drugie, byl to pierwszy, a przez to kontrowersyjny, powazny
wynik, w ktérego dowodzie uzyto komputera (po sprowadzeniu problemu do
pewnej skoriczonej, lecz duzej liczby przypadkéw do sprawdzenia). O tej historii
mozna przeczytaé w A5,

Wynik Appela i Hakkena mozna przeformutowaé na stwierdzenie, ze dla
dowolnego planarnego grafu G mamy x(G) < 4. Tutaj x(G) jest liczba
chromatyczna grafu G, czyli najmniejsza liczba koloréw potrzebna do
pokolorowania wierzchotkéw G tak, zeby zadne dwa wierzchotki potaczone
krawedzia grafu nie miaty tego samego koloru. Problemy zwiazane

z kolorowaniem graféw i obliczaniem liczby chromatycznej sa algorytmicznie
trudne i, poza walorami estetycznymi, znajduja zastosowanie na przyktad

w problemach planowania i przydzialu zadan. O tych zagadnieniach byla juz
w Delcie nie raz mowa, patrz na przyktad Afj.

Pojecie liczby chromatycznej grafu mozna tez odnie$é¢ do innych zagadnien
kolorowania. W Al pytatem, jak wykazaé, ze jesli kazdy punkt plaszczyzny R?
pokolorujemy jednym z trzech koloréw, to znajda sie dwa punkty tego

samego koloru odlegte o doktadnie 1. Dowdd znajduje si¢ na rysunku, gdzie
widzimy konfiguracje 7 punktéw z zaznaczonymi odcinkami dlugosci 1, zwang
wrzecionem Mosera. Liczba chromatyczna tego grafu wynosi 4 (faktycznie:
préba kolorowania 3 kolorami prowadzi do wniosku, ze A i A" muszg mieé

ten sam kolor; analogicznie A i A”; a wigc punkty A’ i A” odlegle o 1 maja

ten sam kolor; sprzecznoéé). Jezeli wiec oznaczymy przez x(R?) najmniejsza
liczbe koloréw potrzebng do uniknigcia pary punktéow tego samego koloru
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Jak wiadomo, kazdy program mozna
zmiesci¢ w jednym wierszu, jesli tylko
bedzie on odpowiednio dlugi.
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w odlegtosci 1 przy kolorowaniu plaszczyzny, to mamy lewa z nieréwnosci
4 < x(R?) LT

Prawa jest rowniez tatwa — zachecam do znalezienia odpowiedniego kolorowania
plaszczyzny 7 kolorami.

W 2008 roku pisalem, ze nic bardziej konkretnego nie wiadomo (pytanie
o doktadna wartoéé x(R?) jest znane jako problem Hadwigera—Nelsona)
i zanosilo si¢ na to, ze tak juz zostanie. Ale w 2018 roku Aubrey de Grey
zaskoczyt $wiat, publikujac dowdd nieréwnosci

5 < x(R?).
Zamiast 7-wierzchotkowego gadzetu Mosera, ktory nie daje sie pokolorowaé
3 kolorami, de Grey musial skonstruowac analogiczny gadzet, zlozony z punktéw
plaszczyzny i krawedzi jednostkowych miedzy niektérymi z nich, ktérego nie
da sie pokolorowa¢ 4 kolorami. Okazalo sie, ze ma on 1581 wierzcholtkéw (od
tego czasu znaleziono przyklady o okoto 500 wierzchotkach) i z oczywistych
przyczyn nie mozemy go wydrukowa¢. Mozna go znalezé, wraz z systematyczna
konstrukcja, w pracy [I]. Podobnie jak w przypadku gadzetu Mosera, towarzyszy
mu dowdd oraz wyjasnienie, jak do tego przykladu dojsé (kilka poczatkowych
wskazéwek mozna znalezé w Deltoidzie z Al2). Niektére sprawdzenia wymagaly
jednak obliczen komputerowych, a wiec jest to juz dowdd wspomagany
komputerowo.

O analogicznej liczbie chromatycznej x(R™) wyzej wymiarowych przestrzeni
wiemy jeszcze mniej (na przyktad w trzech wymiarach wiemy, ze

6 < x(R?) < 15), a znane rezultaty wcigz opieraja sie na doéé elementarnych
pomyslach. Popatrzmy na przyklad na nastepujacy prosty dowdd z pracy [2]
najlepszego znanego dzi$ dolnego oszacowania dla R, mianowicie: x(R!?) > 26.
Musimy znalezé odpowiedni gadzet, tzn. zbiér punktéw w R1Y i odcinkéw
dlugosci 1 pomiedzy nimi, ktérego nie da si¢ pokolorowaé 25 kolorami. Jako
punkty wezmiemy wierzchotki 10-wymiarowej kostki o krawedzi %, to znaczy
1024-elementowy zbidér zlozony z wszystkich ciagow:

1
(1‘1,1'2,...7.’1710), xT; € {0,2}

Dwa takie punkty sa odlegte o 1 wtedy i tylko wtedy, gdy réznia sie na
dokladnie 4 z 10 pozycji (bo te pozycje wnosza do wzoru na odleglo$é
euklidesowa (0 — %)2 = %, podczas gdy pozostale pozycje, gdzie oba ciagi sa
réwne, wnosza 0). Mozemy wiec skonstruowaé graf odcinkéw jednostkowych
pomiedzy tymi punktami czysto kombinatorycznie. Ma on dwie spéjne sktadowe
(dlaczego?), kazda o 512 wierzchotkach, bierzemy wigc jedna z nich. Dokladne
obliczenie jej liczby chromatycznej przekracza nasze mozliwosci, ale da sig
obliczy¢ inny parametr, mianowicie liczno$¢ najwiekszego zbioru niezaleznego,
tzn. najwiekszego zbioru wierzchotkéw, miedzy ktérymi nie ma zadnej krawedzi.
Oto kompletna komenda w popularnym systemie algebry komputerowej Sage
konstruujaca nasz graf i obliczajaca poszukiwana wartos$c:

Graph([[x,y] for x in [0..2710-1] for y in [x+1..2710-1]
if sum((x~7y) .bits())==4]1)
.connected_components_subgraphs () [0] . complement () .clique_number ()

Po kilkunastu minutach w wyniku otrzymujemy 20, co oznacza, ze jeden

kolor moze by¢ uzyty dla co najwyzej 20 wierzchotkéw, a wiec uzywajac

25 koloréw, pomalowaliby$my ich co najwyzej 20 - 25 = 500, a to za malo na
calty 512-wierzchotkowy graf. To koniczy nasz prosty, wspomagany komputerowo
dowdd.

Na zakoriczenie kluczowa notka biograficzna. Aubrey de Grey, autor pracy [1],
nie jest zawodowym matematykiem. Jest bioinformatykiem i biogerontologiem,
badaczem proceséw starzenia, a kolorowaniem zajmowal si¢ amatorsko po
godzinach. Z kolei publikacja [2] jest efektem pracy licencjackiej. W starciu

z ciekawymi problemami otwartymi ma wiec szanse kazdy pomystowy
eksperymentator, a takich, jak sadze, wsréd Czytelnikéw Delty nie brakuje.
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