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Niniejszy artykul jest uwspodtczesniona
i skréocong wersja rozdzialu 6. z mojej

ksigzki Matematyka wspélczesna dla

myslacych laikéw [2].
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(Wydawnictwa UW), z obszernym, bardzo
ciekawym wstepem Zdzistawa Pogody.

Rys. 2

Harriot, Kepler, Hales i inni
Pawet STRZELECKI*

9 kwietnia 1585 roku z portu w Plymouth wyplynela flotylla, ktorej trzon
tworzyty: Tygrys, Czerwony Lew, Rogacz, ElZbieta i Dorota. Okrety pozeglowaly
w strone dzisiejszej Wirginii. Organizatorem wyprawy byl Sir Walter Raleigh,
ktéremu rok wezeséniej krélowa Elzbieta I nadata przywilej kolonizowania

i rzadzenia ,...wszelkimi odleglymi, poganskimi i barbarzynskimi terytoriami,
ktore nie sa w posiadaniu chrzescijan ani nie sg przez nich zamieszkane”,

w zamian za jednag piata zlota i srebra, ktére mozna bedzie tam wydobywac.

Nie potrafie stwierdzi¢, na ktérym z okretéw plynal Thomas Harriot, astronom,
etnograf, nawigator i matematyk — dwudziestopiecioletni asystent i zarazem
protegowany Raleigha, absolwent St. Mary Hall w Oxfordzie z 1580 roku.
Jednak kontakty Harriota z Raleighem, a pdzniej jego korespondencja

z Johannesem Keplerem, leza u Zrédel slawnego problemu matematycznego

o dlugiej, nieoczekiwanej historii.

Ot6z Raleigh zlecil Harriotowi opracowanie optymalnego sposobu sktadowania
kul armatnich na pokladzie. Harriot przygotowal tabele mozliwych ulozen,
podajac liczbe kul w stosie jako funkcje jego wysokosci. Zaczal tez badac

wzory na sume kwadratow kolejnych liczb naturalnych, a takze rozwazad,

jaka jest struktura materii. Wiadomo o tym dzieki zachowanej korespondencji
Harriota z Keplerem, z lat 1606-1607, w ktérej obaj dyskutowali m.in., dlaczego
promien $wietlny, padajac na powierzchnie przezroczystego oérodka, zostaje
czesciowo odbity, a czeSciowo zalamany. Teza Harriota (wyrazona wspélczesnym
jezykiem) brzmiala: materia ma strukture atomistyczna i dlatego gladkie na
pozor powierzchnie nie sa wcale jednorodne. Kepler z czasem przyjat ten poglad.

W 1611 roku w ksiazeczce Noworoczny podarek albo o szesciokgtnych platkach
sniegu Kepler stwierdzil, ze symetrie Sniezynek powoduje ziarnista struktura
materii, pisal o sposobach gestego, scistego uktadania kul, a takze wyrazit
przypuszczenie, nazwane pozniej hipotezqg Keplera, gtoszace, ze lepiej uktadac
identycznych kul, niz Harriot proponowal Raleighowi, nie mozna. Na dowdd
przyszlo matematyce czekaé blisko 400 lat. . .

Spoéjrzmy na ulozenie identycznych kul w piramide, nazywane upakowaniem
szedciennym, Sciennie centrowanym (krétka nazwa to upakowanie fcc, od
angielskiego face centered cubic lattice). Srodki kul jednej warstwy tworza siatke
kwadratow; kazda kula dotyka czterech innych. Kule z kolejnej warstwy leza,
w zaglebieniach miedzy kulami poprzedniej. Gdy weZmiemy 5+ 4 + 5 = 14

kul z trzech warstw — dwie piatki od géry i na spodzie, kazda ulozona w krzyz,
oraz Srodkowa czwoérke utozona w kwadrat, to srodki oémiu z tych kul beda

w wierzchotkach pewnego szescianu, a $rodki pozostalych szeéciu — w $rodkach
jego $cian (rys. 1). Prowadzac ciecia wzdluz $cian szescianu, otrzymalibySmy
klocek, a w nim sze$¢ poléwek kul i osiem fragmentéw kul w wierzchotkach
(rys. 2). Takimi klockami mozna wypelniaé cala przestrzen. Hipoteza Keplera
wyrazona potocznie brzmi: gesciej uktadac¢ kul nie mozna; proba uzycia
nieregularnych ulozen nic nie da.

Obliczmy gestos¢ upakowania fcc. Przekatna szescianu jest czterokrotnie
dtuzsza od promienia kuli réwnego 1. Krawedz takiego szeScianu to 4/v/2 = 2v/2,
a jego objetosé to (2v/2)% = 161/2. Objetoéé kuli to %ﬂ', wiec taczna objetoséé
fragmentow kul zawartych w sze$cianie wynosi
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Stosunek obu liczb to 7/(3v/2) = 7//18 i taka tez jest szukana gestosé.

W ogdlnosci gestosé upakowania to granica gérna stosunku objetosci tych (czesci) kul danego
upakowania, ktére sa zawarte w kuli B(0, R), do objetoéci tej kuli, tzn. do 4w R3/3, przy

R — 4o00. Taka definicja dziala réwniez dla upakowan niesymetrycznych, gdzie w réznych
obszarach przestrzeni kule sg upakowane na przemian rzadziej i gesciej.
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Rys. 3. Biale kule nalezg do warstwy
typu a, szare do warstwy b, za§ kolorowe
do ¢

Rys. 4

Delta, luty 2002

Gieorgij Fieodosjewicz Woronoj zyt
w latach 1868—-1908; od 1894 roku

wyktadal na Uniwersytecie Warszawskim.

Byl promotorem Wactawa Sierpiriskiego
i wg. danych Mathematics Genealogy
Project ma ponad 4 tys. ,,potomkéw”
(oséb, ktére laczy z nim skoniczona liczba
wiezéw doktorant—promotor). Jedna
czwarta z nich to potomkowie Antoniego
Zygmunda, ktéry po wojnie pracowal na
Uniwersytecie w Chicago.

Upakowanie fcc mozna uzyskaé, ukladajac kule (na pozoér) inaczej. Wezmy
plaska warstwe gesto Scidnietych kul, ktérych srodki sg wierzchotkami siatki
trojkatéw rownobocznych. Z géry zobaczymy kola wpisane w identyczne
sze$ciokaty foremne wypelniajace plaszczyzne. Zauwazmy, ze kazda taka
warstwe kul ulozonych nad jednakowymi szeSciokatami foremnymi mozna
nalozy¢ na poprzednia na dwa rdézZne sposoby. Nie da sie wypelni¢ wszystkich
zaglebien naraz; mozna wypetni¢ tylko co drugie. Patrzac od géry, mozemy

np. widzie¢ kolejne warstwy, powtarzajace sie¢ w rytmie a,b, c,a,b,c,... lub

w rytmie a,b,a,b, ... (rys. 3). Mozna sprawdzié, ze rytm walczyka, a, b, c,a,b,c, . ..
daje opisane wyzej upakowanie fcc. Wykonajmy w tym celu nastepujacy
eksperyment myslowy: wyobrazmy sobie széstke tych kul, z jednej warstwy,
utozonych w trojkat. Na wierzchu tego tréjkata — symetrycznie, w srodkowym
zaglebieniu — polézmy siédma kule (rys. 4). Wyobrazmy sobie teraz, ze cala
siédemka zostala sklejona w sztywna konstrukcje. Biorac dwie kopie takiej
konstrukeji i stykajac je podstawami (wierzcholki trojkatéw powinny byé
skierowane w przeciwne strony, a kule jednej warstwy trzeba wpasowaé¢ we
wglebienia drugiej), uzyskamy 14 kul o érodkach w wierzchotkach i srodkach
Scian szescianu. Obie siédemki kul uwazny Czytelnik moze wskaza¢ na rysunku
na poprzedniej stronie.

Przy ukladzie warstw a, b, a,b, ... srodki kul tworza tzw. krate szesciokgtng
gestq, a ulozenie nazywa sie upakowaniem szesciokgtnym gestym. Gestosé tego
upakowania jest rowna gestosci upakowania fcc. Co wiecej, kazdy nieskonczony
(,w obie strony”) ciag liter a,b, ¢, w ktérym kazde dwie sasiednie litery sa rézne,
odpowiada innemu ukltadowi kolejnych warstw kul. Réznych ulozen o tej samej
gestosci jest wigec continuum, a wérdéd nich — cala masa nieokresowych, bez
powtarzalnej symetrii!

Przy dodatkowym wymaganiu, by $rodki kul tworzyly regularna krate,
hipoteza Keplera staje sie latwiejsza. W takiej wersji udowodnit ja Carl Gauss
w 1831 roku. Jego dowdd opiera sie na tym, ze zalozenie symetrii upakowania
pozwala przechodzi¢ od lokalnych wnioskéw o utozeniu kul do wnioskéw
globalnych: w optymalnym upakowaniu jakies dwie kule musza si¢ dotykaé
(inaczej mogliby$my nieco zwigkszy¢ wszystkie kule, tzn. gesto$¢ upakowania);
pézniej mozna wnioskowaé, ze istnieja cate rzedy i warstwy dotykajacych sie
wzajemnie kul.

W uproszczonej, ptaskiej wersji problemu odpowiednik hipotezy Keplera
udowodnil w 1890 roku norweski matematyk Axel Thue. Jego dowdd jest
elementarny; patrz np. przegladowy artykul Halesa [1], a takze rozdzial 6 w [2].
Dziesigé lat po dowodzie Thuego, w roku 1900, David Hilbert umiescil hipoteze
Keplera na swej stynnej liscie probleméw (jako czesé problemu XVIII).

Zanim wspomne o samym dowodzie hipotezy Keplera, chce napisaé, co stanowi
o jej trudnoéci. Pierwszy powdd jest banalny: geometria przestrzenna jest
trudniejsza od plaskiej. Powdd drugi to brak symetrii; wydaje sie, ze ten brak
moze tylko zmniejszy¢ gestosé upakowania, ale to jeszcze nie dowod, prawda?
Kazdy, kto dopychal walizke kolanem, wie, ze sukces wiaze si¢ z zaburzeniem
symetrii starannie utozonych ubran.

Najwazniejszy jest trzeci powdd. Otéz w plaskiej wersji hipotezy Keplera,
rozwiazanej przez Thuego, jest tak, ze to, co optymalne lokalnie, mozna

po prostu zrealizowaé globalnie. W przestrzeni juz tak nie jest; zeby to
wyjasni¢, wyttumaczmy najpierw, co to sa komorki Woronoja. Otéz komoérka
Woronoja danej kuli w upakowaniu to zbiér tych punktéow przestrzeni, ktore
sa blizej $rodka tej kuli niz srodkéw innych kul z upakowania. Zbiér punktow
réwnoodleglych od ustalonych punktéw A, B w przestrzeni to plaszczyzna;
dlatego komérki Woronoja kazdego upakowania kul sa wielo$cianami
wypuktymi.

Jesli upakowanie ma mieé¢ duza gestosé, to jego komérki Woronoja powinny
by¢ male. Jak jest na plaszczyznie dla upakowan kot o promieniu 17 Tam
komorki Woronoja to wielokaty wypukte. Okazuje sig, ze komdrka Woronoja
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Rys. 5

o najmniejszym mozliwym polu jest szesciokat foremny opisany na kole. Taka
komorka mozna parkietowaé plaszczyzne i na tym opiera si¢ dowdéd Thuego;
gestosé optymalnego upakowania kot jest taka sama jak najlepszy stopien
wypelnienia pojedynczej komérki.

W przestrzeni jest inaczej. Okazuje sie mianowicie, ze kula wpisana

w dwunastoscian foremny zajmuje nieco ponad 0,754 jego objetoéci, a to wiecej
niz 7/4/18 = 0,74048 ... (Dwunastoécian foremny to komérka Woronoja, ktéra
jedna kula wypelnia najbardziej jak si¢ da, ale to osobna opowies¢). Klopot

w tym, ze dwunasto$cianami foremnymi nie da si¢ wypelniaé przestrzeni (rys. 5).
Niemniej zasadne jest pytanie: a moze jesli w jakims$ upakowaniu wcisniemy,
kosztem lekkiego luzu tu i 6wdzie, duzo miejsc, gdzie komoérki Woronoja kul
beda dwunasto$cianami foremnymi, to okaze sig, ze globalnie zyskamy przewage
nad upakowaniem fcc? Cala trudno$é¢ polega na tym, zeby wykluczy¢ wszystkie
takie sytuacje, godzac sie jednak z tym, ze upakowanie moze by¢ pozbawione
symetrii.

W 1953 roku wegierski matematyk Fejes Toth wskazal w istocie pewna droge

do dowodu hipotezy Keplera — udowodnil mianowicie, ze wynika ona z pewnego
ukladu wazonych nieréwnosci, jakie maja spelniaé¢ objetosci komérek Woronoja
danego upakowania. Przez kolejnych 40 lat z hipoteza Keplera nie stalo sie nic;

w 1976 roku John Milnor pisal, ze to skandal, ze wciaz jest nieudowodniona.

W latach 1993-1998 Thomas Hales, wspomagany w czesci
prac przez doktoranta Samuela Fergusona, przeprowadzit
dowodd hipotezy Keplera, doskonalac sugestie Tétha.
Esencja pomystu jest nastepujaca: zamiast minimalizowaé
objetosci komérek Woronoja, trzeba minimalizowaé
nieco inng funkcje, dodajac do objetosci kazdej komorki
poprawke — taka aby suma poprawek dla wszystkich
kul zawartych w wielkiej kuli B(0, R) byta znikoma

w poréwnaniu z R2. Sedno dowodu to konstrukcja takich
poprawek. Margines swobody konstrukcji jest spory, ale
liczba niezbednych obliczen ogromna.

Caly dowdéd Halesa zajmuje kilka prac o tacznej
dlugosci mniej wiecej 250 stron. Do tego dochodza
obliczenia wykonywane za pomocg komputera; ich
dokumentacja zajmuje kilka gigabajtéw danych. Metody
uzyte w dowodzie obejmuja, procz geometrii i topologii,
teorie optymalizacji (liniowej i nieliniowej), teorie
graféw i kombinatoryke.

W 2005 roku 120-stronicowa praca Halesa omawiajaca
bardzo szczegdlowo ramy dowodu i jego strategie
zostala opublikowana w Annals of Mathematics, ktore
wielu matematykow uznaje za najbardziej prestizowe na
calym $wiecie czasopismo w naszej branzy. Sprawdzatl
ja przez kilka lat dwunastoosobowy zespél recenzentow,
ktéry nie znalazt zadnych btedéw, ale oczywiscie nie
moégt potwierdzi¢ poprawnosci wszystkich uzytych
programéw komputerowych. Redakcja Annals umiescila
na oktadce tomu odpowiednie zastrzezenie. Uwazam,
ze fakt ostatecznej publikacji pracy Halesa akurat

w Annals, nie w czasopiSmie mniejszej rangi, nalezy
uznaé za znak czasu: dowody wspierane komputerowo
sa w matematyce akceptowane i akceptowalne. (Jest
wiecej takich znakow, nie tylko historie hipotezy
Keplera i zagadnienia czterech barw).

W 2003 roku Hales rozpoczal realizacje dlugofalowego
projektu FPK; akronim pochodzi od angielskiego
Formal Proof of Kepler. Celem bylo napisanie takiego
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dowodu hipotezy Keplera, ktéry mogtby zostaé

czysto formalnie sprawdzony z pomoca ktéregos

z komputerowych systeméw wspomagania dowodzenia.
(Przykladem takiego systemu jest polski Mizar; inne

to Coq, Isabelle czy HOL Light; w systemie Coq
podano w 2004 roku sformalizowany dowdd zagadnienia
czterech barw. Takich narzedzi uzywa sie skadinad

nie tylko do formalnej analizy rozumowan, ale i do
badania poprawnosci programéw komputerowych
stosowanych np. w przemys$le, energetyce, lotnictwie,
organizacji ruchu kolejowego). Sukces FPK anonsowano
latem 2014 roku; praca Halesa i dwudziestu kilku
wspdélautoréw (jest wsrdd nich polski informatyk
Cezary Kaliszyk) ukazala sie w 2017 roku w Forum
Mathematicum.

Czy to koniec historii? Nie. Po pierwsze jest otwarte

i bardzo wazne dzi$ pytanie, czy i jak mozliwosci dowoddw
wspieranych komputerowo zmienig — moze za sprawa
osiggnieé sztucznej inteligencji? — cala matematyke. Nie
pokusze sie o odpowiedz. Po drugie bardzo naturalne dla
matematyka jest inne pytanie: skoro wiadomo, jakie sa
optymalne, najgestsze upakowania kul w wymiarach 2 i 3,
to co sie dzieje dla n > 37 Dla wymiaréw n # 1,2, 3, 8,24
optymalnych upakowan nie znamy. Natomiast w R®
gesto$é optymalnego upakowania kul wynosi 74 /384

(a wigc okoto 0,25), a w R?? jest réwna 7!2?/12!. Dowody
sa klasyczne, bez wsparcia komputerowego. Za autorstwo
pierwszego z tych wynikéw i udzial w drugim Maryna
Wiazowska 5 lipca 2022 roku w Helsinkach odebralta medal
Fieldsa. Laudacje o wynikach Wiazowskiej wygtlosit jej
wspotautor, Henry Cohn z MIT i Microsoft Research; druga
afiliacja wiaze sie z tym, ze upakowania kul w wysokich
wymiarach maja zwiazek z konstrukejg tzw. kodéw korekeji
btedéw, ale to znéw temat na inng opowiescé.
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