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ze wielko$é pradu jest proporcjonalna do unoszonego tadunku i jego predkosci.
Srednia za$ predkosé¢ wzdluz osi z jest z zalozenia wigksza niz wzdluz osi x
lub y.

Przyjelismy, ze prady w ukladzie, $rednio rzecz biorac, nie wystepuja, co
oznacza, ze nadmiarowi elektronéw w jednym miejscu bedzie towarzyszyt
niedomiar w drugim. A zatem je$li w danym miejscu pojawil si¢ fluktuacyjny
prad w kierunku osi z, to gdzie$ obok wystapi prad plynacy w przeciwnym
kierunku.

Te pierwsza czes¢ opowiesci mozemy podsumowac nastepujaco. W neutralnym
uktadzie elektronéw i pozytonéw, w ktérym czastki maja predkosci w kierunku z
$rednio wigksze niz w kierunkach x i y, wystepuja znaczace fluktuacje pradu

w kierunku z. Innymi stowy, w uktadzie spontanicznie pojawiaja sie wlokna

z pradami pltynacymi w przeciwne strony kierunku z, pokazane na rysunku.

W drugiej, ,,dynamicznej”, czeéci swojej opowiesci postaram sie wykazaé, ze
fluktuacyjne prady nie zanikaja z uplywem czasu, lecz przeciwnie — narastaja.

Prady elektryczne, jak wiemy, wytwarzaja pole magnetyczne, a korzystajac

z prawa Ampere’a, nietrudno wykazac, ze widékna pradowe pokazane na rysunku
beda generowaly pole magnetyczne w kierunku osi y o amplitudzie rowniez tam
uwidocznionej.

Jak wiemy, na czastke o ladunku ¢ poruszajaca si¢ z predkoscia ¥ w polu
magnetycznym B dziala sita Lorentza F = qU X B. Sila wywierana na dodatnio
natadowany pozyton lecacy rownolegle do osi z pokazana jest na rysunku.
Widzimy, ze sila ta kieruje pozyton poruszajacy sie zgodnie z kierunkiem pradu
w danym wiléknie ku centrum wldkna. Natomiast pozyton poruszajacy sie
przeciwnie do kierunku pradu widkna stara sie przerzuci¢ do widkna sasiedniego.
Nastepuje wiec spontaniczne sortowanie czastek tak, ze prad w kazdym widknie
rosnie i wytwarza coraz silniejsze pole magnetyczne, ktore z kolei coraz silniej
wplywa na czastki tworzace prad. W ten sposob rozwija sie niestabilnosé
filamentacyjna.

W 2016 roku Larry McLerran otrzymal doktorat honoris causa Uniwersytetu
Jagielloriskiego. Odbytla sie piekna uroczystos¢ w Collegium Maius,

a potem gratulacje i rozmowy przy bialym winie z uniwersyteckich winnic.
Przypomniatem i podzigkowalem honorowemu doktorowi za lekcje, jakiej

mi przed laty udzielil. Dzigki przedstawionemu powyzej rozumowaniu,
elementarnemu, cho¢ wymagajacemu uwagi przy jego $ledzeniu, mozliwosé
wystepowania filamentacyjnej niestabilnosci w plazmie kwarkowo-gluonowej
zostalta zaakceptowana i stala sie elementem — prawda, ze drobnym — fizyki
zderzen jadrowych przy najwyzszych dostepnych energiach.

Renesans stéw Lyndona Jakub RADOSZEWSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Redaktor Delty w latach 2009—-2014.

Moéwimy, ze stowo u jest mniejsze
leksykograficznie niz stowo v, jesli albo
stowo u jest wlasciwym prefiksem (czyli
poczatkowym fragmentem) stowa v, albo
na pierwszej pozycji, na ktérej stowa u

i v réznig sig, w stowie u wystepuje litera
mniejsza niz w stowie v.

W artykule pt. Stowa pierwsze opublikowanym w A2 opisalem rézne wlasnosci
stéw Lyndona. Zeby przypomnieé, czym sg stowa Lyndona, trzeba podaé kilka
definicji dotyczacych stéw (skoniczonych). Rotacja stowa, zwana tez obrotem
cyklicznym, polega na przerzuceniu dowolnej (potencjalnie zerowej) liczby liter
z poczatku stowa na koniec. Na stowach okresla sie porzqdek leksykograficzny,
czyli stownikowy. I teraz slowem Lyndona nazywamy stowo, ktore jest $cisle
najmniejsze w porzadku leksykograficznym wsréd swoich rotacji. Przyktadowo
stowo aaab jest stowem Lyndona, poniewaz wszystkie jego pozostalte rotacje,
aaba, abaa i baaa, sg od niego wieksze leksykograficznie. Innymi przykladami
stow Lyndona sa aabab i a. Natomiast stowo abaaab nie jest stowem Lyndona,
gdyz jego rotacja aaabab jest mniejsza leksykograficznie od niego. Réwniez
stowo aabaab nie jest stowem Lyndona, jako Ze jego rotacja o 3 litery jest
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Stowo bbbabaababaab ma 7 maksymalnych
okresowosci. Kazdy tuk oznacza jedno
powtérzenie okresu w okresowosci;
niektére powtérzenia sg uciete.
Przykladowo na trzeciej pozycji stowa
zaczynaja sie dwie maksymalne
okresowosci, baba o okresie 2

i babaababaab o okresie 5.

Delta, czerwiec 1988

mu réwna. Rownowazna definicja stéw Lyndona jest taka, ze stowa Lyndona
sa mniejsze od wszystkich swoich wlasciwych sufikséw (czyli konicowych
fragmentéw).

Stowa Lyndona nazywa sie takze stowami pierwszymi, przez analogie do liczb
pierwszych; tak jak kazda liczba naturalna przedstawia sie jednoznacznie

(z dokladnoscia do kolejnosci) jako iloczyn liczb pierwszych, tak kazde stowo
przedstawia sie jednoznacznie jako sklejenie nierosnacego (leksykograficznie)
ciagu stow Lyndona. Przykladowo slowo abaababaabaaba jest sklejeniem

stow Lyndona ab aabab aab aab a. Dowdd tej wlasnosci znalazl sie we
wspomnianym artykule wraz z innymi podstawowymi faktami dotyczacymi stéw
Lyndona oraz ich zadziwiajacym zwiazkiem z ciaggami de Bruijna.

Po lekturze numeru Al2 Czytelnik mégt przekonaé sig, ze stowa Lyndona sa
peretka kombinatoryki sléw. Natomiast pewnie malo kto mogl przewidzieé, ze
w ciagu kolejnych lat stang si¢ one jednym z kluczowych narzedzi zaréwno w tej
dziedzinie, jak i w algorytmach tekstowych, a algorytmy bazujace na nich beda
mialy istotne zastosowania praktyczne. W tym artykule opowiem o dwoéch takich
zastosowaniach stéw Lyndona.

Pierwsze z nich dotyczy pojecia maksymalnych okresowosci (ang. runs) w stowie.
Do ich zdefiniowania znéw potrzebnych jest kilka poje¢. Potegg stowa w

o wyktadniku m, oznaczana w™, nazywamy sklejenie kolejno m kopii stowa w.
Powiemy, ze stowo s ma okres p, jedli s jest prefiksem potegi w™ dla pewnego
stowa w o dtugosci p. Jako p wybieramy zazwyczaj najmniejszy okres stowa.
Jesli okres p jest co najmniej dwa razy mniejszy niz dlugosé slowa s, powiemy,
ze stowo s jest okresowe. Przykladowo, stowo abcabcabceab jest okresowe

z okresem 3, poniewaz jest prefiksem stowa (abc)*. Okresowosciq w stowie s
nazwiemy dowolny spéjny fragment stowa s, ktéry jest okresowy. Wreszcie
okresowo$¢ nazwiemy maksymalng, jeSli nie da sie jej rozszerzy¢ o jedna pozycje
(ani w lewo, ani w prawo) z zachowaniem jej (najkrétszego) okresu. Wszystkie
maksymalne okresowosci w przyktadowym stowie mozna znalez¢é na ponizszym
rysunku:

VN

VNNV VNN VNN
b b b abaababaalb

N N
W

Po co rozwazaé¢ maksymalne okresowosci w stowie? Przede wszystkim
reprezentuja one kazdy mozliwy fragment okresowy slowa. Faktycznie, kazdy
fragment okresowy albo sam juz jest maksymalng okresowoscia, albo mozna go
maksymalnie rozszerzy¢ w obie strony az do uzyskania maksymalnej okresowoéci.
W szczegblnosci wszystkie kwadraty (potegi o wykladniku 2) w stowie, o ktérych
pisatlem w numerze |A},, s reprezentowane przez maksymalne okresowosci.
Kluczowa, a jednocze$nie zupelnie nieoczywistyg wlasnoscig maksymalnych
okresowosci jest to, ze w stowie o dlugosci n jest ich tylko O(n). To z kolei
przeklada sie na liczne zastosowania maksymalnych okresowosci w algorytmach
tekstowych, w co Czytelnik musi mi juz uwierzy¢. . . na stowo.

Dowdéd faktu, ze liczba maksymalnych okresowosci w stowie jest co najwyzej
liniowa wzgledem jego dlugosci, zostal podany przez Romana Kolpakova

i Gregory’ego Kucherova jeszcze w 1999 roku. Nie potrafili oni jednak podaé
zadnego ,,sensownego” wspolczynnika w tej zaleznosci liniowej, choé¢ na
podstawie eksperymentéw komputerowych wyszto im, ze ten wspotezynnik
powinien by¢ rowny po prostu 1. Przez kolejne lata rézni badacze podawali
dowody konkretnych oszacowan gérnych z coraz to lepszymi statymi, nierzadko
positkujac sie obliczeniami komputerowymi. W szczegdlnosci pierwsza
konkretna stala w oszacowaniu, réwna 5, uzyskal Wojciech Rytter w 2006 roku.
W 2011 roku Maxime Crochemore wraz ze wspélpracownikami, wykorzystujac
caly klaster komputeréw, uzyskal oszacowanie gorne ze wspoltczynnikiem 1,029.

13


https://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2011/02/26/Kwadraty/

W przypadku alfabetu o dowolnej liczbie
liter definicja pozycji specjalnej nieco sig
komplikuje — decyzje o wyborze
przypadku (a) lub (b) podejmujemy,
poréwnujac litery s[j + 1] oraz
slj+1—p)

Pozycje specjalne maksymalnych
okresowosci oznaczono gwiazdkami.

Na przyktad dla ,,gérnej” maksymalnej
okresowosci s[3..13] na rysunku
rozwazane fragmenty dlugosci p to
kolejno babaa, abaab, baaba, aabab i ababa.

W formalnym uzasadnieniu tego
spostrzezenia moze poméc udowodniony
w 1965 roku przez Finego i Wilfa lemat
o okresowosci: jesli stowo s o dlugosci n
ma okresy p i q oraz

p+q < n+nwd(p,q), to s ma tez
okres nwd(p, q).

Na przyktad dla maksymalnej okresowosci
5[3..6] z rysunku i k = 4 najdluzszym
slowem Lyndona zaczynajacym si¢ na
pozycji k = 4 w stowie s jest ab.

Wreszcie w 2017 roku zespol badaczy z Japonii, pod kierunkiem Hideo Bannai,
udowodnil, ze slowo dlugosci n ma co najwyzej n maksymalnych okresowosci.
Udalo im si¢ to zrobi¢ bez wykonywania jakichkolwiek obliczen komputerowych,
tylko wlaénie za pomoca stéw Lyndona.

Ostateczny dowdd jest na tyle elementarny, ze mozemy go w tym miejscu
naszkicowacé. Glowny pomyst polega na tym, zeby kazdej maksymalnej
okresowoéci przypisaé¢ jedna pozycje w stowie, zwana pozycjq specjalng, tak
aby roznym maksymalnym okresowos$ciom przypisa¢ rozne pozycje specjalne.
W ten sposéb automatycznie otrzymamy zadane ograniczenie gérne. Aby nie
meczy¢ sie z pewnymi szczegétami technicznymi, w tym artykule udowodnimy
jedynie stabsza wersje tezy, ze kazda pozycja specjalna moze by¢ przypisana
co najwyzej dwém maksymalnym okresowos$ciom; stad wyniknie, ze w stowie

o dlugosci n jest co najwyzej 2n maksymalnych okresowoéci. Przyjmiemy takze,
ze rozpatrywane stowo s jest nad alfabetem binarnym {a, b} (co troche uprosci
argumentacje).

Pozycje dowolnego stowa s bedziemy numerowali od 1. Przez s[i] oznaczymy
litere znajdujaca sie na i-tej pozycji stowa s, a przez s[i..j] oznaczymy fragment
sli] ... s[j]. Opréez stéw Lyndona, w konstrukeji uzywa sie stéw anty-Lyndona,
ktére sa (Scisle) najwieksze w porzadku leksykograficznym wérdd swoich rotacji.
Niech u = s[i..j] bedzie maksymalna okresowoscia o okresie p w stowie s,

a x = s[j + 1] bedzie litera, ktéra wystepuje w slowie s tuz za fragmentem

u. Wtedy pozycjg specjalng maksymalnej okresowosci u bedzie taka pozycja
kedi...,i+p—1}, ze:

(a) jeSli x = a lub « nie istnieje (bo j jest ostatnia pozycja w stowie), to
slk..(k + p — 1)] jest stowem Lyndona,
(b) jesli z =0, to s[k..(k 4+ p — 1)] jest stowem anty-Lyndona.

Przyklad przypisania pozycji specjalnych mozna znalezé na ponizszym rysunku.

>k
/*_\/_\/
. /_\/_*\, .

b b b abaababaab
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

N A
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Potrzeba chwili, zeby te definicje przetrawi¢. Zacznijmy od uzasadnienia,

ze kazda maksymalna okresowos¢ ma pozycje specjalna. Jedli maksymalna
okresowos¢ si..j] ma okres 1 (np. s[1..3] na rysunku), to nie mamy wyboru,

i jej pozycja specjalna musi by¢ pozycja k = i. W ogélnosci zauwazmy, ze
fragmenty dlugosci p postaci s[k..(k+p—1)] dlak € {i,...,i+p—1} sa
kolejno wszystkimi rotacjami stowa s[i..(i + p — 1)]. Wynika to z faktu, ze okres
w maksymalnej okresowosci musi sie powtarza¢ co najmniej dwukrotnie. Zadne
dwie takie rotacje, dla réznych k € {i,...,i+ p — 1}, nie moga by¢ réwne. Mozna
zauwazy¢, ze gdyby tak bylo, to stowo w o dlugosci p, takie ze maksymalna
okresowo$¢ u jest prefiksem potegi w™, musialoby by¢ potega krétszego stowa.
A zatem dokladnie jedna z tych rotacji bedzie najmniejsza, a jedna najwieksza
w porzadku leksykograficznym, i to one wyznacza szukane slowo Lyndona

i stowo anty-Lyndona.

Wykazemy teraz, ze jeSli pozycja k jest pozycja specjalna maksymalnej
okresowosci u = s[i..j] o okresie p wyznaczona przez stowo Lyndona wedlug
przypadku [(a)} to s[k..(k + p — 1)] jest najdtuzszym slowem Lyndona
zaczynajacym sie na pozycji k. Zalézmy przez sprzeczno$é, ze slowo s[k..r]

dla pewnego r > k + p jest stowem Lyndona. Skorzystamy tu z réwnowaznej
definicji stéw Lyndona, wedlug ktorej muszg one by¢ mniejsze leksykograficznie
od wszystkich swoich wlasciwych sufikséw. Jesli r < 4, to stowo s[k..r] ma okres p.
Wtedy jednak sufiks s[(k + p)..r] bylby prefiksem s[k..r] (czyli w szczegdlnosci
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Dla rozwazanego przykltadu stowo
s[4..6] = aba nie jest stowem Lyndona,
gdyz jego sufiks s[6..6] = a jest od niego
leksykograficznie mniejszy (bo jest jego
prefiksem).

Przyktadowo dla dowolnego r > j =6
stowo s[4..r] = abaa... jest wigksze od
stowa s[6..7] = aa...

Jedna pozycja moze by¢ pozycja
specjalng dwéch maksymalnych
okresowosci. Okazuje si¢, ze wtedy jedna
z tych maksymalnych okresowosci ma
okres 1. Przykladowo ma to miejsce dla
pozycji 6 na rysunku powyzej. Jesli
pozycje¢ specjalng wybierzemy ze zbioru
{i+1,...,i+ p} zamiast ze zbioru
{i,...,i+ p — 1}, mozna udowodnié, ze
wtedy juz kazda pozycja stowa bedzie
pozycja specjalng co najwyzej jednej
maksymalnej okresowosci.

Przyktadowo, tablica sufiksowa stowa
s = abaababa to 8,3,6,1,4,7,2,5:

sufiks pozycja poczatkowa
a 8

aababa
aba
abaababa
ababa

ba
baababa
baba

G- W

S { : N ¥
Delta, grudzien 1990

bytby od niego mniejszy), co przeczy réwnowaznej definicji stéw Lyndona. Jesli
za$ r > j, to sufiks s[(k + p)..r| zaczyna si¢ od s[(k + p)..j]a, a stowo s[k..r]
zaczyna sie od s[k..(j — p)]b. Skad ta litera b? Ot6z gdyby tam byla litera a,

to maksymalna okresowo$¢ mozna by rozszerzy¢ o jedna pozycje w prawo, gdyz
zachodziloby s[j + 1] = s[j + 1 — p]. Mamy s[k..( — p)]b = s[(k + p)..j]b, czyli
znéw sufiks jest mniejszy. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze rzeczywiscie
slk..(k + p — 1)] jest najdluzszym slowem Lyndona zaczynajacym sie na pozycji k.

Podobnie mozna wykazaé, ze w przypadku @ fragment s[k..(k +p — 1)] jest
najdluzszym stowem anty-Lyndona zaczynajacym sie na pozycji k. W tym celu
wygodnie jest rozwazy¢ porzadek leksykograficzny, w ktérym b jest mniejsze
od a; stowa anty-Lyndona sa tak naprawde stowami Lyndona w tym poniekad
odwroconym porzadku leksykograficznym.

Oczywiscie na kazdej pozycji w stowie zaczyna si¢ jedno najdtuzsze stowo
Lyndona i jedno najdtuzsze stowo anty-Lyndona. Kazde z tych stéw mozemy
jednoznacznie rozszerzy¢ okresowo w lewo i w prawo, z okresem réwnym jego
dtugosci, otrzymujac maksymalng okresowosé, jesli tylko okres powtérzy sie

w niej co najwyzej dwukrotnie. To ostatecznie dowodzi, ze kazda pozycja jest
pozycja specjalna co najwyzej dwéch maksymalnych okresowosci, i konczy nasz
dowdd.

Na koniec warto zaznaczy¢, ze Bannai i in. w swojej pracy podali nowy, prostszy
algorytm wyznaczania maksymalnych okresowosci, a kluczowa role w tym
algorytmie pelni twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie stowa na niemalejace
stowa Lyndona.

* ok

Opowiemy teraz pokrétce o drugim nowym zastosowaniu stéw Lyndona. Niech
stowo s ma dlugo$é n. Wyobrazmy sobie, ze wszystkie sufiksy stowa s zostaly
uporzadkowane rosnaco w kolejnosci leksykograficznej. Tablica sufiksowa stowa s
zawiera pozycje poczatkowe sufiksow w tej wlasnie kolejnosci. Jest ona zatem
permutacja zbioru {1,...,n}.

Tablica sufiksowa, obok drzewa sufiksowego, jest jedna z podstawowych struktur
danych w algorytmach tekstowych. Na przyklad jesli mamy tablice sufiksowa
stowa s o dlugoéci n, to dla danego stowa-wzorca p o dtugosci m mozemy

w czasie O(mlogn) znalezé wszystkie jego wystapienia w s. W tym celu

nalezy zauwazy¢, ze zbior sufikséw, na poczatku ktérych wystepuje wzorzec p,
odpowiada spéjnemu fragmentowi tablicy sufiksowej. Korice tego fragmentu
mozemy wyznaczy¢ za pomoca wyszukiwania binarnego.

Tablica sufiksowa zostala wprowadzona w 1990 roku przez Udiego Manbera

i Gene’a Myersa. Korzystajac z drzew sufiksowych, mozna ja skonstruowac

w czasie liniowym w przypadku stowa nad malym alfabetem. Jest tez znany
algorytm autorstwa Juhy Kérkkiinena i Petera Sandersa (2003 r.), ktéry
konstruuje ja w czasie liniowym bez uzycia drzew sufiksowych. Tyle w teorii;
natomiast praktyka pokazuje, ze wszystkie te algorytmy sa wolniejsze i bardziej
pamieciochtonne niz algorytm o nazwie DivSufSort autorstwa Yuty Moriego
dzialajacy w czasie O(nlogn). Co ciekawe, Yuta Mori przedstawil swéj algorytm
w postaci gotowego programu, z niewielka iloScia komentarzy, opublikowanego
w publicznym repozytorium.

Ten rozdzwiek miedzy zlozonoscia czasows a czasem dzialania na praktycznych
danych byl do$é¢ klopotliwy dla badaczy zajmujacych sie algorytmami
tekstowymi. Dopiero w 2021 roku Nico Bertram i in. w swojej pracy pt. Lyndon
Words Accelerate Suffiz Sorting przedstawili algorytm poparty powazna

analizg teoretyczna i dzialajacy w praktyce szybciej niz DivSufSort. Jak tytul
pracy wskazuje, w ich algorytmie istotna role pelnia wtasnie stowa Lyndona.
Algorytm Bertrama i in. ma jednak wciaz ponadliniowa zlozonos$¢ czasowa (choé
korzysta z liniowej pamieci). Jego zlozonoéé zostala poprawiona do liniowej,

z jednoczesnym dodatkowym przyspieszeniem w praktyce, w pracy autorstwa
Jannika Olbricha i in., opublikowanej bardzo niedawno, bo w 2022 roku.
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