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Jedna z najbardziej zdumiewajacych cech matematyki to fakt, ze obiekty czy
tez zjawiska z pozoru niczym ze soba niepowiazane okazuja sie ni stad ni zowad
bliskimi krewnymi. Wiadomo na przyklad, ze jedyne trajektorie cial niebieskich
w polu grawitacyjnym Storica to dokladnie te krzywe, ktére otrzymuje sie

z przeciecia stozka plaszczyzna, to znaczy okrag, elipsa, parabola lub hiperbola.

Jak jednak spostrzec zwiazek miedzy cieciem stozka plaszczyzna a ruchem cial
niebieskich?! Pelna odpowiedz na to pytanie to jeden z najwiekszych triumféw
w historii matematyki. Jego autorem jest oczywiscie Izaak Newton (choé
preludium napisal Johannes Kepler).

W kultowych ,,Wykladach z historii matematyki” Marka Kordosa (a takze

w A8, w artykule Piotra Mankiewicza) znalez¢é mozna rekonstrukcje
rozumowania Newtona oraz slynny dialog pomiedzy Newtonem a odwiedzajacym
go Halleyem:

wHalley: Jak wygladalaby sila, ktora powoduje, Ze planety krgzq
po orbitach eliptycznych?

Newton: Odwrotno$é kwadratu.

Halley: Skqd pan to wie?

Newton: Po prostu obliczylem”.

W tym artykule nie bedziemy odtwarza¢ rozumowania angielskiego geniusza.
‘ Pokazemy tylko, jak w mozliwie najprostszy sposéb wydedukowaé z eliptycznego
Delta, sierpien 1976 ruchu planet (Kepler) site, ktéra na te planety dziala (Newton).

Elipsa na trzy sposoby

Zeby zorientowaé sie, jakie réwnanie ma owalna krzywa powstajaca

z odpowiedniego przeciecia stozka plaszczyzna, wyobrazmy sobie dwie sfery,
z ktérych kazda jest jednoczesnie styczna do stozka i do plaszczyzny tnacej.
W przekroju zawierajacym os symetrii stozka wygladacé to bedzie jak na
rysunku 1.

Oznaczmy przez F i G punkty stycznosci sfer z plaszczyzna (punkty te nazywaé
bedziemy ogniskami elipsy). Zauwazmy tez, ze punkty stycznodci sfer ze
stozkiem tworza dwa okregi na powierzchni stozka. Niech odleglo$é miedzy
tymi okregami bedzie réwna 2a. Niech tez F'G’ bedzie jakimkolwiek odcinkiem
dlugosci 2a taczacym oba okregi stycznosci. Oznaczmy przez X punkt na
odcinku F'G’, ktéry nalezy do elipsy. Korzystajac z tego, ze dwa odcinki o tym
samym poczatku styczne do tej samej sfery musza by¢ réwnej dlugosci (rys. 2),
mamy |FX| = |F'X| oraz |G'X| = |GX| (rys. 3), czyli
|FX|+|GX|=|F'X|+|G'X| = 2a.
A zatem krzywa, ktora otrzymaliSmy z przeciecia stozka, jest zlozona z punktow,
ktérych suma odlegtosci od punktéw F i G jest stale réwna 2a (rys. 4). Jest
to jedna z mozliwych definicji elipsy (punkty F i G nazywamy wdowczas jej
ogniskami).
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Znajdzmy teraz réwnanie elipsy w biegunowym uktadzie wspotrzednych o srodku
w ognisku G. Niech X bedzie punktem na elipsie w odlegloéci r od G i niech kat
pomiedzy GX a osia ikséw bedzie réwny 6 (rys. 5). Z wyprowadzonej wlasnosci
elipsy wynika, ze |[FX| = 2a — r.

Oznaczajac teraz odleglo$é¢ ognisk F i G przez 2c i korzystajac z twierdzenia
cosinuséw w trojkacie FFGX, mamy

(2a —1)? = (2¢)* + % — 4er cos(180° — 6).

Po standardowych przeksztalceniach dostajemy:
!

r =
1+ecosf’

2
i —a-c - _c¢c
gdzie a ——,e= <.

Jest interesujace, ze wszystkie krzywe stozkowe sa opisywane tym samym
réwnaniem. Dla elipsy mamy 0 < € < 1 (zero dla okregu), dla paraboli e =1, a dla
hiperboli € > 1. Uniwersalno$¢ tego wzoru podkresla, ze rzeczywiscie méwimy

o krzywych z tej samej rodziny.

Predkosé i energia

Poniewaz rozwazaé bedziemy sytuacje w biegunowym uktadzie wspétrzednych,
przypomnijmy, jak najwygodniej opisywac predkos¢ w tym ukladzie. W tym
celu zdefiniujmy w kazdym punkcie ptaszczyzny wektory t oraz 8. Wektor

w punkcie (z,y) ma ten sam zwrot co wektor o wspdlrzednych (z,y), ale dlugosé
zawsze rowna jeden. Wektor 6 to wektor jednostkowy prostopadtly do t, co
obrazuje rysunek 6. Rozwazmy teraz dwa specjalne przypadki ruchu (rys. 7):

1) Ruch wzdluz pélprostej wychodzacej ze $rodka ukltadu wspétrzednych. Ruch

jest wciaz w kierunku +7 i odbywa sie z taka szybkoscia, z jaka zmienia sie¢ r —

odleglos¢ od $rodka uktadu wspéirzednych. Predko$é w takim ruchu jest zatem
dar

rowna: v = %r.

2) Ruch po okregu o promieniu r. Tym razem caly czas poruszamy sie
w kierunku +6. Szybkos¢ w tym ruchu jest tym wigksza, im wigkszy jest
promien i predkosé katowa, a zatem v = r%a.

Sktadajac te dwa przypadki w jeden i nieco machajac rekami, dostajemy ogélny
wzor na predkosc:
v = ﬁf' + rﬁé
dt dt
Wynika stad, ze energia kinetyczna dana jest ponizszym wzorem (korzystamy tu
z faktu, ze jednostkowe wektory & oraz 6 sa prostopadle):

1 1 dr\? do\?
Ex = —m|v|? = = il 2 (22 |,
K = gmivi 2m[(dt) *r (dt)]

Wykorzystamy teraz odkryte przez Keplera prawa ruchu planet do wykazania,
ze energia kinetyczna planety zalezy tylko od jej odleglosci od Storica! Jest to
zaskakujace, bo okazuje sie, ze z ogblnego wzoru mozna w przypadku planet
wyrugowaé zupelnie pochodne czasowe r i 6.

Kepler i Newton
7 trzech praw Keplera, uzyjemy dwdéch pierwszych:

1) Planety poruszaja sie po orbitach eliptycznych.
2) Odcinek taczacy planete ze Sloficem wymiata to samo pole w jednakowych
przedziatach czasu.

Na poczatek wykorzystajmy II prawo (o ktérym mozna wiecej przeczytaé

w artykule Grzegorza Fukaszewicza i Mikolaja Sierzegi, AlY). Rozpatrzmy
moment, gdy planeta w chwili ¢ jest w odlegloéci r od srodka uktadu
wspolrzednych. Po bardzo krétkim czasie At jej odleglosé od Stonica praktycznie
sie nie zmieni: r(t) ~ r(t + At) (rys. 8), a jej wspolrzedna katowa zmieni sie
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o malutkie Af. Pole wymiecione w czasie At jest wiec w przyblizeniu réwne polu
trojkata:

Lo SO
5" sin(Af) = 5" Af,

wiec po podzieleniu przez At i odpowiednim przejsciu do granicy otrzymujemy
; 2 ‘w ; jako predkos¢ ,wymiatania pola”. Wynika stad, ze jesli zdefiniujemy teraz
moment pedu:
5 df

dt’
to pozostanie on niezmienny w czasie ruchu planety. To dla nas dobra

wiadomo$é, bo pozwala pozby¢ sie ze wzoru na energie kinetyczng pochodnej

de L
kata 0. Wystarczy tylko podstawi¢ ¢ = —=5.

L=mr—

Teraz potrzebujemy jeszcze pozbyé sie pochodnej: 4 95~ W tym celu réwnanie
elipsy zapiszmy w postaci:

e
(%) ?—1—5(:050

i zrézniczkujmy obie strony po czasie, dostajac prosta zalezno$é¢ miedzy
pochodnymi funkeji r(¢) 1 6(¢):

a dr
g g
Po szybkich przeksztalceniach mamy:
dr € ,df €
E——T‘ ES f = —sin6

Wynika stad, ze:

1 dr\? doN?| L2 [e? 1
E = - 2 —_— = — — si 2 v .
K m[(dt) (dt) ] 2m <a2 s 9+r2)

Korzystajac z tego, ze sin® 0 = 1 — cos?  oraz z (), dostajemy po zupelnie
automatycznych rachunkach:

g L2 62—5200529+1 L2 52_1(a_1)2+1 -
K7 om a? r2)  2m\a? o2 \r r2)

L? [e2—-1 2 C
=—|—F+—= =B+ =
2m o ar T

dla pewnych statych B i C.

Aby wywnioskowaé teraz, jaka sita dziala na planete, wystarczy skorzystaé
z prawa zachowania energii. Energia potencjalna musi by¢ tak dobrana,
by jej suma z energia kinetyczna pozostawala stata. Musi wiec by¢ réwna

(z dokladnoscia do stalej):
C

Vir)y=—-——.
r
Sita musi popychaé czastke/planete w kierunku najszybszego spadku potencjalu,
bowiem sita przyspiesza poczatkowo nieruchome obiekty tak, ze zyskuja energie
kinetyczna — energie potencjalna musza wiec wtedy traci¢. Najszybszy spadek
potencjatu jest w kierunku —t. Tempo spadku potencjatu w tym kierunku,

a wiec wielkosé sily grawitacyjnej, dostajemy z rézniczkowania V(r): % = 7%
Stad sila grawitacyjna dzialajaca na planete musi by¢ réwnas:
C
F = _7’_2 I.

Otrzymali$my zatem stynny wynik Newtona (,,odwrotno$é kwadratu™),
przebywajac cala droge od ciecia stozka do prawa powszechnego ciazenia. Jest to
stan wiedzy z roku 1666.

Wiele cial

Elegancja i prostota teorii opisujacej ruch planety wokot Stonica moglaby
zachecié¢ nas do tego, bysSmy zaczeli szuka¢ podobnych rezultatow opisujacych
ruch trzech lub wiecej cial niebieskich. Niestety tak uniwersalnych wynikéw po
prostu nie ma. Zagadnienie trzech cial zazwyczaj prowadzi do chaotycznych
trajektorii. W niektérych wyjatkowych przypadkach daje sie jednak znalezé

6



Rys. 9

zaskakujace szczegblne rozwiazania. Okazuje sie na przyklad, ze przy
odpowiednim wyborze warunkéw poczatkowych trzy ciala, oddzialujace na
siebie tylko grawitacyjnie, moga podazac za soba, kreslac trajektorie ,,6semki”
(rys. 9). Numerycznie zaobserwowal to Chris Moore (1993 r.), a w 2000 roku
udowodnili to formalnie Richard Montgomery i Alain Chenciner. Ta w gruncie
rzeczy ciekawostka zainspirowala niektorych do poszukiwania rozmaitych
»choreografii”, w ktorych czastki oddzialujace grawitacyjnie plasaja po
specyficznych trajektoriach.

Wiemy tez dzisiaj, ze w przypadku wiekszej liczby obiektéw moga dziaé

sie jeszcze bardziej dziwne rzeczy. W 1988 roku Jeff Xia pokazal, ze mozna
skonstruowadé taki ukltad pieciu cial, w ktérym cztery ciata kraza po eliptycznych
orbitach, a piate oscyluje miedzy nimi tak, ze w skonczonym czasie osiaga
nieskonczong szybkosé, przy czym wszystko to odbywa sie bez zadnych zderzen.
Podobny wynik udato si¢ niedawno osiagnaé¢ juz dla czterech cial.

Te publikowane niedawno wyniki, o ktérych tu wspominamy, sa ciekawe

i pobudzaja wyobraznie, ale sa niepomiernie trudniejsze do wyprowadzenia
i jednoczesnie nie sa juz tak rewolucyjne, jak genialny wynik Newtona. Coz,
Ameryke odkrywa sie tylko raz. ..

i Zadania

P’I’ZngtOU)(J,i Dominik BUREK Redaktor zadari matematycznych od 2021 roku.

M 1765. Na wysokosciach AAy, BBy, CCy tréjkata ostrego nieréwnobocznego
ABC zaznaczono, odpowiednio, punkty Ay, By, C; w taki sposéb, ze

AAy = BB; = CC;1 = R, gdzie R jest promieniem okregu opisanego

na tréjkacie ABC. Udowodnié¢, ze srodek okregu opisanego na tréjkacie A; B1Cy
pokrywa sie ze $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

Rozwiazanie na str.

M 1766. Lazik ksiezycowy porusza sie po powierzchni planety, ktéra ma ksztalt
kuli o dtugosci réwnikowej 400 km. FLazik obejmuje swoim radarem obszar

w promieniu 50 km (liczac po powierzchni planety) od punktu, w ktérym sie
znajduje. Czy lazik ksiezycowy moze w pelni zbadaé¢ planete, pokonujac nie
wiecej niz 600 km?

Rozwiazanie na str.

M 1767. Pare (m,n) réznych liczb naturalnych m i n nazywamy dobrg, jesli mn
i (m+1)(n+ 1) sa kwadratami liczb catkowitych. Udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej m istnieje liczba calkowita n > m taka, ze para (m,n)
jest dobra.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER Redaktor zadan fizycznych od 1984 roku.

F 1085. Ile wynosi ciepto wlasciwe w stalej objetosci na jednostke masy
azotu (N3) ogrzanego do temperatury T' = 5000 eV /k (k oznacza stala
Boltzmanna)? Liczba masowa azotu A = 14,1 eV/k ~ 1,16 - 10* K.
Rozwiazanie na str. 20]

F 1086. Oszacuj, jaka energia jest potrzebna do calkowitego zjonizowania
atoméw azotu (Z =7, A = 14). Energia jonizacji atomu wodoru wynosi

FE; =13,6 eV.

Wskazdéwka: model Bohra z dobrym przyblizeniem odtwarza energie stanow
elektronowych lekkich atoméw.

Rozwiazanie na str. [42]
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