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Uran, Neptun i Wulkan — trzy planety,
z ktorych jedna nigdy nie istniata, cz. III

Mateusz DEMBNY*, Grzegorz LUKASZEWICZ*, Igor PALUSINSKI**

*Instytut Matematyki Stosowanej Zakonczeniem naszej trzyczesciowej serii artykuléw jest bardzo pouczajaca
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski : : : Z : 4

% Student, Wydzinl Matematyhi, hlStOI‘l?, lellkana. Wulkan t(? hlpgtetyczna planeta, ktora' mlala by¢
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet odpowiedzialna za zaburzanie orbity Merkurego, podobnie jak Neptun ma
Warszawski wplyw na ruch Urana. Motywacja dla sformutowania hipotezy o Wulkanie byt

opisany w poprzedniej czesci sukces Urbaina Le Verriera, ktéremu udalo sie
odnalezé Neptuna w oparciu o badanie trajektorii Urana. Niewiele brakowalo, by
Francuz przeszedl do historii jako odkrywca dwéch planet Ukladu Stonecznego,
gdyz problem z orbita Merkurego pojawil sie réwnolegle do zagadnienia ruchu
Urana, a Le Verrier rowniez i tutaj odegrat kluczowa role.

‘ m{w Problematyczna orbita Merkurego. W 1841 roku Frangois Arago, dyrektor
el Obserwatorium Paryskiego, zasugerowal, aby Le Verrier uzy! swoich niezwyklych

zdolnosci do precyzyjnego obliczenia orbity Merkurego. Wéwczas planeta ta

byta bardzo problematyczna, poniewaz jest najblizej Stonca, a to utrudnia

jej obsewacje, gdyz przez wigkszo$¢ czasu przyémiewa ja stoneczny blask.

Drugim powodem jest duzy mimosrod orbity tej planety, ktory dodatkowo

zwiekszal btedy obliczeniowe — sposréd planet Uktadu Stonecznego Merkury

L _ . ) ma najwiekszy mimosréd (wynoszacy e = 0,2056), czyli orbite najbardziej
itografia przedstawiajaca hipotetyczna . . R . ..

planete Wulkan okrazajaca Storice, odbiegajaca od okregu. Problem znalezienia trajektorii Merkurego spedzatl

autorzy: E. Jones & G.W. Newman, 1846 gen 7 powiek astronoméw od czaséw Ptolemeusza. Le Verrier z przyjemnoscia

zatem przystal na propozycje Arago. W swojej pracy wykorzystal ponad

400 obserwacji dokonanych w Obserwatorium Paryskim w latach 1801-1842.

W roku 1843 opublikowal raport zatytutowany Détermination nouvelle de

Uorbite de Mercure et de ses perturbations, ktérego kontynuacja byla wydana

po dwoch latach ksiazka Theorie du Mouvement de Mercure. Tam tez uczony

zamiescil przewidywania dotyczace mozliwej trajektorii Merkurego.

Kamieniem probierczym dla wynikéw Le Verriera mial by¢ tranzyt Merkurego
przez tarcze Stonca w 1845 roku — czeSciowo widoczny we Francji, a calkowicie
w Stanach Zjednoczonych. Tranzyt przez tarcze Stonica oznacza przejécie
jakiego$ ciala dokladnie pomiedzy Storicem a Ziemig. Na przyklad za¢mienie
Slonica to nic innego jak tranzyt Ksiezyca przez tarcze Stonica. Le Verrier

w 1845 roku wysltal swoje prognozy do Obserwatorium w Cincinnati, ktére
wéwcezas bylo centrum pomiaru czasu dla Standéw Zjednoczonych. Obserwacji
Budynek Obserwatorium, Cincinnati, mial dokona¢ bardzo utalentowany astronom i przyszly general amerykanskiej
gll;légr: Analogue Kid 2 enwikipedia, wojny domowej Ormsby M. Mitchel. Réw.nolggleg.o pomiaru dokonat William
opublikowane na licencji CC BY 2.5 Lassel w obserwatorium w Liverpoolu (wiecej o nim w artykule poswieconym
Maxwellowi z Al).

Merkury zostal zaobserwowany 16 sekund pézniej, niz wskazywaly na to
wyliczenia Le Verriera. Mitchel byl pod ogromnym wrazeniem tej doktadnosci,
lecz Le Verrier byl zawiedziony. Jego rachunki dopuszczaty btad rzedu co
najwyzej dziesiatej czesci sekundy. To wystarczylo, zeby badacz stracil zaufanie
do swoich wynikow i wstrzymal publikacje tablic dla Merkurego. Francuz
porzucil badania nad Merkurym i przenidsl swoja uwage na znalezienie orbit
dwdéch nowych komet, nie wiedzac, ze problem, ktorego dotknal, wywota niemale
zamieszanie. W tym samym czasie popularno$é¢ zyskat Uran i zagadnienie
nowej planety (opisane w poprzednich czeéciach artykulu). Problem ten wielce
niepokoil Arago, ktéry ponownie zwrécil sie do Le Verriera.

Obraz Merkurego podczas tranzytu przez . . . .
tarcze Slofca, fchxli)vycony przez }t,elesliop Kolejna planeta Le Verriera? W roku 1859, po sukcesie zwigzanym

SOT satelity Hinode, NASA, listopad z odkryciem nowej planety — Neptuna, Le Verrier powraca do pracy nad

2006 Merkurym. Temat, z ktorym mial si¢ tym razem zmierzy¢, byl nieco inny
od tego, ktéry mu zostal zlecony w 1841 roku. Byl nim problem precesji
orbity Merkurego. Aby wyjasnié¢, na czym polega to zjawisko, przyjmijmy, ze
planety, zgodnie z prawem Keplera, poruszaja sie po elipsach. Zauwazono, ze
orbita Merkurego nie jest zamknieta — wyglada tak, jakby elipsa, po ktorej
krazy Merkury, powoli obracata sie wokot Stonca. W zwiazku z tym m.in.
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Precesja nazywa si¢ réwniez zjawisko
zmiany osi obrotu obracajacego sie ciala,
tutaj jednak uzywamy terminu precesja
w innym sensie.

Precesja peryhelium Merkurego

Edmond Modeste Lescarbault

e |
0 Grblees (e - Obmrvle d ¥ Lscbal, 8 |

Domowe obserwatorium Edmonda
Modesta Lescarbaulta

w Orgéres-en-Beauce, Eure-et-Loir
(Francja), fotografia: L. Martin, 1863

polozenie peryhelium (punktu orbity znajdujacego si¢ najblizej Storica) zmienia
sie w czasie. To wladnie ruch peryhelium nazywamy precesja. Le Verrier
wyznaczyl predkosé, z jaka obraca sie peryhelium Merkurego: wynosi ona
565,0” na wiek (1”7 to 1 sekunda tuku, czyli Wlooo). Ponadto Francuz podjal sie
wyznaczenia wplywu, jaki na te precesje maja inne planety Ukladu Stonecznego.

Odpowiednie sktadowe tej predkosci to (w jednostkach " /wiek):

Wenus  280,6
Jowisz  152,6
Ziemia 83,6

Pozostale planety 5,2

Laczny wplyw planet: 522,0
Obserwowana precesja:  565,0
Réznica: 43,0
Le Verrier byl zdumiony tym wynikiem. Gdzie podzialy si¢ brakujace 43,0” /wiek
ruchu obrotowego peryhelium Merkurego? Doswiadczenie z Neptunem
podsuneto mu pomyst, ze by¢ moze odpowiada za to nieznana planeta, ktorej
nie uwzgledniono. Z punktu widzenia Le Verriera rozsadnie bylo umiesci¢
nowsa planete miedzy Stoncem a Merkurym. Jak juz wspomnieliSmy, ze
wzgledu na blisko$¢ Stonca Merkury jest trudny do obserwacji — mozna dojrzeé
go jedynie tuz przed wschodem lub tuz po zachodzie Stonca. Gdyby nowa
planeta lezala jeszcze blizej Stonca niz Merkury, to jej obserwacja bytaby
jeszcze trudniejsza, a to wyjasniatoby, dlaczego nikt do tej pory nie zwrécit
na nig uwagi. W roku 1859 Le Verrier opublikowal przewidywania dotyczace
hipotetycznej planety. Zgodnie z nimi miata ona mie¢ zblizong mase do
Merkurego oraz o potowe mniejszg orbite. Gdy astronomowie catej Europy
poznali te parametry, rozpoczely sie lowy na nowsa planete.

Waulkanomania. W grudniu 1859 roku Le Verrier otrzymatl list od doktora
Edmonda Modeste’a Lescarbaulta, francuskiego lekarza, ktéry w wolnych
chwilach amatorsko zajmowal sie astronomia. Ten pasjonat astronomii zbudowat
obserwatorium w swoim domu w miejscowosci Orgeres-en-Beauce, w srodkowej
Francji, oraz utrzymywat korespondencje z réznymi towarzystwami naukowymi.
W lidcie do Le Verriera Lescarbault napisal, ze zaobserwowal jego planete
podczas tranzytu przez tarcze Stonca, 26 marca 1859 roku. Le Verrier rzucit
wszystko i wyruszyl na spotkanie z astronomem-amatorem. W jego gabinecie
zazadal okazania wszystkich obserwacji nowej planety, przetestowal uzyty przez
lekarza sprzet oraz przeegzaminowal Lescarbaulta z wykorzystanych technik
pomiaru. Wypytal nawet sasiadow, czy lekarz jest czlowiekiem godnym zaufania.
Po wnikliwym przebadaniu wszystkich okolicznosci odkrywca Neptuna nie
zauwazyl bledéw w dostarczonych przez Lescarbaulta materialach, osobiscie
powtérzyt obliczenia, metody pomiaru czasu okazaly sie trafne, a uzyty teleskop
(teleskop refrakeyjny o $rednicy 95 mm) sprawny. Ostatecznie Le Verrier opuscil
gabinet Lescarbaulta przekonany o prawdziwosci obserwacji, na podstawie
ktorych oszacowal okres obiegu nowej planety wokél Stonica na 19 dni i 7 godzin
(dla poréwnania: okres obiegu Merkurego to okoto 88 dni).

Drugiego stycznia 1860 roku Le Verrier oglosil odkrycie kolejnej planety. Dla
Francji bylo to wydarzenie bardziej satysfakcjonujace niz odkrycie Neptuna:
francuski astronom zaobserwowal to, co inny Francuz przewidziat. W ciagu
miesiaca nowa planeta otrzymala nazwe — Wulkan. ,Wulkan” pochodzi od
imienia rzymskiego boga ognia, stad Swietnie pasuje do planety znajdujacej

sie tuz obok Stonca. W ciagu paru miesiecy od ogloszenia najnowszego odkrycia
Le Verrier otrzymal spora ilos¢ listéw od innych astronoméw. Twierdzili oni, ze
dokonali obserwacji plam stonecznych, ktére w istocie mogly by¢ Wulkanem

w czasie tranzytu. W kilku listach zawarte zostaly nawet wczesniejsze,
nieopublikowane obserwacje, z najstarsza siegajaca roku 1762. Mijaly lata,

a wielu astronoméw pozostato sceptycznych wobec istnienia nowej planety.
Podnosili oni argumenty, ze obserwacje plam stonecznych sa niewystarczajace
do uznania tych plam za planete. Ponadto, je$li Wulkan, zgodnie z obliczeniami,
ma orbite okoto 20-dniowa, to liczba zaobserwowanych tranzytéw powinna by¢
rzedu setek, a nie dziesiatek, jak do tej pory. Ostatecznym sprawdzianem dla
teorii o Wulkanie mialo by¢ catkowite za¢mienie Storica 28 lipca 1878 roku.
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Rzymski bég ognia Wulkan, rzezba
autorstwa Bertela Thorvaldsena

James Watson (szésty od prawej) oraz
Thomas Edison (drugi od prawej) ogladali
za¢mienie w 1878 roku, niedaleko miasta
Rawlins, Wyoming

Albert Einstein, fotografia zrobiona
w jego 72 urodziny, 14 marca 1951 r.,
autor: Arthur Sasse

Orbitujac tak blisko Storica, Wulkan powinien znajdowac sie na niebie w zasiegu
8° od niego, a podczas za¢mienia gwiazdy i planety wokél Stonca staja sie
bardzo dobrze widoczne. Niestety Le Verrier nie dozyl tego wydarzenia, zmart
23 wrzeénia 1877 roku. Srodowisko astronomiczne podzielilo sie na dwa obozy:
sceptykéw oraz szczerze wierzacych w istnienie Wulkana. Wsréd zagorzatych
zwolennikéw teorii o Wulkanie byl utalentowany kanadyjsko-amerykanski
astronom James Craig Watson, odkrywca 22 asteroid, ktéry w ramach
testamentu utworzyt Medal Jamesa Craiga Watsona, nagrode przyznawana

do dzi$, co trzy lata, przez Amerykanska Narodowa Akademie Nauk za wklad
w astronomie. W opozycji do Watsona byt jego wieloletni rywal Christian H.F.
Peters, niemiecko-amerykanski astronom, uczenn Gaussa, pionier w badaniu

i odkrywaniu planetoid, ktérych tacznie odkryl 48. Watson przeprowadzit
ekspedycje na zachdd, do stanu Wyoming, skad planowal obserwowaé¢ za¢mienie.
Uczestnicy wyprawy, w tym mlody Thomas Edison, niecierpliwie wyczekiwali, az
Ksiezyc zajmie pozycje miedzy Stoncem a Ziemia.

W koncu doszto do zaémienia, a James Watson z radoécia oglosil, ze zobaczyt
gwiazdopodobny obiekt, ktérego nie bylo w jego tablicach. Stwierdzil, ze to Wulkan
sie ujawnil. Wyznaczyt dla znalezionej planety okres obiegu, rowny 38 dni, oraz
dokonal prognoz przysztych tranzytéw. Obserwacja Watsona zostata wsparta przez
Lewisa Swifta, znakomitego amerykanskiego astronoma, odkrywce 13 komet oraz
setek mglawic, z ktorych wiekszosé pdzniej okazala sie galaktykami. Swift réwniez
twierdzil, ze zobaczyl Wulkana podczas tego samego zacmienia.

Czytelnik, ktéry zna Uklad Stoneczny oraz tytut tego artykulu, domyéla sie,
ze jest to obraz niepelny. Mianowicie, obserwacje wymienione wyzej byly
jedynymi obserwacjami pozytywnymi. Reszta astronomdw, obserwujac za¢mienie
w 1878 roku, nie zobaczyla nic szczegdlnego. W kwietniu 1879 roku Peters
opublikowal raport Some critical remarks on so-called intra-mercurial planet
observations, w ktérym zganil Watsona za bledy w metodach badawczych oraz
uzycie nieprecyzyjnych przyrzadéw pomiarowych. Ponadto uznal, ze Watson
w istocie zobaczyt pobliskg gwiazde #-Cancri, a nie planete przewidziana przez
Le Verriera. We wspomnianym raporcie Peters podobnie krytykuje Swifta,

a nawet stwierdza, ze obserwacje Swifta i Watsona sie wykluczaja. W ciagu
nastepnych lat brak obserwacji tranzytéow przewidzianych przez Watsona oraz
brak innych dowodéw sklonily prawie wszystkich astronoméw do odrzucenia
hipotezy o istnieniu Wulkana. Skad zatem brakujacy skladnik 43,0” /wiek
odpowiedzialny za precesje orbity Merkurego?

Einstein — niszczyciel planet. Zgodnie z metoda naukowsa, gdy teoria
przestaje odpowiada¢ obserwacjom, powinno si¢ zmieni¢ teorie. Jednak uczeni
opisani w tej serii artykuléow: Bessel, Arago, Le Verrier, Adams, Airy, Watson

i Swift zrobili co$ zupelnie przeciwnego, co mozna uznaé za zatrwazajace.
Bedac pod presja autorytetu Newtona, zaczeli szukaé¢ nowych faktow, aby
podtrzymac niedoktadng teorie. Le Verrier w przypadku Neptuna mial szczescie,
jednak Wulkan ujawnil wade takiego podej$cia. Wystarczajaco duzo odwagi
mial Einstein, ktéry w 1915 roku ogtosil ogélna teori¢ wzglednosci i postawil
grawitacje relatywistyczna w miejsce Newtonowskiej. Zgodnie z ogdlng teoria
wzglednosci przyciaganie grawitacyjne jest konsekwencja zakrzywiania geometrii
czasoprzestrzeni przez mase.

Dodatek trzeci do przetomowego dzieta Einsteina o ogélnej teorii wzglednosci
(zob. [Einstein]) nosi nazwe The experimental confirmation of the general
theory of relativity. W tym zalaczniku Einstein oprécz krétkiego opisu swojego
podejscia do teorii naukowej i jej zwigzkoéw z obserwacjami przedstawia
rozwiazanie trzech probleméw, ktére pojawialy sie w fizyce do$wiadczalnej
XIX i XX wieku. Jedno zagadnienie dotyczylo zaginania si¢ trajektorii

Swiatla przy przejsciu przez pole grawitacyjne. Dokladniej, promien swiatta
przechodzacy blisko ciata niebieskiego odchyla sie w jego strone. Teoria
wzglednoéci wyttumaczyta w ten sposéb réznice w obserwacji poltozenia gwiazd
na niebie w zaleznosci od umiejscowienia Storica. Zdjecia wykonane w réznych
okresach sugerowaly rézne potozenia tych samych gwiazd. Innym punktem tego
zalacznika byla préba wyjasnienia zjawiska przesuniecia ku czerwieni (redshift)
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polegajacego na tym, ze linie widmowe promieniowania
elektromagnetycznego docierajacego z niektérych
gwiazd lub galaktyk sa przesuniete w strone mniejszych
czestotliwosci. Z ogblnej teorii wzglednos$ci wynika,

ze Swiatto pokonujace przyciaganie grawitacyjne
(pochodzace np. od Zrédla, ktore je wysyla) traci
energie, czyli jego dhugosc fali sie zwigksza. Jest to

tzw. grawitacyjne przesuniecie ku czerwieni, dodatkowo
przyczyna przesuniecia jest relatywistyczny efekt Dopplera
oraz rozszerzanie sie Wszech$wiata.

Wreszcie interesujacy nas problem ruchu peryhelium

Merkurego znalazl rozwiazanie w ogolnej teorii wzglednosci.

Jesli zamiast prawa Newtona uzyjemy w obliczeniach
teorii grawitacji Einsteina, odkryjemy, ze ruch planet po
orbitach wokét cial niebieskich wykazuje pewne zaburzenie
zwiazane z zakrzywianiem si¢ czasoprzestrzeni wokot tych
cial. Zaburzenie to nazywamy dzi$ precesja relatywistyczna
i odpowiada ono za brakujacy sktadnik predkosci ruchu
peryhelium Merkurego.

Einstein wyznaczyl, ze precesja relatywistyczna,
wyrazona w radianach na okres obiegu Merkurego,
jest dana wzorem

2

ourd ¢

T2y

gdzie a to polos wielka orbity, T' — okres obiegu,

¢ — predkosé swiatta, e — mimosérod orbity. Podstawiajac
parametry znane dla Merkurego: a = 5,791 - 10! m,

T =7,601-10%s, c = 2,997 - 108 m/s, e = 0,2056, oraz
zmieniajac jednostki na te uzyte przez Le Verriera,
otrzymamy, ze precesja relatywistyczna dla Merkurego
wynosi 42,9” /wiek. Ten wynik stanowi odpowiedZ na
pytanie zadane na koncu poprzedniego podrozdziahu.

Tym sposobem Einstein potozyt kres teorii o istnieniu
Waulkana i dokonala sie historia trzech planet, z ktérych
jedna nigdy nie istniata. Historia, ktora potrzebowala
blisko dwdch stuleci, aby znalezé swéj final.
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Przygotowal Dominik BUREK

i Zadania

M 1762. Pewna liczbe kostek domina o wymiarach 1 x 2 potozono na
szachownicy 100 x 100 tak, aby zadne dwie kostki sie nie stykaly bokami ani

rogami. Pola: lewe dolne i prawe gérne nie sg pokryte przez domino. Czy zawsze
mozna przejs¢ z lewego dolnego pola do prawego goérnego, wykonujac ruchy tylko
w goére i w prawo do pdl sasiadujacych, omijajac wszystkie kostki?

Rozwigzanie na str. [J]

M 1763. Udowodnié, ze z dowolnego czworokata wypuklego F mozna wyciac
trzy czworokaty podobne do F w skali %

Rozwiazanie na str. [T5]

M 1764. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich aq, ao, ...,

a, zachodzi nier6wnosé

a? a3 az,
— |+ |2 +...+ || Za1+ax+...+ap,.

a2

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

T < Ts.

Rozwigzanie na str.

as ai

F 1083. Zewnetrzna $ciana budynku zbudowana jest z cegly i ma grubosé

dy = 0,3 m. Wspdlcezynnik przewodnictwa cieplnego cegly k1 = 1,2 W/(m-K).
Przed zblizajaca sie zima $ciane postanowiono ociepli¢ poprzez dodanie
zewnetrznej warstwy styropianu o grubosci ds = 0,01 m i wspdlczynniku
przewodnictwa cieplnego k2 = 0,033 W/(m-K). Ile razy zmaleje utrata

ciepla przez Sciane po jej ociepleniu? Przyjmij, Ze przed ociepleniem i po nim
wewnetrzna powierzchnia $ciany ma temperature T, a zewnetrzna temperature

F 1084. Wewnetrzny promien jednorodnej, grubej rury wynosi ro = R,
a zewnetrzny 1 = 2R. Wewnetrzna powierzchnia rury utrzymywana jest

w temperaturze Tp, a zewnetrzna w temperaturze 77 < Tj. Ile wynosi temperatura
w polowie grubosci rury? Wskazéwka: W kazdym punkcie wewnatrz rury
strumien ciepta jest réwnolegly do promienia rury i proporcjonalny do wartosci
pochodnej temperatury wzdtuz promienia obliczanej w tym punkcie.

Rozwigzanie na str. [0]
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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Wspélczesnie Anonymus moze sig
kojarzy¢ z grupa aktywistow
internetowych, ale stojacy w Budapeszcie
pomnik poswigcony jest XII-wiecznemu
kronikarzowi wegierskiemu, znanemu tez
jako ,,Anonim Wegierski”.

Zbiér na plaszczyznie jest wypukly, gdy
wraz z kazda parg swoich punktéw
zawiera odcinek je laczacy. Wypuktly jest
kazdy trojkat, ale nie kazdy czworokat
(rys. 1).

Rys. 1

Rys. 5

The Happy End Problem
Jaroslaw GORNICKI*

Spotkanie

KéMalL jest skrotem nazwy wegierskiego czasopisma ,,Kozéskolai Matematikai
és Fizykai Lapok” wspierajacego mlodziez zainteresowana matematyka, fizyka

i informatyka. Czasopismo z przerwami istnieje od 1894 roku. Wiosng 1929 roku
grupa mlodych entuzjastéow konkurséw KéMaL regularnie spotykala sie u stép
pomnika Anonymusa w budapesztanskim parku, aby dyskutowaé¢ o matematyce
i rozwiazywadé problemy ze zbioru G. Pélyi i G. Szegé ,,Aufgaben und Lehrséitze
aus der Analysis” (Springer, Heidelberg, 1925). Poczatkowo grupe Anonymus
tworzyli P4l Turan, Marta Wachsberger i Eszter (Esther) Klein. Wkrétce do
grupy dolaczyli Gyorgy (George) Szekeres, Miklos Sdg, a rok p6zniej Pal (Paul)
Erdds, Tibor Griinwald (Gallai) i inni.

Eszter Klein Pal Erdés

Gyorgy Szekeres

Zima 1932/33 na spotkaniu grupy Anonymus Eszter Klein (studentka fizyki,
ktéra wlasnie wricila z semestralnego pobytu na Uniwersytecie w Getyndze)
zaprezentowala nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dla dowolnych pieciu (lub wiccej) punktéw na plaszezyinie,
z ktorych Zadne trzy nie lezg na jednej prostej, pewne cztery z nich tworzg
wielokqgt wypukly.

Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4

Uzasadnienie jest nastepujace. Jezeli otoczka wypukta zbioru pieciu punktéw ma
cztery lub pie¢ wierzchotkéw (rys. 2, 3), to dowdd jest skoniczony. W przeciwnym
wypadku mamy trojkat zawierajacy we wnetrzu dwa punkty. Prosta przez nie
wyznaczona przecina dwa boki tréjkata (rys. 4), omijajac wierzchotki. Punkty
tworzace trzeci bok tréjkata z dwoma punktami wewnetrznymi tworza czworokat
wypukty.

Klein postawilta réwniez ponizsze zadanie.
Problem 1. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczyé najmniejszq liczbe

naturalng N = N(n) takq, ze wsréd dowolnych N punktéw na plaszczyznie,
z ktorych Zadne 3 nie sq wspdtliniowe, pewne n z nich tworzy wielokgt wypukly.

Czeécia problemu jest ustalenie, ze dla kazdego n liczba N(n) w ogdle istnieje
— moze dla pewnych n dowolnie wiele punktéw na plaszczyznie nie gwarantuje
istnienia n-kata wypuktego? Odpowiedz wcale nie jest oczywista.

Wkrétce po postawieniu zadania Endre Makai wykazal, ze istnienie pieciokata
wypuklego gwarantuje 9 punktéw, i podal kontrprzyklad, ze 8 punktow nie
wystarczy (rys. 5), czyli uzasadnil réwnosé N(5) = 9.
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Rys. 6

Twierdzenie Ramseya mozna takze
sformulowaé w wersji nieskonczonej
(w obu przypadkach zapewnia ono, ze
w kazdym dostatecznie duzym zbiorze
pojawi si¢ jaka$ regularnosé).

Twierdzenie Ramseya (przypadek
nieskonczony). Dla dowolnych liczb
naturalnych r i k, jesli wszystkie
r-elementowe podzbiory nieskoriczonego
zbioru S zostaly pokolorowane przy
uzyciu k koloréw, to S zawiera
nieskonczony podzbiér S, ktérego
wszystkie r-elementowe podzbiory sq tego
samego koloru.

-]

Rozwigzanie zadania F 1084.
Wewnatrz powloki rury przez
powierzchnie o promieniu r, R < r < 2R,
na odcinku o dtugosci H przeplywa ten
sam strumien ciepta. Dla rury
z materialu o wspétezynniku
przewodnictwa cieplnego K mamy wiec:
dQ
dt
przy czym o« ma wartosé stala, niezalezna
od r. Otrzymujemy réwnanie pozwalajace
znalezé rozktad temperatury jako
funkcji r:

=2nmrHk— = «,
dr

aT «

dr — 2nHr’
z warunkami: T(R) = Ty i T(2R) = T1.
Jak latwo sprawdzié¢, rozwigzaniem tego
réwnania jest:

In(r/R)
In(2R/R)’
Potowa grubo$ci rury odpowiada
r = 3R/2. Dla tej wartosci » mamy:
T(3R/2) =Ty + (T1 — Tp)In(3/2)/1In(2) =

~ Ty + 0,585 - (T — Tp).

T(r)="To + (T1 — To)

Istnienia sze$ciokata wypuklego nie zapewnia 16 punktéw (rys. 6), czyli
N(6) > 16.

Na poczatku byt... Ramsey

Erdés (student piszacy doktorat u profesora Lipota Fejéra) oraz Szekeres
(absolwent inzynierii chemicznej), prébujac rozszerzy¢ wynik na wielokaty
wypukle o wiekszej liczbie bokéw, szybko zdali sobie sprawe, ze prosta
argumentacja nie wystarczy. Postawili wtedy nastepujaca hipoteze, za
udowodnienie ktérej Erdés oferowal nagrode w wysokosci 500 $.

Hipoteza 1. N(n) =2""2+1 dlan > 3.

Po kilku tygodniach Szekeres udowodnil, ze ,absurdalnie duza liczba punktéw”
zawsze zapewnia istnienie n-kata wypuklego — wykorzystal w tym celu
twierdzenie Ramseya, ktore za moment przytoczymy. Niezaleznie od Szekeresa,
Erdds réwniez wykazal, ze N(n) istnieje i jest skoficzone dla kazdego n. Zrobit
to, nie odwolujac si¢ do rezultatu Ramseya, i uzyskal w ten sposéb lepsze
oszacowanie wartoéci N(n) niz Szekeres (jednak rozumowanie Szekeresa ma

te zalete, ze moze zosta¢ uogdlnione na wigksza liczbe wymiaréw). Udowodnili
wiec oni na dwa roézne sposoby nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Erdés—Szekeres). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieje
liczba naturalna mg taka, Ze kazdy zbior m = mg punktow na plaszczyinie,

z ktorych Zadne trzy nie lezZg na jednej prostej, zawiera n punktow tworzgcych
wielokgt wypukly.

Oba dowody mozna odnalezé we wspdlnej pracy Erdésa i Szekeresa [1], ktéra
dala poczatek kombinatorycznej (dyskretnej) geometrii.

Przytoczmy teraz zapowiadane wczesniej twierdzenie Ramseya i zobaczmy, jak
mozna 7z niego wyprowadzié¢ twierdzenie Erddsa—Szekeresa.

Twierdzenie Ramseya (przypadek skoniczony). Dla dowolnych liczb
naturalnych v, n i k istnieje liczba naturalna mg = R(r,n, k) taka, Ze jesli

m = myg ¢ wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru m-elementowego S, zostaly
pokolorowane przy uzyciu k koloréw, to S, zawiera podzbior n-elementowy S,
ktorego wszystkie r-elementowe podzbiory sq tego samego koloru.

Liczby R(r,n, k) nazywamy liczbami Ramseya. Wyznaczenie ich dokladnej
(w sensie: minimalnej) wartosci, nawet dla malych parametréw, jest bardzo
trudnym problemem obliczeniowym. Wiecej na ten temat mozna przeczytaé
w artykule T. Bartnickiego Najwicksza liczba na swiecie, Ajg. Mozemy teraz
przystapi¢ do pierwszego dowodu twierdzenia Erdésa—Szekeresa.

Dowdéd 1 (Erdds—Szekeres). Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Zgodnie

z twierdzeniem Ramseya w przypadku skoriczonym (ustalamy r =4 i k = 2)
istnieje liczba naturalna mg = R(4,n,2) taka, ze je$li m > mq i wszystkie
4-elementowe podzbiory zbioru m-elementowego S, sa pokolorowane dwoma
kolorami, to zbior S, zawiera n-elementowy podzbiér S,,, ktérego wszystkie
4-elementowe podzbiory sa tego samego koloru.

Niech S,,, bedzie zbiorem m > mg punktéw plaszczyzny, z ktoérych zadne trzy
nie leza na jednej prostej. 4-elementowy podzbiér zbioru S, kolorujemy na
czerwono, jesli tworzy on czworokat wypukly, a na niebiesko w przeciwnym
przypadku. Wéwczas zbiér S, zawiera n-elementowy podzbiér S,,, ktérego
wszystkie 4-elementowe podzbiory majg ten sam kolor. Ten kolor nie moze by¢
niebieski, bo w mysl obserwacji Klein kazdy zbiér 5 lub wiecej punktéw zawiera
4-elementowy podzbiér czerwony! Zatem wszystkie 4-elementowe podzbiory
zbioru S;, sa koloru czerwonego.

Taki zbiér n punktow, w ktérym kazde cztery punkty tworza czworokat
wypukty, musi by¢ n-katem wypuklym. Istotnie, gdyby jeden punkt znajdowat
sie we wnetrzu otoczki wypuklej pozostatych (n — 1) punktéw, to nalezatby do
wnetrza pewnego tréjkata o wierzchotkach wybranych ze zbioru (n — 1) punktéw,
i te 4 punkty tworzylyby czworokat niewypukly. Sprzecznosé. O
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Lemat jest optymalny w tym sensie, ze
dla kazdej pary liczb naturalnych m i n
istnieje ciag m - n réznych liczb
rzeczywistych, w ktérym kazdy podciag
rosnacy ma dlugo$é co najwyzej m

i kazdy podcigg malejacy ma diugosé co
najwyzej n:

n, n—1, EIEN 1,

2n, 2n—1, BEIIN n+1,

" " S5

mn, mn-—1, BN (mfl)nJrl).
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[1] P. Erdés, G. Szekeres,
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463-470.
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Powyzszy dowdd daje ograniczenie gérne N(n) < R(4,n,2). Michael Tarsi
zaobserwowal w 2006 roku, ze mozna go poprawi¢, otrzymujac ograniczenie

N(n) < R(3,n,2).

Dowdd 2 (Michael Tarsi). Niech S,, bedzie zbiorem m > mo = R(3,n,2) punktéw
plaszczyzny, z ktorych zadne trzy nie lezg na jednej prostej. Numerujemy te
punkty liczbami 1,2,...,m. Zbiér {z,y, z}, gdzie x < y < z, kolorujemy na
czerwono, jesli poruszamy si¢ od x przez y do z zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara, a na niebiesko w przeciwnym przypadku. Zgodnie z okre$leniem my
zbiér S, musi zawieraé¢ n-elementowy podzbior S, w ktérym wszystkie
tréjelementowe podzbiory maja ten sam kolor, tj. maja te sama ,orientacje”,

a to oznacza, ze punkty zbioru S, tworza n-kat wypukty! O

W kolejnym rozumowaniu Erdos i Szekeres bez odwolania do rezultatu Ramseya
uzyskali lepsze oszacowanie wartosci N(n). To uzasadnienie jest odrobine zbyt
obszerne, by zmiesci¢ si¢ na tamach tego artykutu, warto jednak przedstawic¢
jeden z kluczowych lematéw, ktéry sie w tej argumentacji pojawia. Dotyczy

on tematu pozornie niezwiazanego, mianowicie: monotonicznych podciagow
zadanego ciagu.

Lemat (Erdds—Szekeres). Jezeli m, n i s sq liczbami naturalnymi takimi, Ze
s>m-ni{a,as,...,as} jest ciggiem réznych liczb rzeczywistych, to zawiera on
podcigg rosngcy o diugosci wiekszej niz m lub podcigg malejgcy diugosci wickszej

Dowdd lematu. Dla kazdego j niech m; (odpowiednio, n;) oznacza dlugosé
najdluzszego podciagu rosnacego (odpowiednio, malejacego) ciagu {a;}, ktéry
rozpoczyna wyraz aj. Gdy j < k, to pary (m;,n;) i (mg, ni) sa rézne, bo

jedli a; < ag, to nj; > ny, a jesli a; > ay, to m; > my,. Jezeli dla wszystkich
je{1,2,...,s}, m; <min; < n,topar (m;,n;) jest nie wigcej niz m - n, a to
jest sprzeczne z zalozeniem s > m - n.

Whiosek. Jesli s > n?, to zbior {ay,as, ..., as} réinych liczb rzeczywistych
zawiera podcigg monotoniczny diugosci n + 1.

Czytajac artykul A. Pelczynskiego Trzy rozwigzania zadania o 101 liczbach, A3,
widzimy, dlaczego P. Erd&s nie mialby problemu z rozwigzaniem zadania z XIII
Moskiewskiej Olimpiady Matematycznej (1950 r.): ,Liczby od 1 do 101 wypisano
w dowolnym porzadku. Udowodnié¢, ze mozna z tych 101 liczb wykresli¢ 90 tak,
aby pozostatych 11 utworzylo ciag monotoniczny, tzn. albo ciag malejacy, albo

ciag rosnacy”. W czasie olimpiady udalo sie to tylko jednemu uczestnikowi.

Zakonczenie?
Korzystajac z wlasnosci istnienia ciagéw monotonicznych (szczegdly mozna
znalezé w pracy [1]), Erdés i Szekeres wykazali, ze

+1= N

Ponadto w 1961 roku w pracy [2] pokazali, ze dla kazdego n > 3 istnieje
konfiguracja 2"~? tréjkami niewspétiniowych punktéw, w ktérej nie wystepuje
n-kat wypukly, czyli N(n) > 2772 4+ 1. W 2006 roku (juz po $mierci George’a)
ukazala sie praca Szekeresa i Lindsaya Petersa [4] zawierajaca wspomagany
komputerowo dowéd réwnosci N(6) =17, a w 2017 roku Andrew Suk [3] poprawil
oszacowanie goérne liczby N (n) do 2"+°("), Hipoteza Erddsa i Szekeresa ciggle
czeka na rozstrzygniecie.

Nn) < <2n — 4) 4n

n—2

Pozostaje wyjasnié¢ tytul artykutu. Esther Klein i George Szekeres pobrali sie
13 czerwca 1937 roku, co sklonito Erdésa do nazwania problemu tréjki przyjaciét
»The Happy End Problem”. Po wybuchu wojny panstwo Szekeres wyemigrowali
do Australii. Zmarli 28 sierpnia 2005 roku w Adelaide w odstepie godziny.
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* Uczennica, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

** Doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

€

Rozwigzanie zadania F 1083.
Przed ociepleniem przez jednorodna,
plaska warstwe ciala statego ($ciany)
o powierzchni A, ktérej powierzchnie
zewnetrzne utrzymywane sg w réznych
(ale stalych w czasie) temperaturach
Ty < T, przepltywa cieplo o mocy:

dQ K1

dt =P = o (T2 Tl)A
Po ociepleniu éciana sklada si¢ z dwoéch
jednorodnych warstw: styropianu
o grubosci da i cegly o grubosci d;.
Na granicy pomigdzy styropianem i cegla
ustali si¢ temepratura T3, Th < T3 < Ts.
Przez kazda z warstw (styropianu i cegly)
przeplywa taka sama ilosé ciepta, ale
teraz o mocy Ps # Pj. Z warunku
réwnosci mocy przeplywajacych przez
kazda z warstw Sciany otrzymujemy:

Py = E(T2 —T3)A = E<T," —T)A,
dq do

ktéry pozwala wyznaczyé wartosé
T k1T /dy + k2T /da
3=,
k1/d1 + ko /d2
a nastepnie
k1o (T2 — Th)/(d1d2)
Hl/dl =+ I‘\'Q/dz
Ko /d2
Kk1/dy + Ko /do
Dla podanych danych P> ~ 0,45P;, czyli
strata ciepla jest ponad 2,2 raza mniejsza
niz przed ociepleniem. Jesli przyjac, ze
Sciana ma dosy¢ typowe wymiary: 2,7 m
na 4 m, a réznica temperatur
T, —T1 =20 K, to P, =864 W,
a Py ~ 391 W.

Py =

Tabelka dla poczatkowych liczb kamykéw
z okresleniem, czy Ada ma strategie
pozwalajaca jej wygraé z Bajtkiem.

Strategia wygrywajaca dla Ady?

3

TAK
NIE
TAK
TAK
TAK
TAK
NIE
TAK

00O Ut WK

Strategia w grze w kamyki
Dagna CZUBLA*, Marcin WIERZBINSKI**

Niektére problemy informatyczne mozna rozwiazaé prostymi algorytmami,
ktérych poprawno$é (tzn. udzielanie odpowiedzi zgodnie z oczekiwaniami) jest
oczywista. Istnieja tez problemy, do ktérych rozwiazania potrzebne sa bardzo
skomplikowane algorytmy, a znane dowody ich poprawnosci sa wyjatkowo
zlozone i zagmatwane. W tym artykule bedziemy sie zajmowaé problemem,
ktéry moze byé rozwiazany przez bardzo prosty algorytm, ale udowodnienie
jego poprawnosci wymaga juz pewnego wysitku.

Na tegorocznej probnej maturze z informatyki pojawito sie ciekawe zadanie

o nazwie Gra w kamyki. Nalezalo podaé efektywny algorytm obliczajacy, ktéry
gracz ma strategie wygrywajaca. Okazuje sie, ze zadanie to mozna rozwiazaé
bardzo prostym algorytmem, ale formalny dowdd jego poprawnosci wymaga
wiecej wysitku. W czasie egzaminu samo podanie algorytmu wystarczato do
uzyskania maksymalnej liczby punktéw, a dowdd poprawnoéci nie byt wymagany.
W tym artykule przedstawimy wzorcowy algorytm oraz uzasadnimy jego
poprawnosc.

Gra w kamyki

Ada i Bajtek postanowili zagra¢ w nastepujaca gre. Na stole przed soba
roztozyli n kamykdéw. Zasady gry sa proste. Gracze wykonuja ruchy na
przemian, rozpoczyna Ada. W swoim ruchu gracz moze zabraé ze stotu 1,
3 lub 4 kamyki. Gracz, ktéry wezmie ostatni kamyk, wygrywa.

Przykladowy przebieg rozgrywki dla n =5 kamykow:

Ada bierze jeden kamyk ze stolu, nastepnie Bajtek bierze cztery kamyki

i wygrywa gre. Ada moze tez zaczaé od zabrania trzech kamykéw, nastepnie
Bajtek moze jedynie zabra¢ jeden kamyk (poniewaz na stole zostaly dwa), a na
konicu Ada zabiera ostatni kamyk i wygrywa gre.

Ada zastanawia sie, dla jakich n ma strategie wygrywajaca. To znaczy chcialaby
wiedzieé, czy niezaleznie od ruchéw Bajtka bedzie w stanie z nim wygrac,

jesli bedzie madrze wybiera¢ swoje posuniecia. Okazuje sig, ze ten problem
rozwiazuje bardzo prosty algorytm podany ponizej.

Algorytm 1. Sprawdzenie strategii wygrywajacej dla Ady

1: procedure CZYADAMASTRATEGIEWYGRYWAJACA(n)
2 if n mod 7 =0 or n mod 7 = 2 then

3: return ,NIE”

4 else

5 return ,TAK”

Algorytm 1 sprawdza, czy reszta z dzielenia liczby n przez 7 jest réwna 0

lub 2. Jedli tak, to zwraca ,NIE” (czyli Ada nie ma strategii wygrywajacej).

W przeciwnym przypadku zwraca ,TAK” (czyli Ada ma strategie wygrywajaca).
Uzasadnimy teraz formalnie poprawnoéc tego algorytmu.

Zastandéwmy sie, co dzieje sie dla malych wartosci n. Jezeli n jest réwne 1,3
lub 4, to Ada moze wziaé wszystkie kamyki ze stotu i wygra¢ — ma strategie
wygrywajaca. Jesli n = 2, Ada musi wzia¢ 1 kamyk, zostawiajac na stole

1 kamyk, ktory Bajtek musi wzigé, tym samym wygrywajac; Ada nie ma w tym
przypadku strategii wygrywajacej. Jesli n = 5 lub n = 6, to Ada moze wziaé
odpowiednio 3 lub 4 kamyki, zostawiajac Bajtkowi 2 kamyki, Bajtek wiec musi
przegra¢ — Ada ma strategie wygrywajaca w obu przypadkach. Jezeli n = 7,
Ada po swoim ruchu zostawi Bajtkowi 3,4 lub 6 kamykow na stole, Bajtek ma
wiec strategie wygrywajaca. Stad wynika, ze dla n = 7 Ada nie ma strategii
wygrywajace;j.
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Rozwigzanie zadania M 1762.
Odpowiedz: tak.

Niech pola lewe dolne i prawe gérne leza
na gléwnej przekatnej szachownicy i maja
,wspolrzedne” (1,1) i (100, 100).
Korzystajac z zasady indukcji,
udowodnimy, ze mozna dostaé si¢ do
dowolnego wolnego pola na tej
przekatnej.

Rzeczywiscie, zalézmy, ze mozemy przejsé
do pola (n,n). Jezeli pole (n +1,n + 1)
jest wolne, to co najmniej jedno z pdl
(n,m+1)1i(n+1,n) nie jest zajete

i mozna przez nie przej$¢ do pola
(n+1,n+41).

Jezeli natomiast pole (n + 1,n + 1) jest
zajete, to dokladnie jeden z jego sasiadéw
jest zajety, wiec jedna z dwéch Sciezek od
(n,n) do (n 4+ 2,n + 2) jest mozliwa do
przejscia.

Pytanie: czy dla wymiaru planszy

100 x 101 teza réwniez zachodzi?

Co dalej?

Czy to, ze gracze mogli zabraé¢ 1,3 lub 4 kamyki,

Ogolnie, jesli Ada ma strategie wygrywajaca dla n — 1,n — 3 oraz n — 4 kamykdéw
na poczatku, to nie ma strategii wygrywajacej dla n kamykéw, gdyz kazdy jej
ruch doprowadzi do sytuacji, w ktérej Bajtek ma strategiec wygrywajaca.

Formalny dowéd poprawno$ci algorytmu bedzie wykorzystywal zasade
indukcji matematycznej, o ktérej mozna przeczytaé na przyklad w Kaciku
Poczatkujacego Olimpijczyka w Afy. Mianowicie: wiemy juz, ze dla n < 7 Ada
nie ma strategii wygrywajacej, jesli n daje reszte 0 lub 2 z dzielenia przez 7,
za$ w przeciwnym przypadku ma taka strategie. Pokazemy teraz, ze jesli ta
wlasno$é¢ zachodzi dla wszystkich n < 7k dla pewnej liczby naturalnej k, to
zachodzi réwniez dla wszystkich n ze zbioru {7k + 1,7k +2,..., 7k + 7}.

Dlan=7k+1,n =7k + 3 oraz 7Tk + 4 Ada moze wzia¢ ze stolu odpowiednio
1,3 lub 4 kamyki. W konsekwencji na stole zostanie 7k kamykdéw i, jak wynika
z naszego zalozenia, oznacza to przegrana Bajtka.

Jesli n = 7k 4 2, to po ruchu Ady na stole bedzie 7k + 1,7(k — 1) 4+ 6 albo

7(k — 1) + 5 kamykéw. Wiemy jednak z naszego zalozenia, ze dla kazdej z tych
liczb Ada ma strategie wygrywajaca, czyli nie ma strategii wygrywajacej dla
n="7k+2.

Teraz jesli n = Tk 4+ 5 lub n = 7k + 6, to Ada moze wzia¢ odpowiednio
3 lub 4 kamyki, po czym na stole zostana 7k + 2 kamyki, wiec, jak pokazalismy
przed chwila, Bajtek bedzie na straconej pozycji.

W konicu jesli na poczatku mamy n = 7Tk + 7, to po ruchu Ady na stole bedzie
7k + 3,7k + 4 albo 7k + 6 kamykéw. Udowodnilidmy juz, ze w kazdej z tych
sytuacji Ada ma strategie wygrywajaca, wiec dla wyjsciowego n Ada nie

ma strategii wygrywajacej. Zasada indukcji matematycznej konczy dowod
poprawnoéci algorytmu.

dzielenie modulo i pewna liczbe poréwnan. Taki
algorytm powinien dziala¢ nastepujaco:

mialo kluczowe znaczenie dla istnienia algorytmu * jesli n < p, to algorytm ma zakodowana odpowiedz
o prostej strukturze stwierdzajacego, kto ma strategie dla n;
wygrywajaca? Jak zmienilaby sie odpowiedz, e jesli n > p, to algorytm sprawdza reszte z dzielenia

gdyby gracze mogli zabieraé¢ na przyktad 1,4,5
lub 10 kamykéw? Aby odpowiedzieé¢ na te pytania,
rozwazmy ogdlniejszy przypadek —
graczy w swoim ruchu moze zabraé ze stotu

., ki—1 lub k; kamykéw (przy czym liczby te
sa parami réznymi dodatnimi liczbami catkowitymi

kv, ka, ..

n przez ¢ i na tej podstawie stwierdza, czy Ada ma
strategie wygrywajaca.

kazdy z dwojga
Y I8 Zauwazmy, ze nie pokazaliémy w zwiazku z tym, jak

konkretnie napisaé algorytm dla ustalonych wartosci
ki, ks, ...,k — wykazaliSmy tylko, ze algorytm o prostej
strukturze istnieje.

ustawionymi w kolejnosci malejacej). Tak jak wczesniej,
przegrywa gracz, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu.

Rozwazmy ciag (a;)ien, zdefiniowany nastepujaco:

an jest rowne 1, jedli Ada ma strategie wygrywajaca
przy n kamykach znajdujacych sie poczatkowo na

stole oraz 0 w przeciwnym przypadku. Zauwazmy, ze
dowolnych k; kolejnych wyrazéw ciagu (a;) determinuje
wszystkie przyszle jego wyrazy. Istotnie, jesli wiemy,
czy Ada ma strategie wygrywajaca dla n — k1, n —
ka,...,n — k;, to mozemy stwierdzié¢, czy ma réwniez
strategie wygrywajaca dla n.

Skoro réznych mozliwych ciagdéw binarnych

o dtugosci kp jest 2%1, to od pewnej pozycji p < 2%
wyrazy ciagu a, zaczng si¢ cyklicznie powtarzac,

z pewnym okresem ¢ < 2F1.

Stad wynika, ze nasz problem da si¢ rozwiazaé
algorytmem o bardzo prostej strukturze, ktéry unika
jakichkolwiek petli, a wykonuje maksymalnie jedno
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Czytelnik znajacy pojecie deterministycznego automatu
skoriczonego i jezyka regularnego (mozna o nich
przeczyta¢ w artykutach Wojciecha Czerwinskiego

w Alq i Marii Donten-Bury w Al}) moze zastanowi¢
sie nad nastepujacym problemem: czy dla ustalonych
k1, ks, ...,k i jednoliterowego alfabetu {a} jezyk

L = {a™ : Ada ma strategi¢ wygrywajaca dla n
kamykéw} jest regularny? Czy to, ze jezyki regularne
sg rozpoznawane przez deterministyczne automaty
skorniczone, pozwala jakos inaczej wywnioskowacé, ze
nasz problem mozna rozwiazaé algorytmem o prostej
strukturze?

Jak widaé, nawet zadania maturalne potrafia prowadzi¢
ku zagadnieniom o glebokim charakterze teoretycznym.
To pokazuje, jak bogaty i zaskakujacy moze by¢

Swiat nauki, ktoéry kryje sie za pozornie prostymi
problemami.


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/2019/06/30/Trzy_rodzaje_indukcji_matematycznej/
https://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/2018/08/26/Modelowanie/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2010/11/23/Jak_opisac_ladny_jezyk/

Jak broni¢ wszystkich frontéw jednoczesnie

*Doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Przy ponizszym rozmieszczeniu dywizji
Delandia wygra wojne (nie straci zadnej
przeleczy):

D=8x0

(@)
(@)

o0

Y

.EO

A=5XxX@

Z kolei takie rozmieszczenie dywizji
zapewni zwyciestwo Alandii (ktéra
przeprawi sie przez czwarta przelecz):

D=8x0

(@)
(@)

EO

B

A=5xXx@

..O

Gracz posiadajacy C € {A, B} dywizji
moze je rozmie$ci¢ pomiedzy n przeteczy
na ("jf;l) réznych sposobéw. Aby to
zobaczy¢, wyobrazmy sobie, ze gracz
dysponuje n 4+ C' — 1 nierozréznialnymi
dywizjami ulozonymi w rzedzie. Usuwajac
n — 1 z nich, wybiera jednoznaczny
podzial C' dywizji na n grup — pierwsza
grupa zawiera dywizje od poczatku rzedu
do pierwszej usunigtej dywizji, nastepne
analogicznie. Liczba réznych rozmieszczen
jest zatem réwna liczbie wyboréw n — 1
elementéw sposréd n + C' — 1. W zwigzku
z tym, ze liczba strategii kazdego z graczy
jest wyktadnicza wzgledem parametréw
gry, jest to gra o zwiezlej reprezentacji.

Stanistaw KAZMIEROWSKI*

Napiecia graniczne pomiedzy Alandig i Delandig wzrastaja od lat. Dwoch
generatow, Acki i Decki, szykuja swoje kraje do konfliktu zbrojnego. Delandzka
doktryna wojenna jest $cisle (D)efensywna — po poprzedniej wojnie z Alandia,
w ktoérej obie strony poniosty bardzo znaczace straty, sztab Delandii nie wyrazi
zgody na zadne dzialania ofensywne. W zwiazku z tym general Decki moze
jedynie zadecydowaé¢ o rozmieszczeniu delandzkich dywizji na przeteczach
taczacych obydwa kraje.

Alandzki sztab wyciagnal z poprzedniej wojny doktadnie odwrotne wnioski —
(A)tak jest uwazany za najskuteczniejsza metode. General Acki ma zdecydowaé
o kierunkach nataré¢ przez przelecze laczace obydwa kraje i przydzieleniu
alandzkich dywizji do poszczegdlnych atakujacych armii. W wypadku

udanego ataku na dowolnej z przeteczy alandzkie armie zaleja Delandig,

a ta bedzie zmuszona kapitulowaé. Jezeli zadnej z alandzkich armii nie uda

sie skutecznie przelamaé frontu, gospodarka Alandii zalamie sie w zwigzku

z wysokimi kosztami prowadzenia ofensywnych dzialan wojennych, i to Alandia
bedzie zmuszona podpisaé¢ kapitulacje. W zwiazku ze stala rotacja dywizji

w obydwu krajach kazdy z generaléw podejmie decyzje niezaleznie, nie znajac
rozmieszczenia dywizji przeciwnika. W jaki sposéb obydwaj generalowie powinni
przypisa¢ dywizje, ktérymi dysponuja?

Zabawmy sie w strategdw i sprébujmy znalezé rozwiazanie dla tego problemu.
W tym celu sformalizujemy powyzszy scenariusz jako gre strategiczng. Gra
strategiczna to nastepujaca trojka: zbior graczy, zbiér strategii kazdego

z graczy i funkcja wyplaty mowiaca o tym, jaki jest rezultat gry dla kazdego
z graczy przy kazdej mozliwej parze strategii. W rozwazanym scenariuszu

jest dwoch graczy (generaléw): Acki i Decki. Kazdy z nich zarzadza pewna
liczba dywizji, opisanych odpowiednio przez liczby naturalne A i D. Pomiedzy
dwoma krajami znajduje sie pewna liczba n przeleczy. Strategia generala
Ackiego jest rozmieszczenie A dywizji pomiedzy n przeleczy. Analogicznie,
generat Decki przydziela D dywizji pomiedzy te same n przeleczy. Zakltadamy,
ze kazdy z generaléw przydzieli wszystkie dywizje, ktérymi zarzadza, w celu
zmaksymalizowania szansy na wygranie konfliktu. Pojedyncza przelecz

bedzie obroniona przed Delandig, jezeli liczba delandzkich dywizji broniacych
tej przeteczy bedzie nie mniejsza niz liczba atakujacych dywizji z Alandii.

W przeciwnym wypadku przelecz zostanie stracona, a wojna przegrana przez
Delandie. Delandia wygra wojne tylko w przypadku skutecznego obronienia
wszystkich przeteczy. Zwyciezca otrzyma wyplate 1, a przegrany —1. Gra ta
nazywana jest gra ,Atak i Obrona” (Attack and Defense).

Warto zauwazy¢, ze reprezentacja gry jest bardzo malal! Trojka (A, D, n)
jednoznacznie definiuje zbior strategii kazdego z graczy i, co za tym idzie, cala
gre. Wazna cecha opisanej gry jest bezposrednie powiazanie wyplat obydwu
graczy — sukces jednego z nich bezposrednio laczy sie z porazka drugiego,

a suma wyplat obydwu graczy jest zawsze réwna 0. Takie gry nazywamy grami
0 sumie zerowej.

Podstawowa koncepcjg rozwigzania gry strategicznej jest rownowaga Nasha.
Rownowaga Nasha to para strategii, w ktorej zaden z graczy nie moze poprawié
swojej wyplaty przez zmiane swojej strategi, gdy strategia drugiego z graczy
pozostanie niezmieniona.

Okazuje sig, ze w grach o sumie zerowej wyptata ustalonego gracza w kazdej
réwnowadze Nasha jest zawsze taka sama. Jest to zatem wyplata, jaka moze on
sobie zagwarantowaé: niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik, grajac strategie
z rownowagi Nasha, uzyska on co najmniej taka wyptate. Dlatego tez strategie
w rownowadze Nasha w grach o sumie zerowej sa w pewnym sensie optymalne.
Wartoéé nieujemnej wyplaty w réwnowadze Nasha (jeden z graczy ma zawsze
nieujemna wyplate, drugi — niedodatnia) jest nazywana wartoscig gry.
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W obu przypadkach warto$é gry jest
réwna 1 — jeden z graczy moze sobie
zapewnié zwyciestwo.

Macierz wyplat w grze
(A=2,D =3,n=2) - kolumny
odpowiadaja strategiom Ackiego,
a wiersze strategiom Deckiego.

(2,0)[(1,1)](0,2)
3,000 D | A | A
2,1)) D | D | A
(1,2 A | b | D
0,3 A | A | D

Uproszczona macierz wyplat po usunieciu
nieoptacalnych strategii:

(2,0)|(0,2)
@21 D | A
12| A | D

Bardziej precyzyjnie — nie ma réwnowagi
Nasha w strategiach czystych
(niewtajemniczonym Czytelnikom zaraz
wyttumaczymy, co to znaczy).

Warto zauwazy¢, ze kazda ze ,zwyklych”
strategii, czyli podzialéw dywizji,
odpowiada strategii mieszanej, ktora
przypisuje temu podziatowi
prawdopodobienstwo 1. Takie strategie
mieszane nazywane sg strategiamsi
czystymd.

Czy w tej grze istniejg réwnowagi Nasha? W niektérych przypadkach tak!
Zauwazmy, ze jezeli A > D (Acki dysponuje wigksza liczba dywizji niz Decki), to
kazda para strategii, w ktérej Acki przypisuje wszystkie dywizje do jednego
frontu, a Decki wybiera dowolny przydzial swoich strategii, jest rownowaga
Nasha. W taki sytuacji Alandzkie dywizje przebija sie na froncie, do ktérego
zostaly przypisane niezaleznie od strategii wybranej przez Deckiego. Podobna
sytuacja zachodzi, gdy D > n - A. W takim przypadku kazda para strategii,
gdzie Decki przypisuje do kazdego frontu co najmniej A dywizji, a Acki wybiera
dowolny podzial swoich A dywizji, jest réwnowaga Nasha (tym razem to
Delandia wygrywa wojne).

Co sie dzieje w pozostatych przypadkach, czyli gdy A < D < n - A? Zacznijmy od
rozwazenia malego przykladu.

Przyktadowa gra. Rozwazmy przypadek, w ktérym Acki dysponuje dwoma
dywizjami, Decki trzema, a panstwa sa potaczone dwoma przeteczami, czyli

gre zdefiniowana przez tréjke (A = 2, D = 3,n = 2). Decki dysponuje czterema
strategiami — sa to podzialy dywizji (3,0),(2,1),(1,2) i (0, 3), natomiast Acki
ma do dyspozycji trzy strategie — (2,0), (1,1) oraz (0,2). Tabelka na marginesie,
zwana macierzg wyplat, opisuje wyniki gry (zwyciezce) dla kazdej pary strategii
obydwu graczy.

Zauwazmy, ze przypisanie trzech dywizji do jednej przeleczy nie jest rozsadne

z perspektywy Deckiego, gdyz wystarcza tylko dwie dywizje, aby uczynié

dana przelecz calkowicie chroniona przed atakiem Ackiego. W zwiazku z tym
zalozymy, ze Decki dopuszcza jedynie strategie (2,1) lub (1,2). W konsekwencji
Acki nigdy nie chce wybraé strategii (1, 1), gdyz przegrywa ona z kazda ze
strategii dopuszczanych przez Ackiego.

Po takiej analizie dostajemy uproszczona macierz wyplat, przedstawiong na
marginesie. Gra opisana przez te macierz wyplat nie ma réwnowagi Nasha —
dla kazdej pary strategii gracz przegrywajacy moze zwiekszy¢ swoja wyplate
Z przegranej na wygrang poprzez zmiane swojej strategii.

Analogiczny argument pokazuje, ze zawsze gdy A < D < n - A, réwnowaga Nasha
nie istnieje. Jezeli rozpatrywana para strategii rozstrzyga konflikt na korzysé
Delandii, zawsze istnieje strategia Alandii, ktéra gwarantuje jej zwyciestwo.
Jest tak, poniewaz na ktéryms$ z frontéw Delandia musi przypisa¢ mniej niz

A dywizji (jako ze D < n - A), wiec strategia Alandii, w ktérej wszystkie dywizje
beda przypisane do tej przeleczy, zmienia wynik konfliktu na korzystny dla
Alandii. Analogicznie, dla kazdej pary strategii, ktéra zapewnia zwyciestwo
Alandii, Delandia moze przypisa¢ swoje dywizje w sposéb wyréwnujacy liczby
dywizji przypisane przez Alandie do odpowiednich frontéw (poniewaz A < D).

Strategie mieszane. Czy mozemy cos$ zrobié¢, gdy nie istnieje rownowaga
Nasha w rozpatrywanym modelu? Tak! Zauwazmy, ze kazdy z graczy, zamiast
wybieraé jedna ze swoich strategii, moze zdecydowaé si¢ na ,wylosowanie”
strategii wedtug pewnego rozktadu prawdopodobienstwa. Takie rozktady
prawdopodobienstwa na zbiorze strategii gracza nazywamy strategiamsi
mieszanymi. Jak nalezy je interpretowac? Powiedzmy, ze general Acki wybierze
strategie mieszana, ktora przypisze réwne prawdopodobienstwo kazdej z paru
wybranych strategii. Interpretacja jest nastepujaca: general Acki numeruje
wybrane strategie, nastepnie wrzuca do urny ponumerowane kulki. Kazda kulka
odpowiada numerowi dokladnie jednej strategii. W momencie podjecia decyzji
Acki losuje kulke z urny i wybiera przypisanie dywizji odpowiadajace strategii,
ktérej numer znajdowatl sie na wylosowanej kulce.

Rozszerzenie zbioru strategii wymaga réwniez rozszerzenia funkcji wyplat
obydwu graczy. W przypadku pary strategii mieszanych nie znamy wyplaty
graczy, bo nie wiemy, jaka para strategii zostata wylosowana. Méwimy
zatem o oczekiwanej wyplacie gracza — opisuje ona, jaka bedzie ,$rednia”
wyplata gracza z zadanej pary strategii przy wielokrotnym powtarzaniu
rozgrywki. Oczekiwana wyplata jest obliczana przy zalozeniu, ze rozklady
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Dla przyktadu popatrzmy znéw na
uproszczong macierz wyplat

w rozpatrywanej wyzej grze. Zatézmy, ze
Acki wybierze pierwszg strategie (2,0)

z prawdopodobienstwem 1/3 (wiec druga
(0,2) z prawdopodobienstwem 2/3),

a Decki wybierze pierwszg strategie (2, 1)
z prawdopodobiefistwem 3/4 (i druga (1,2)
z prawdopodobiefistwem 1/4).
Oczekiwana wyplata Ackiego to zatem:

11+23 13+2171
3 43 4 3 4'3 4) 6

W tej réwnowadze Decki

z prawdopodobienstwem % przydziela

A = 2 dywizje na kazda z przeleczy.
Bardziej ogélnie, gdy A < D <n- A, to
gdyby istniata przete¢cz, na ktorej Decki
zawsze przydziela mniej niz A dywizji, to
Acki méglby zagwarantowac sobie
wygrang, gdyby to on przydzielil tam A
dywizji. Decki nie moze do tego dopuscié,
a zatem w kazdej réwnowadze musi
broni¢ kazdej przeleczy co najmniej

A dywizjami z dodatnim
prawdopodobienstwem.

Podstawowe narzedzia uzywane do
rozwigzywania gier o sumie zerowej
bazuja na jednym z dwéch zalozen — zbiér
strategii obydwu graczy jest niewielki
(wielomianowy wzgledem parametréw gry)
lub istniejg réwnowagi Nasha

w strategiach mieszanych, gdzie strategie
mieszane obydwu graczy maja niewielkie
(wielomianowe wzgledem parametréw
modelu) nosniki. Nosnik strategii
mieszanej to zbiér wszystkich strategii
czystych gracza, ktore sa grane

z dodatnim prawdopodobienstwem przy
danej strategii mieszanej. W zwiagzku

z tym, ze zbidr strategii kazdego z graczy
jest duzy (wykladniczy) wzgledem
parametréw modelu oraz istnieja
réwnowagi, w ktérych wszystkie strategie
znajduja si¢ w no$niku, badana przez nas
gra jest trudna do rozwigzania w czasie
wielomianowym.

Jako ¢wiczenie dla Wnikliwego Czytelnika
pozostawiam poszukanie odpowiedzi na
pytanie, dlaczego zadna inna para
strategii mieszanych nie jest rownowaga
Nasha, gdy obaj gracze dysponuja taka
samg liczba dywizji.

prawdopodobieristwa zadane przez strategie mieszane obydwu graczy sa
niezalezne — to, jaka strategia zostanie ,,wylosowana” przez jednego z graczy,
nie zmienia prawdopodobienstwa ,,wylosowania” konkretnych strategii przez
drugiego gracza. Aby obliczy¢ oczekiwana wyplate gracza, nalezy zsumowac
prawdopodobienistwo wystapienia kazdej pary strategii czystych pomnozonych
przez wyplate rozwazanego gracza przy zadanej parze strategii.

7Z rozszerzeniem zbioréw strategii obydwu graczy do strategi mieszanych pojecie
réwnowagi Nasha rozszerza sie do réwnowagi Nasha w strategiach mieszanych.
Taka réwnowaga to para strategii mieszanych, w ktorej zaden z graczy nie moze
zwiekszy¢ swojej oczekiwanej wyptaty, wybierajac inng strategie, gdy strategia
przeciwnika nie ulegnie zmianie. Chociaz poszukiwanie réwnowag Nasha

w strategiach mieszanych jest znacznie bardziej wymagajace niz w strategiach
czystych, twierdzenie Nasha z 1951 roku gwarantuje, ze w kazdej grze skonczonej
(o skoniczonej liczbie graczy i ich strategii) taka réwnowaga istnieje!

Wréémy na chwile do naszej przyktadowej gry. Jak wyglada réwnowaga

Nasha w strategiach mieszanych? Jest to para strategii mieszanych, w ktérej
kazdy z graczy wybiera kazda ze swoich dwoch nieodrzuconych strategii

z prawdopodobienstwem % Jezeli Decki czesciej broni dwoma dywizjami
ktérejs przeteczy, to Acki powinien zawsze atakowaé te druga, a wtedy Decki
bedzie wolal zmieni¢ strategie. W rownowadze Decki musi zatem wybieraé

obie strategie z takim samym prawdopodobienstwem. Analogiczna analiza dla
Ackiego prowadzi do wniosku, ze w réwnowadze rowniez on musi wybiera¢ kazda
ze swoich strategii z prawdopodobienstwem % Fatwo sprawdzié, ze zadnemu

z graczy nie oplaca sie¢ wowczas zmieni¢ swojej strategii. Oczekiwana wyplata

kazdego z generaléw jest rowna 0, wiec taka jest tez wartosé gry.

W powyzszym przykladzie okazalo sig, ze niektérych podziatéw dywizji w ogdle
nie oplaca sie uzywaé, co pozwolito nam znaczaco uprosci¢ gre. Czy zawsze

tak jest? Okazuje sie, ze nie. Pokazemy teraz, ze w pewnych konfiguracjach,

w jedynej réwnowadze Nasha w strategiach mieszanych kazda ze strategii
obydwu graczy jest grana z niezerowym prawdopodobienstwem.

Roéwne liczby dywizji. Zalézmy, ze kazde z panstw dysponuje taka sama
liczba dywizji opisana przez liczbe naturalna k (k = A = D). Poniewaz obaj gracze
dysponuja taka sama liczba dywizji, ich zbiory strategii sg réwne. Co wiecej,
jezeli obydwaj generatowie wybiora ten sam podzial dywizji pomiedzy fronty,
Delandia wygra wojne, zatrzymujac przeciwnika na kazdym froncie. W kazdym
innym przypadku (gdy gracze wybiora rézne strategie), na pewnym froncie
Alandia bedzie dysponowala wieksza od Delandii liczba dywizji, co doprowadzi
do wygranej Alandii na tym froncie i w konsekwencji w calej wojnie.

Ustalmy pare strategii mieszanych, w ktorej kazdy z graczy przypisuje takie
samo prawdopodobienistwo p kazdej z dostepnych strategii czystych. Czy

ta para strategii mieszanych opisuje réwnowage Nasha? Zeby odpowiedzie¢

na to pytanie, musimy zastanowi¢ sie, czy ktérys z graczy moze zwigkszy¢
swoja oczekiwang wyptate przez zmiang swojej strategii mieszanej. Rozwazmy
zmiang strategii mieszanej przez generata Ackiego. Kazda strategia czysta
gwarantuje wygrang Alandii z takim samym prawdopodobienistwem, réwnym 1 —p
(z takim prawdopodobienistwem Decki wylosuje strategie odpowiadajaca
innemu przypisaniu dywizji pomiedzy fronty niz strategia czysta wybrana przez
Ackiego). W zwiazku z tym kazda strategia mieszana wybrana przez Ackiego
zagwarantuje wygrana Alandii z takim samym prawdopodobienistwem, réwnym
1 — p. Oznacza to, ze Acki nie moze zwigkszy¢ prawdopodobienistwa wygranej
Alandii, a zatem i oczekiwanej wyplaty, przez zmiane swojej strategii mieszane;j.
Analogiczny argument pokazuje, ze to samo dotyczy Deckiego, zatem rozwazana
para strategii opisuje rownowage Nasha! Oczekiwana wyptata Ackiego przy
tych strategiach jest rowna 1 — 2p, taka jest zatem warto$é¢ gry. Oznacza to,

ze przy takiej samej liczbie dywizji general Acki jest w nieporéwnanie lepszej
sytuacji.
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Czego dowiedzieliSmy sie o rozwazanej grze? Po pierwsze, przy odpowiedniej
dysproporcji liczby dywizji, ktérymi dysponuja gracze, istniejg réwnowagi
Nasha w strategiach czystych, w ktorych jeden z graczy ma zagwarantowana
wygrana. Po drugie, w sytuacji, gdy A < D < A - n, nie istnieja réwnowagi
Nasha w strategiach czystych, a zaden z graczy nie jest w stanie zagwarantowac
swojej wygranej z prawdopodobienstwem 1. W takich scenariuszach dla kazdej
przeleczy obronca powinien z dodatnim prawdopodobienstwem przypisywadé

A dywizji, aby atakujacy nie mial w odpowiedzi strategii, przy ktérej na
pewno wygra. Okazuje si¢ zatem, ze w kazdej sytuacji, gdy atakujacy nie
moze zagwarantowaé swojej wygranej, obroncy oplaca sie broni¢ na wszystkich
frontach réwnoczesnie.

/V/ —
/
/
“ ~//_/
— S ——
Pseudopierwsze zoo  Mikotaj ROTKIEWICZ*
* Wydzial Matematyki, Informatyki O liczbach pseudopierwszych pisaliémy w A3,. Przypomnijmy, ze liczba

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski pseudopierwsza (Fermata, przy podstawie a) to liczba zlozona n, ktéra ,udaje”

liczbe pierwsza w tym sensie, ze spelnia podzielno$é n|a™ — a. O takim kamuflazu
mozna mowic¢ na wiele réznych sposobéw.
Wezmy na warsztat (w miejsce ciagu geometrycznego (a™)) ciag V,, = o™ + ",
gdzie «, [ sa pierwiastkami, by¢ moze zespolonymi, trojmianu kwadratowego
. , . _ 2 . . . . .
Przedstawiony wzér rekurencyjny dla f(X)=X?—aX + b, natomiast a,b sa liczbami calkowitymi. Poczatkowe
ciggu (V,,) wynika ze zsumowania . . . 2 . .. _ _
noatepuineyeh dwéeh réwnoder, wyrazy tego ciagu mozna szybko obhczlyc,/ stf)suj.@c. rgkurencq@. VO.— 2, Vl.— a,
prawdziwych na mocy definicji liczb «, 3; Vn+1 = aVn — an_l dla n > 1. St@d widaé rowniez, ze (Vn) JeSt Clggiem liczb
a"t? = ga" ! — ba™, catkowitych. Male twierdzenie Fermata ma nastepujace uogélnienie:

7 = ap"tt —bp". Lemat 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to V, = V1 (mod p).

Dowaod. Niech p > 2. Zastosujemy wzory na pierwiastki rownania kwadratowego.

P P
Mamy V,, = (%) + (%) , gdzie A = a? — 4b. Po rozwinieciu czeéé

wyrazéw sumy zredukuje sie i otrzymamy

(b-1)/2 o
V, =277t (ap + Z <2p.>ap2JAJ).

: J
Jj=1
W powyzszej sumie a? = a (mod p), a pozostale skladniki sumy sa catkowite
i podzielne przez p, gdyz p | (2’;) Ponadto 2°~' =1 (mod p) i dlatego
V, =27, =a+0=V; (mod p).
Przypadek p = 2 pozostawiamy Czytelnikowi. ]

Lemat 1 prowadzi do pierwszego egzemplarza w naszym zoo. Liczbe ztozona n

nazywa sie pseudopierwszq Dicksona, jesli

(D) Vo =Vi (mod n)

i NWD(n,2bA) = 1. Warunek na NWD jest po to, by pominaé trywialne
Obliczenia wartoéci (a® mod n) mozna  rozwigzania kongruencji (]E) Okazuje sie, ze sprawdzenie warunku @) mozna

dokona¢ w czasie O(logn) — jak? Lo . . . n —
Odpowieds w dalszej ezeéci artykulu. \ivy'kona.c niemalze tak szybko jak sprawdzenie, czy a” = a (mod n) (patrz
¢wiczenie [1)).

W poprzednim artykule wspominalisémy o liczbach Carmichaela, ktére spelniaja
a"™ = a (mod n) dla dowolnej liczby naturalnej a. Powstaje naturalne pytanie, czy
istnieja liczby, ktore sa liczbami pseudopierwszymi Dicksona dla dowolnych liczb
catkowitych a, b? Odpowiedz jest twierdzaca, najmniejsza z nich jest

n = 443372888629441 = 17-31-41-43-89-97 - 167 - 331.

W dalszej czesci artykulu przyjrzymy sie wlasnosciom ciagu (A,,), ktéry
zdefiniowany jest przez analogiczna rekurencje, lecz tym razem jest ona rzedu 3:
(1) Ao = 3, A1 = 0, A2 = 2, An+1 = An—l + An_g dla n 2 2.
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+V5

1
Dla przyktadu: v/2 oraz 58

liczbami algebraicznymi catkowitymi, ale
V/2/2 juz nie (éwiczenie [2)).

Mozna dowie$é, ze A 2 = A, (mod p?),
wiec dla dowodu, ze 271441 jest liczba
Perrina, wystarczy sprawdzié, ze

5212 | As21, co przy zastosowaniu
podanego algorytmu zrobimy, wykonujac
10 operacji mnozenia modulo 5212
macierzy 3 X 3.

Lemat 2 ([L]). Jesli p jest liczbg pierwszq, to p dzieli Ap.

Dowdéd. 7 ogélnej teorii ciggéw rekurencyjnych wnosimy, ze A, = aa™ + bs"™ + cy™,
gdzie o, 3,7 sa rozwiazaniami (zespolonymi) réwnania X3 = X + 1, natomiast
a, b, c sa pewnymi stalymi. Dociekliwy Czytelnik tatwo sprawdzi, ze warunek
poczatkowy podany w wymusza a = b=c =1, stad 4, = a™ + 8" +".

Ze wzoréow Viete’a mamy o + 5+ v = 0, wiec

p!

ki ko ks — o,
Tl 07 =P Oy

(2) Ap=al + 87 +7 = (a+B+7) ==

kq+ko+hz=p
0<ky, ko, k3 <p

!
Zauwazmy, ze W powyzszej sumie P 7 Jest liczba catkowita podzielna

k1'kolks!
przez p, wiec ©, jest catkowitoliczbowa kombinacja liczb postaci ok gk2~ks  Dla
dokonczenia dowodu postuzymy sie uogdlnieniem pojecia liczby catkowite;j:

Definicja. Liczbe zespolong 6 nazywamy algebraiczng, jesli 6 jest pierwiastkiem
pewnego wielomianu o wspétczynnikach calkowitych: e8¢ + cq_10%"1 4+ ... +

4+ 10 4 co = 0, gdzie ¢q # 0. Jesli dodatkowo zalozymy, ze cq = 1, to 6 nazywamy
liczba algebraiczng catkowitq.

Niech A oznacza zbior liczb algebraicznych catkowitych. Okazuje sie, ze
dzialania dodawania i mnozenia liczb z A nie wyprowadzaja poza A. (Dow6d
tego waznego twierdzenia Czytelnik latwo znajdzie w [BB-S| [M]). Poniewaz (A,,)
jest z definicji ciggiem liczb calkowitych, wiec liczba ©, = A, /p jest wymierna.
Z drugiej strony, o, 3,7 € A, wiec réwniez ©, € A. Twierdzenie o pierwiastkach
wymiernych wielomiandéw o wspotczynnikach catkowitych mozna zapisa¢ krétko:
ANQ =7Z, tj. kazda wymierna liczba algebraiczna catkowita jest catkowita. To
oznacza, ze O, € Z, wiec p | Ap. O

W krétkiej notce [P] Raoul Perrin postawil pytanie o istnienie liczby zlozonej n
takiej, ze n|A,. Takie liczby nazywamy wspodlczesnie liczbami pseudopierwszymi
Perrina (lub po prostu liczbami Perrina).

Przez ponad 80 lat od postawienia problemu w [P] i kilku préb jego rozwiazania,
nie byla znana zadna liczba Perrina. Odkryto ja w sposob bardzo naturalny,
niemalze na kartce papieru z oléwkiem w reku [A-S]. Jak? Ot6z zamieniajac
a,B,v w (2) na a™, ™, 4™ € A, dostajemy szybko

(3) App = Ay, (mod p)

dla kazdej liczby naturalnej m. Zatem Ay = A, =0 (mod p). Podzielnoéé A,
przez p to tylko ,polowa sukcesu” — ale sugeruje, ze moze warto ograniczy¢
poszukiwania liczb pseudopierwszych Perrina do kwadratéw liczb pierwszych. Ta
heurystyka okazala sie stuszna — liczba pseudopierwsza Perrina (jak si¢ okazuje,
najmniejszal) jest n = 5212 = 271441.

Jak trudne jest sprawdzenie warunku n | A,,7 Obliczenie reszt z dzielenia
kolejnych wyrazow ciagu Ay przez n dla 1 < k < n byloby bardzo kosztowne,
bo wymaga az O(n) krokéw. Lepiej postuzy¢ sie rachunkiem macierzowym:
dla macierzy

0 1 0 A, Api1 Ay Ao
M=10 0 1| mamy M |A,11| = [Ant2]|, skad M2 Al = | A
110 Ap2 An+s Az Ay,

Obliczenie M™ mod n mozna wykonaé¢ w O(log, n) krokach, stosujac
rekurencyjnie réwnogci M* = (M*/2)2 dla parzystych k < n i M* = M - (M*5)?
w przypadku, gdy k jest liczba nieparzysta. Kazdy z krokéw polega na obliczeniu
iloczynu macierzy 3 x 3 modulo N, wiec caltkowity koszt obliczenia M™ wynosi
O((logy N)?1log, n) operacji bitowych. Inny sprytny algorytm wyznaczenia A,
podajemy w éwiczeniu

Ciag (A,,) ma kilka innych ciekawych wlasnosci teorioliczbowych, z pomoca
ktérych mozemy zbudowac silniejszy test pierwszosci. Rekurencje mozna
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O zbiorze F' méwimy, ze jest cialem, jesli
jego elementy mozna dodawad,
odejmowad, mnozy¢ i dzieli¢ (z wyjatkiem
dzielenia przez 0, ktére jest jedynym
elementem o wlasnoéci 0 4+ z = z dla
kazdego = € F). Wigcej o cialach mozna
przeczytaé w A%g Zbiér F,, powstaje na
drodze redukcji (abstrakcji) modulo p,
tzn. liczby catkowite x, ' uznajemy za
réwnowazne, jeéli x = ' (mod p).
Redukcja ta jest mozliwa, gdyz jesli

z =z’ (mod p) oraz y =y’ (mod p), to
z+2' =y+y (mod p) oraz 2’ = yy’
(mod p). Elementy zbioru F, mozna
dzieli¢, wigc [, jest cialem: chcac
podzieli¢ x mod p przez y mod p, gdzie

p 1y, szukamy takiego z, ze © = yz
(mod p).

]

Rozwigzanie zadania M 1763.
Rozwazmy dowolny czworokat ABCD.
Suma katéw przy wierzchotkach jest
réwna 360°, wiec wéréd sum <A 4+ xB

i XC + %D jedna nie przekracza 180°. To
samo dotyczy ¥xB 4+ xC i ¥xD + X A. Bez
straty ogdélnosci zalézmy, ze sg to sumy
XA+ XBixD+ xA.

‘W katach wewnetrznych o wierzchotkach
A, B i D umie$émy kopie wyjsciowego
czworokata w skali 1, jak pokazano na
rysunku. -

Ze wzgledu na zalozone nieréwnosci kopia
ABCD umieszczona w wierzchotku A ma
po jednym punkcie wspélnym z dwoma
pozostalymi kopiami, ktére z kolei maja
tylko jeden wspdlny punkt — srodek
przekatnej BD.

odwrécié: Ap—1 = —A, + Anta, skad

(Ag, A_1,A_s,..) = (3,-1,1,2,-3,4,-2,—1,...).

Dowdéd nastepujacego lematu jest analogiczny do dowodu lematu 2
i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.

Lemat 3. Jesli p jest liczbg pierwszq, to A_, = —1 (mod p).

Liczbe zlozona n nazywamy silng liczbg Perrina, jeSlin | A, oraz n | 1+ A_,.
Liczba 5212 nie spelnia ostatniej podzielnosci, wiec nie jest silna liczba Perrina.
Z kolei A_,2 = —1 (mod p?) juz dla p =7, 11 i 29 (por. ¢wiczenie . Czy silne
liczby Perrina w ogodle istnieja? Tak, a ich poszukiwania ulatwia nastepujaca
klasyfikacja liczb pierwszych.

Popatrzmy na mozliwe rozklady wielomianu H(X) = X3 — X — 1, czyli
wielomianu charakterystycznego rekurencji , nad ciatem IF, — cialem reszt
z dzielenia przez liczbe pierwsza p (informacje w pigulce o ciatach F, znajduja
sie na marginesie). Na przyktad X? — X — 1= (X — 2)(X? +2X +3) (mod 5),
gdzie zapis P;(X) = P»(X) (mod m) oznacza, ze wielomian P;(X) — Po(X)
ma wszystkie wspolczynniki podzielne przez liczbe naturalng m. Poniewaz
wielomian stopnia 3 ma co najwyzej trzy pierwiastki, mozliwe sg 4 przypadki:
(i) HX)=(X —a)(X = b)(X —¢) (mod p) dla pewnych trzech réznych reszt
a,b,c €.
(ii) Wielomian H nie ma pierwiastkéw w ciele ), tj. pt H(a) dla wszystkich
a € Z. Woéwczas H jest wielomianem nierozkladalnym nad cialem IFp,.
(i) H(X) = (X —a)Q(X) (mod p) dla pewnego a € Z i wielomianu Q
nierozktadalnego nad ciatem F,,.
(iv) H(X) = (X —a)*(X —b) (mod p) dla pewnych a,b € Z.
W przypadkach , i (iii) méwimy, ze liczba pierwsza p jest typu S, Ii Q,
odpowiednio. Przypadek (jiv) ma miejsce tylko dla p = 23 (co ma zwiazek
z tym, ze —23 jest wyrdznikiem wielomianu H(X)). Przyklady liczb pierwszych
zadanych typéw podajemy w ¢wiczeniu [7}

Ciag (A, mod m)S2 _ __ jest okresowy, poniewaz jest tylko skoniczenie wiele
mozliwosci na (A,—1, A, Ant1) mod m dla kazdej ustalonej liczby naturalnej m,
a kazda taka tréjka wyznacza ten ciag jednoznacznie, w przéd i tyl. Oznaczmy
przez wy, okres podstawowy ciagu (A4, mod m). Ponizszy lemat pozostawiamy
bez dowodu.

Lemat 4 ([A-S]). Jesli liczba pierwsza p jest typu S, to w,|p — 1, jesli jest
typu Q, to wy|p? — 1, jesli zas typu I, to wy|p® +p + 1.

Przypomnijmy, liczba ztozona n jest liczba Carmichaela, jesli dla kazdej liczby
calkowitej a zachodzi podzielno$é n | a™ — a. Zdarza sie, ze liczba jest jednoczesnie
liczba Carmichaela i silng liczba Perrina, i nie jest to takie dziwne. Przypusémy,
ze liczba Carmichaela C' = Hle p; jest illoczynem réznych liczb pierwszych
typu S. Na mocy Lematu {4} wy, | p; — 1, za$ z kryterium Korselta (patrz
np. A3,), p; — 1| C — 1. Zatem C =1 (mod w,,), wiec Ac = A; =0 (mod p;)
i podobnie A_¢ = A_; = —1 (mod p;), wiec C jest silng liczba Perrina.
Najmniejsza z takich liczb jest

7045248121 = 821 - 1231 - 6971.

Szczegblna postac dzielnikéw pierwszych tej liczby pozwala szybko uzasadnié, ze
jest ona liczba Carmichaela. Przyjrzyjmy sie teraz liczbie

n = 24306384961 = 19 - 53 - 79 - 89 - 3433.

To réwniez jest liczba Carmichaela, doé¢ osobliwa, bowiem nie wszystkie
dzielniki pierwsze liczby n sg typu S. Liczby pierwsze ¢1 = 19, g2 = 53, ¢3 = 79
iqs =89 sa typu Q, zasd g5 = 3433 jest typu S. Liczby te sa tak dobrane, ze
n=1 (mod ¢? — 1) dla kazdego 1 < i < 4 (a nie tylkon =1 (mod ¢; — 1)) oraz
n=1 (mod g5 — 1). Z lematu [ natychmiast dostajemy A, = Ay, mod wq, = A =
=0 (mod ¢;) dla 1 <4 < 5. Zatem n | A,. Zupelnie analogicznie sprawdzamy
warunek A_,, = A_; = —1 (mod n). Zatem n jest silng liczba Perrina.
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Rozwigzanie zadania M 1764.
Poniewaz (ar — (1,k+1)2 >0, to

2
ag

> 2ap — ap41

Ap+1
dlak=1,2,...,n (an41 := a1). Liczba
2aj, — ap41 jest calkowita, wiec

a?
k
{7J > 2ap — agy1,
AL41

zatem

n n

k=1 k=1

Definicja liczby pseudopierwszej Lucasa
jest bardzo podobna do definicji liczby
pseudopierwszej Dicksona. Przytaczamy
ja dla Czytelnikéw Zainteresowanych:
rozwazamy cigg (U, ) okreslony
rekurencja Up = 0,U; = 1 oraz

Unt1 = aU, — bU, _1. Niech

A = b% — 4ac. Liczba zlozona n jest liczba
pseudopierwszq Lucasa, jesli jest
wzglednie pierwsza z 2bA oraz spelnia
podzielnoéé n | Uy _c(n), gdzie e(n) jest
pewng funkcjg o wartosciach +1

(konkretnie: symbolem Jacobiego (é)).

n

Cwiczenia (wskazéwki dostepne na deltami.edu.pl) 6.

1. Niech a,b € Z i niech (V},) bedzie ciagiem zadanym przez
warunki: Vo =2, Vi = a, V41 = aV,, — bV,—1. Uzasadnié

wzory
‘/271 = Vnz - 2bn7
V2

2. Uzasadni¢, ze %

n
2
ay
E {71”J > E (2ak — ap41) = E ar.
k41
k=1

Vany1 =

nie jest liczba algebraiczng catkowita.

Wiadomo, ze liczb Carmichaela jest nieskonczenie wiele. Co wiecej,
udowodniono, ze liczb Carmichaela, ktérych kazdy dzielnik pierwszy ma

typ S, réwniez jest nieskonczenie wiele. Kazda taka liczba jest silna liczba
Perrina, wiec tych ostatnich tez jest nieskoniczenie wiele. Z drugiej strony nie
wiadomo, czy liczb Perrina z co najmniej jednym dzielnikiem typu Q lub I jest
nieskonczenie wiele.

Liczby Perrina to bardzo rzadkie okazy. Przedstawmy troche statystyk — jest
1700 liczb Perrina mniejszych niz 104, wéréd nich 942 s silnymi liczbami
Perrina, a tylko 30 z nich jest liczbami Carmichaela.

Wspomnieliémy o liczbach pseudopierwszych Fermata, Carmichaela, Dicksona

i Perrina. Oproécz tego sa jeszcze liczby pseudopierwsze Eulera, Lucasa,
Lehmera, Szekeresa i ich rézne warianty — a lista ta jest niepelna. Czy to
matematyczne zoo liczb pseudopierwszych ma jaki§ wspélny mianownik?

Jon Grantham [G] podjal prébe (udana) usystematyzowania wystepujacych
definicji liczb pseudopierwszych. Dla ustalonego wielomianu P € Z[X] wprowadzil
pojecie liczby P-pseudopierwszej Frobeniusa, ktérej definicja wykracza

niestety poza ramy tekstu popularnonaukowego. Wspomnijmy jednak, ze liczby
(X — a)-pseudopierwsze Frobeniusa to dokladnie liczby pseudopierwsze Fermata
przy podstawie a, kazda liczba (X — X — 1)-pseudopierwsza Frobeniusa jest silng
liczba Perrina, a kazda liczba (X2 — aX + b)-pseudopierwsza Frobeniusa to taka,
ktéra jest jednoczesnie liczba pseudopierwsza Dicksona i Lucasa.

Nie wypada nie wspomnie¢ tutaj o przelomie, jaki dokonal si¢ w 2002 roku za
sprawa znalezienia prostego, wielomianowego (wzgledem liczby cyfr w zapisie
danej liczby) i deterministycznego testu pierwszosci, zwanego algorytmem AKS,
od pierwszych liter jego odkrywcéw: Agrawala, Kayala i Saxena (patrz Af,).
Stowo deterministyczny oznacza tu tyle, ze dla dowolnej liczby n udziela on
poprawnej odpowiedzi na pytanie, czy jest to liczba pierwsza. Jednak w praktyce
powszechnie stosowanym testem pierwszosci (Mathematica, Pari/GP, Maxima,
Sage, ...) jest algorytm Baillie-PSW (od jego autoréw: Pomerance, Selfridge,
Wagstaff), ktéry choé nie jest deterministyczny (stwierdza jedynie, ze dana
liczba n jest ,prawdopodobnie” pierwsza lub ze n jest na pewno zlozona), jest
znacznie szybszy. Jest on polaczeniem testéw pierwszosci Fermata (przy bazie 2)
i Lucasa (dla odpowiednio dobranych parametréw a,b — patrz margines).

Nieznane sa przyktady liczb ztozonych, ktére algorytm Baillie-PSW uznalby za
pierwsze. Wiadomo, ze nie ma, takich ponizej 10'°, jednak przypuszcza sie, ze
jest ich nieskoniczenie wiele.

Udowodnié lemat Bl

7. Uzasadnié, ze 2 jest typu I, 5 typu Q, natomiast
59 =4% — 4 — 1 typu S. (59 jest najmniejsza, liczba
pierwsza typu S.)

8. Uzasadni¢, ze liczba 904631 = 7 - 13 - 9941 jest

liczbg Perrina, natomiast 16043638781521 =

=13-223-691 - 829 - 9661 jest silng liczba Perrina.

Vi Vi1 — ab™.

Pierwiastkami wielomianu X% — X — 1 sg a = 1,32 € R,
B~ —0,66 + 0,561 = ﬁ(cosqb + isin ¢) oraz v = B, gdzie
¢ ~ 1,557, a doktadniej rozwinigcie w utamek taiicuchowy

2¢/m daje oszacowanie 113 < %/’2 < 13%. Uzasadnié¢ wzor

A_, = 2(/a)" cos(ng) + a™"
dla n > 0, a nastepnie na podstawie podanych przyblizen
i lematu [3] wywnioskowa¢, ze A_29 = —1.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej p # 5 iloczyn
Fpt+1F,_1 jest podzielny przez p, gdzie (Fp)n>1 =
=(1,1,2,3,5,...) jest ciagiem Fibonacciego.

. Uzasadnié, ze $lad macierzy M™ (suma liczb na

przekatnej NW—SE), gdzie M = [g (1) é], wynosi A,

dla kazdego n € Z.
‘Whniosek. Dostajemy krétki algorytm dla sprawdzenia,
czy n jest liczbg Perrina.
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Samotnos¢ i liczby

*Instytut Matematyki Stosowanej
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Fizyk Paolo Giordano (urodzony w 1982 r. w Turynie) w I dekadzie XXI wieku

PaoLO GIORDANO

SAMOTNOSC
NG ok

przygotowywat sie spokojnie do obrony swojego doktoratu na Uniwersytecie

w Turynie. Doktorat dotyczy! fizyki czastek, a dokladniej kwarkéw b (zwanych
w literaturze popularnej kwarkami pieknymi). Doktorat zostal pomyslnie
zakonczony obrong w roku 2010.

W roku 2008 nasz fizyk opublikowat ksiazke pod tytutem Samotnosé liczb
pierwszych (polskie ttumaczenie: Wydawnictwo W.A.B., 2010).

Ksigzka nie wydaje sie bezposrednio mie¢ wiele wspolnego z liczbami
pierwszymi, o ktérych moéwi sie tu tylko na jednej stronie. Niemniej analogia
losu dwojga ludzi do liczb pierwszych moze by¢ tworcza. Zdaniem Magdaleny
Mai Sliwiriskiej (,italianistki, milosniczki filozofii, lasu, jaszczurek i $wietlikdéw”,
Lente-Magazyn) swiat liczb stanowi klucz do zrozumienia tej jednej z bardziej
oryginalnych pozycji wloskiej literatury popularnej ostatnich lat. Ksiazka opisuje
losy dwojga oséb, Alice (Alicji) Della Rocca i Mattii (Macieja) Balossino,
ciagnacych za soba bagaz do$wiadczen. Alice zostaje fotografka, a Mattia
matematykiem — zajmowal si¢ funkcja ¢ Riemanna. Wydaje sie, ze powinni by¢
sobie bliscy, jednakze ich losy powoduja utrzymywanie dystansu, oddzielenia.
Jak liczby pierwsze? Mattia jest wycofany i niezdolny do urzeczywistnienia

swojego uczucia, Alice jest silniejsza i zdolna do przezwyciezenia przeszlosci.

Giordano uwaza, ze historia Alice i Mattii jest bardzo
intymna. Jest w niej sporo uzalania sie nad soba. Nie
wydaje mu sie jednak, ze dodanie nowych elementéw,
jak odniesienia do matematyki, mogloby ostabi¢

te atmosfere. Pomyst nawiazania do matematyki

byl potrzebny autorowi do uzycia innego jezyka od
literackiego. Dla Giordana — fizyka, przypominam —
matematyka jest jezykiem, moze wiec by¢ uzyta

do opowiedzenia czegos. Tutaj, jak rozumiem,
zastosowana jako rodzaj metafory uzupetniajacej
wlasciwa opowiesé. Zdaniem autora ksiazki oparcie

opowiesci na innym jezyku niz literacki jest interesujace:

tworzy nieoczekiwane efekty (z wywiadu udzielonego
w 2008 1.).

Ksiazka spotkala sie z entuzjastycznym przyjeciem

we Wloszech, a takze w USA. Autor w wieku 26 lat
(2008 r.) otrzymal prestizowa wloska nagrode literacka
il Premio Strega, zostajac najmlodszym laureatem tej
nagrody. Stowo strega oznacza czarownice, ale tutaj
odnosi sie do firmy Liquore Strega produkujacej mocne
(jak na zwyczaje wloskie) likiery. Ksiazke uznano za
wspanialy pokaz stylu literackiego.

Mozna zadaé pytanie, czy na entuzjastyczny odbiér
ksigzki nie wptynal czesciowo tytul pochodzacy
bezposrednio z matematyki. Czy to nie jest tak, ze
czytelnik poszukuje (pod$wiadomie?) jednosci tak
odleglych sposob6w my$lenia, jak refleksja nad losem
czlowieka i matematyka? Czyli ze jednosé jest ,towarem
poszukiwanym”? Czyli ze nie wszystko stracone? Moze
Ludzkosci si¢ uda? Wigcej pytan niz odpowiedzi!

Dla zachowania prawdy historycznej nalezy jednak
nadmienié, ze autor poczatkowo proponowal tytut
Wewngtrz i na zewngtrz wody (Dentro e fuori
dall’acqua). Oj, chyba nie zaszedlby za daleko
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z takim tytulem. Ciekawe, jak by zadziatal tytul
Samotnosé kwarkow pieknych. Kwarki te wystepuja
tylko w czastkach wytwarzanych sztucznie, a wiec
jakim$ rodzajem samotnosci si¢ charakteryzuja.

Na podstawie ksiazki w roku 2010 zostal nakrecony film
w rezyserii Saveria Costanza. Chyba jednak film nie
osiagnal poziomu ksigzki.

Czy liczby pierwsze moga by¢ samotne? Oczywiscie sa
wytworem ludzkiego umyshu. Dziela wiec z nami kalki
z ewolucji naszych umystéw. Klasyczna definicja liczb
pierwszych (tu z Wikipedii) to: ,liczba pierwsza jest
liczba naturalng wieksza od 1, ktéra ma dokladnie dwa
dzielniki naturalne: jedynke i siebie sama”. Przy tej
definicji 0 i 1 nie bylyby liczbami pierwszymi, natomiast
2, 3, 5 i na przykiad 17 juz tak. Pierwsze pytanie, jakie
narzuca si¢ w zwiazku z liczbami pierwszymi, to jak
duzo ich jest. Odpowiedz znana jest juz od dawna.
Euklides (ok. 365 p.n.e. — ok. 270 p.n.e.) w Ksiedze

IX Elementéow udowodnil stwierdzenie 20, ktére mowi
(w sformutowaniu bliskim sformutowania Euklidesa),

ze liczb pierwszych jest wiecej niz elementow
jakiegokolwiek skonczonego zbioru liczb pierwszych
(Liczb pierwszych jest wiecej, niz jakiekolwiek dane

ich mndéstwo; dziekuje panu Krzysztofowi Maglance za
wskazéwki).

Argument Euklidesa jest nastepujacy. Zal6zmy, ze dany

jest skonczony zbiér liczb pierwszych pi,pa2, ..., Dm-
Rozwazmy ich iloczyn:

bp=p1-p2-pP3- ... Pm-
Woéwczas zadna z liczb pq, ... py, nie moze by¢

dzielnikiem liczby p + 1, bo z dzielenia otrzymalibysmy
reszte 1. Z drugiej strony, liczba p + 1 ma jakis
dzielnik pierwszy, jest wiec on szukang liczba pierwsza,
niewymieniong wérdéd p1,ps, - .-, Pm-



M. Kordos, Najwieksza liczba pierwsza,
4

Agg-

K. Gryszka, Liczb pierwszych jest

nieskoriczenie wiele, A;l.

W ksigzce M. Aignera i G.M. Zieglera
Proofs from THE BOOK (Springer,
1998) jest podanych 6 dowodéw
stwierdzenia Euklidesa, wszystkie
oczywiscie z KSIEGI, a wiec pigkne.

E.S. Loomis, The Pythagorean

Wspbélczednie najczesciej formutuje sie stwierdzenie Fuklidesa w postaci ,,zbiér
liczb pierwszych jest nieskoniczony” (oswoiliSmy sie juz z nieskoriczonos$cia)

i do dowodu wykorzystuje sie podstawowe twierdzenie arytmetyki (PTA).

Baze do udowodnienia twierdzenia PTA podal Euklides, ale wspdlczesna

wersje udowodnil Carl F. Gauss (1777-1855) w Disquisitiones Arithmeticae

w 1798 roku. PTA moéwi, ze kazda liczba naturalna wigksza niz 1 albo jest liczba
pierwsza, albo moze by¢ jednoznacznie (czyli w sposéb jedyny) przedstawiona
jako iloczyn liczb pierwszych. Jednoznacznosé nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze

Proposition, NCTM 1968, II wydanie.
Ksiazka zawiera 109 dowodéw
walgebraicznych”, 255 dowoddéw
»geometrycznych”, 4 dowody ,oparte na
kwaternionach” i 2 ,oparte na dynamice”.

kolejnosé czynnikéw nie jest istotna.

Jest wiele réznych dowodow stwierdzenia Fuklidesa o nieskonczonosci
zbioru liczb pierwszych, choé¢ nie wydaje mi sie, aby kto$ je zebral, tak jak

Elisha S. Loomis zebral 370 réznych dowodéw twierdzenia Pitagorasa. Tak,
aby czytelnik mégt codziennie przez wiecej niz rok zapoznawaé si¢ z kolejnym

dowodem.

Swiat liczb pierwszych jest bardzo ciekawy.
Przykladowo badane sa liczby pierwsze blizniacze, to
znaczy pary liczb pierwszych, ktorych réznica wynosi 2,
na przyktad 315,517, 111 13, a takze 1997 i 1999
oraz 2760889966 649 i 2760889966 651. Te dwie ostatnie
liczby pojawiaja sie w ksiazce Giordana.

Zagadnienie, czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb
blizniaczych, jest dalej otwartym problemem teorii
liczb (,hipoteza o liczbach pierwszych blizniaczych”).
Jest tez mocniejsza hipoteza, zwana ,hipoteza
Hardy’ego-Littlewooda”, dotyczaca rozktadu liczb
blizniaczych.

To te liczby tworza w ksiazce Giordana analogie Mattia
i Alice. Sa oni osobami w jaki§ sposéb bliskimi, ale
jednak oddzielonymi. Mattia myslat, ze on i Alice byli
jak dwie liczby pierwsze blizniacze, sami © zagubieni,
bliscy, ale nie na tyle, by 2blizyc sie naprawde. Zapewne
wladciwszym tytutem ksigzki bylby tytul ,Samotnosé
liczb blizniaczych”.

W roku 1919 norweski matematyk Viggo Brun
(1882-1978) udowodnil, ze szereg odwrotnosci liczb
blizniaczych jest zbiezny:

b - 1 1 1 1 1 1

= <3+5)+(5+7>+(11+13>+“' < oo
Zatem niezaleznie od tego, czy suma ta zawiera
skoficzenie, czy nieskoriczenie wiele skladnikéw (bo tego,
jak juz wiemy — nie wiemy), daje stala b, zwana stala
Bruna. Gdyby tak samo potraktowaé wszystkie liczby
naturalne, to odpowiedni szereg (szereg harmoniczny)
bylby rozbiezny. Mozna uzna¢, ze wynik Bruna to
matematyczne ujecie ,samotnosci” liczb blizniaczych.
Wszystkie liczby naturalne (a takze np. wszystkie
liczby parzyste) samotne oczywiscie by¢ nie powinny.
Leonhard Euler (1707-1783) udowodnil, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej M > 0 mozna znalezé taka liczbe

R.L. Rivest, A. Shamir, L.M. Adleman,
»A method for obtaining digital signatures
and public—key cryptosystems”,
Communications ACM 21 (2).

W. Diffie, M.E. Hellman, ,,New directions

in cryptography”, IEEE Transactions on
Information Theory 22 (6), 1976, 644—654.

E. Goles, O. Schulz, M. Markus, ,Prime
number selection of cycles in

a predator—prey model”, Complexity
2001, 3, 33-38.
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pierwsza p, ze suma odwrotnosci wszystkich liczb
pierwszych ,,do p” jest wigksza niz M:
1 1 1 1 1
2+3+5+7+"'+p>M'
W ten sposob otrzymujemy kolejny dowdd
nieskonczonos$ci zbioru liczb pierwszych oraz pewno$é,
ze liczby pierwsze nie sa samotne (przynajmniej
W powyzszym sensie).

Liczby pierwsze sa zrédltem ciekawych rozwazan
matematycznych, a zbadanie ich rozmieszczenia

jest duzym wyzwaniem teoretycznym, o znaczeniu
réwniez praktycznym. Na pierwszy rzut oka liczby

te sa rozmieszczone wsrdd liczb naturalnych bardzo
chaotycznie. Wiemy juz, ze sa pary bardzo duzych liczb
pierwszych blizniaczych, ale nie wiemy, czy tych liczb
blizniaczych jest nieskonczenie wiele. Wiemy, ze moga
sie pojawié¢ bardzo dtugie sekwencje liczb, w ktorych

w ogole nie ma liczb pierwszych.

Pytanie o rozmieszczenie liczb pierwszych prowadzi

do jednego z najwiekszych probleméw otwartych
matematyki, jakim jest hipoteza Riemanna. Jego wage
pokazuje fakt, ze znalazl si¢ na liScie 23 problemdw
Hilberta (jako 8. problem) z 1900 roku — wyzwan
matematycznych na XX wiek, na liscie 16 problemoéw
Smale’a z 1998/1999 — wyzwan matematycznych

na XXI wiek, oraz na liscie 7 tzw. problemow
millenijnych (jako problem 4.) z duza nagroda pieniezna
ogloszong przez Clay Mathematics Institute. Zabawne
bytoby, gdyby hipoteza Riemanna zostala réwniez
umieszczona na liscie wyzwan na XXII wiek. Po wiecej
informacji na ten temat polecam siegnaé¢ do artykutu
K. Maslanki oraz tekstéw z Delty (M. Szurka w Ag;

i P. Strzeleckiego w Ads).

K. Maslanka, Hipoteza Riemanna — refleksje na temat najwickszej
zagadki matematyki, Roczniki Filozoficzne LIII (1), 2005.

Wyniki matematyczne dotyczace liczb pierwszych ostatnio nabraly réwniez
kluczowego znaczenia w matematyce stosowanej, a w szczegdlnosci

w kryptografii z kluczem publicznym. W kryptografi wykorzystuje sie fakt,
ze trudno jest rozlozy¢ bardzo duze liczby, np. iloczyny bardzo duzych liczb
pierwszych, na czynniki pierwsze.

Mozna znalezé zwiazki pomiedzy liczbami pierwszymi a procesami biologicznymi.
E. Goles, O. Schulz i M. Markus sugeruja, ze pewien rodzaj cykad ma dlugosci
cykli legowych charakteryzowane liczbami pierwszymi, aby uniemozliwi¢
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drapieznikom dostosowanie si¢ do tych cykli. Tylko w pewnych fazach cykli
istnieje bowiem mozliwos¢ ich ztapania. Inne przyktady mozna znalezé

w przegladowej pracy M. Loconsole i L. Regolina oraz w podanej tam
bibliografii.

Czy mozna uznad, ze koncepcje matematyczne moga mieé¢ co$ wspolnego

z trudno definiowalnymi odczuciami psychicznymi, jak poczucie samotnosci?
Kazda odpowiedZ wydaje sie niesatysfakcjonujaca. OdpowiedZz TAK oznaczataby,
ze nalezy ewentualne zwigzki formutowaé¢ konkretniej, a tego raczej nie
jestesmy w stanie dokonaé¢. Odpowiedz taka byltaby wiec duzym uproszczeniem.
Odpowiedz NIE oznacza, ze Swiat nam si¢ rozpada na oddzielne, niepowiazane
czedci, co nie wydaje sie zgodne z ewolucyjnym dostosowaniem si¢ do zycia.

Zatem byloby to uproszczenie jeszcze gorsze. Odpowiedzi typu ,i TAK, i NIE”
zostawmy raczej politykom.

Obie skrajne odpowiedzi prowadza do réznych modeli, a modele rzeczywistosci
sa istotnym i chyba jedynym sposobem jej zrozumienia. Zatem upraszczajmy

i starajmy sie co$ z tego zrozumieé¢. Moze wraz ze zrozumieniem przyjdzie
akceptacja?

Zaskakujace i niebanalne zakoriczenie ksiazki Giordana sugeruje, ze
w samotno$ci moze by¢ sita. Ale to jest tylko jedna z mozliwych interpretacji.

Marek Abramowicz: Miedzy Bogiem a prawdg —
autobiografia ,,roztargnionego profesora”

Profesor Marek Abramowicz, $wiatowej klasy astrofizyk, autor setek prac
naukowych, ktéry w swej bogatej karierze pracowal w wielu instytutach

i uniwersytetach Europy i Ameryki, ciggle doktadnie pamieta zadanie, ktére
rozwiazywal podczas finatu Olimpiady Matematycznej w liceum. Choé¢ od finatu
minelo kilkadziesiat lat, ze szczegdlami opisuje rozwigzanie, na ktére wpadt,

i emocje, jakie towarzyszyly mu w tamtej chwili.

W swojej ksigzce Marek Abramowicz dzieli sie z czytelnikiem wieloma tego typu
wspomnieniami przelomowych momentéw ze swojego zycia, ktére ksztaltowaly
go jako naukowca oraz jako czlowieka. Ksiazka nie jest jednak typowa
autobiografia. Autor, piszac np. o swoim zachwycie nad pigknem matematyXki,
przedstawia rozwigzania konkretnych zadan, definicje, twierdzenia i dowody.
Opisuje pewne wybrane zagadnienia fizyki i astronomii w sposéb bardzo
obrazowy i przystepny (swoje popularyzatorskie umiejetnosci prezentowal swego
czasu jako autor artykuléw w Delcie). Na tym wszystkim autor buduje kolejna
warstwe swej opowiesci, jaka jest prezentacja pogladéw religijno-filozoficznych.
Marek Abramowicz artykuluje wprost swoje przekonanie, ze pewne fakty
naukowe wspieraja jego wiare. Duzo miejsca poswieca np. tzw. zasadzie
antropicznej. Autor stara sie zaznaczaé, kiedy relacjonuje obiektywne fakty
naukowe, a kiedy swoje osobiste religijne przekonania, nie sposéb jednak

oprzeé sie wrazeniu, ze fakty, ktére wybiera do swojej opowiesci sg starannie
wyselekcjonowane pod z géry zalozong teze.

Mozna sie z Markiem Abramowiczem nie zgadzac, ale z pewnoscig warto poznaé
jego argumenty i obserwacje, ktore prowokuja do glebszej refleksji. Niewatpliwie
wielkim walorem opowiedci jest to, jak daleko autor sie w niej odstania, opisujac
swoje przezycia, emocje, historie z zycia prywatnego, rodzinnego i wreszcie
bardzo osobiste poglady na kwestie religijne, spoteczne czy nawet polityczne.
Ta otwartos¢ autora i wielowarstwowos¢ jego opowiesci sprawia, ze jest to
ksiazka zdecydowanie nietypowa i intrygujaca. ,Roztargniony profesor” pozwala
prawie ze zajrzeé czytelnikowi do swojej glowy, relacjonujac, jakie zakrety
zyciowe pokonywal i jak splot wydarzen w jego karierze naukowej i zyciu
prywatnym oraz dyskusje z innymi badaczami ksztaltowaly jego poglady na
kwestie naukowe i metafizyczne, ktore wyraza w swojej autobiografii.

Szymon CHARZYNSKI
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Staros¢ — tabu naszych dni

Zaledwie 150 lat temu biologowie sadzili, ze cechy dziedziczone przekazywane sa od
komérek ciala do rozrodczych. Przekonanie to podwazyl doswiadczalnie niemiecki
biolog August Weismann. Obcinal on przez 20 pokolent ogony myszom przed
osiagnieciem przez nie dojrzalodci plciowej i zdolnosci do rozmnazania i. .. kolejne
pokolenia nadal rodzily si¢ z ogonami. Zrozumiano wéwczas, ze przekazywalna cecha
posiadania ogona istnieje niezaleznie od komorek ciata, w komoérkach rozrodu —
gametach. Bez rozréznienia funkcjonalnego komérek ciata i rozrodczych niemozliwe
jest zrozumienie proceséw starzenia si¢ i umierania. BadZ co badz najwazniejszych
zagadnien dotyczacych egzystencji cztowieka.

Ani Darwin, ani Weismann nie znali przyczyn genetycznych zmiennosci osobniczej.
Dopiero Gregor Mendel uswiadomit naukowcom, ze zmienno$¢ osobnikéw wynika
7 istnienia réznych alleli (molekularnie: réznych czasteczkowych wersji tego samego
genu). Z réznic miedzy allelami wynika pytanie: jak szybko i dlaczego dochodzi
w populacji do selekcji osobnikéw z allelami dominujacymi. Proste obserwacje
kieruja uwage na czynniki $rodowiskowe: dostepnos¢ pokarmu, temperatura,
przestrzen, obecnos$é drapieznikéw. Wplywaja one na wewnetrzne tempo wzrostu
populacji. Po wyczerpaniu mozliwosci srodowiska populacja starzeje sie¢ i wymiera.
Tak wiec badanie zmiennosci alleli w zmiennych warunkach srodowiska jest jedna
z mozliwosci badania proceséw starzenia sig. Dobor naturalny faworyzuje allele
sprzyjajace przetrwaniu do wieku reprodukcyjnego, a nie cechy przedtuzajace zycie

gatunku.

Wspélczednie przyjeto zatem, iz wiele zjawisk
dotyczacych starzenia sie wynika z dzialania czynnikéw
$rodowiska. Umozliwia to studiowanie proceséw
starzenia sie, tempa ich postepu. Naukowcy zwrdcili
uwage na starzenie sie, gdy wyraznie i zauwazalnie
wzrosla statystyczna przecigtna diugo$é zycia ludzkiego.
Przecietna dtugosé zycia w USA przed 1910 rokiem nie
przekraczalta 50 lat, a w roku 1970 — 77 lat. Na grype,
zapalenie ptuc przypadlo w Stanach Zjednoczonych

w 1900 roku 12% zgonéw, na choroby serca 8%,

a nowotwory 4%; w 2015 liczby te istotnie si¢ zmienily:
grypa i zapalenie ptuc odpowiadaly za 2% zgondéw,

»za to” choroby serca za 23%, a nowotwory 22%. Te
liczbowe réznice zwiazane sg m.in. z rozszerzeniem

i udoskonaleniem diagnostyki, z wyréznianiem ,nowych”
choréb i wzrostem zanieczyszczenia srodowiska.

Do potowy XX wieku lekarzy zajmowal gtéwnie
problem, jak leczy¢ chorych, a nie jak przedtuza¢ im
zycie. O starosci debatowali filozofowie i teologowie.
W 1974 roku powstat w USA Narodowy Instytut
Starzenia — NIA (dysponujacy w pierwszej dekadzie
XXI wieku rocznym budzetem 1,2 mld dolaréw.
Stopniowo do badan geriatrycznych wkroczyly nauki
humanistyczne, zwracajace uwage na jakosé zycia

u jego schytku. Znaczenie holistycznego spojrzenia na
staro$¢ wzrosto wraz ze Swiadomoscia, ze, tak jak na
$mieré¢, nie ma na nig lekarstwa.

Niezwykle wazna okolicznodcia stato sie docenienie
badan nad starzeniem si¢ zwierzat zyjacych na wolnosci:
niewielki robak Caenorhabditis elegans jest ulubionym
modelem w takich do$§wiadczeniach, a wnioski z tych
wynikéw moga by¢ do$é¢ prosto przenoszone na zycie
ludzkie. Wigkszosé badan molekularnych w omawianym
zakresie dotyczy zycia laboratoryjnego mutanta myszy.
I ludzie, i wyzsze zwierzeta wykazuja duza zmiennosé
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osobnicza, stad wynikaja ograniczenia przydatnosci
danych statystycznych dla nauk o starosci.

Fizykéw ucieszy wiadomosé, ze za jedyna przyczyne
starzenia si¢ uznaje si¢ obecnie wzrost entropii, podczas
gdy w przebiegu wielu proceséw narastaja rozne
przyczyny starzenia sie (w gospodarce cukrowej np.
zaczynamy od otylosci dzieciecej, konczymy na starczej
cukrzycy typu 2).

Definicje starzenia si¢ historycznie ulegaly zmianom,
zaleznie od tego, kto tej definicji szukal, i nadal sa
przedmiotem sporéw. Mozna taka definicje wiazac

z podwyzszong umieralno$cig. Mozna rozpatrywac
zmiany w funkcjonowaniu narzadu lub procesu jako
bardziej precyzyjne przejawy starzenia sie (zmiany
odpowiadajace za zwiekszenie podatnosci na szkodliwe
czynniki), zmiany niekorzystne dla funkcjonowania
organizmu, podnoszace ryzyko zgonu. Tego typu zmiany
mozna mierzy¢ (np. sile mie$ni) i w czasie oceniaé
postepy starzenia sie.

Biologia molekularna przyniosta dane dotyczace starzenia
si¢ komorek. Procesy komoérkowe maja za przyczyny
przypadkowe, losowe mutacje w licznych genach skutkujace
gromadzeniem si¢ zmian strukturalnych w biatkach, a wiec
zmian w ich sprawnoéci. Przypadkowy charakter takich
zmian wyklucza hipotezy o ewolucji jako przyczyny
starzenia sie. Starzenie si¢ przebiega réznie dla réznych
organow, czesci ciata. Na starzenie si¢ indywidualne moze
wplynac¢ konkretne jednostkowe przezycie w mlodosci.
Tak widzac te procesy, biolog moze sformulowaé definicje:

Starzenie sie to losowa zmiana struktury i funkcji
czgsteczek, komorek i organizmow wywolana uplywem
czasu i interakcjami ze Srodowiskiem. Starzenie sie
zwieksza prawdopodobieristwo smierci.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



O pociemnieniu Betelgezy mozna
przeczytaé w artykule ,Betelgeza cos
niewyraznie wyglada” w numerze ASO.

W astronomii zazwyczaj operuje si¢

w skalach czasowych milionéw lat. Wyniki
badan sugerujace, ze wybuch supernowej
nastapi w czasie naszego zycia, jest
niespotykany. Ostatnia supernowa

w naszej Galaktyce wybuchta

w 1604 roku (kilka lat przed odkryciem
teleskopu). Jezeli przewidywania badaczy
si¢ sprawdzg, bytaby to pierwsza tak
bliska supernowa, ktéra bedziemy mogli
obserwowaé z wykorzystaniem
nowoczesnych teleskopéw. Na pewno
zrewolucjonizuje naszg wiedze o przebiegu
tego procesu. Ponadto $wiatlo
wybuchajacej supernowej bedzie widoczne
na niebie w ciggu dnia!

Prosto z nieba: Szykujcie sie na wybuch supernowej!. ..

... W ciagu najblizszych 10-100 lat. Najprawdopodobniej, bo na pewno to nie
wiemy.

Wybuchnaé ma oczywiscie nasza najlepsza kandydatka na supernows — gwiazda
Betelgeza. Betelgeza to czerwony nadolbrzym znajdujacy sie w gwiazdozbiorze
Oriona. Gwiazda ta jest na koncowym etapie swojej ewolucji i spekulacje

0 jej wybuchu trwaja juz od dawna. Ostatnio nasilily sie, gdy trzy lata

temu zaobserwowano znaczny i nieoczekiwany spadek jasnoSci Betelgezy,
mogacy sygnalizowaé nadchodzacy wybuch. Okrzyknieto to wydarzenie
JWielkim Sciemnieniem”. Okazalo sie jednak, ze ,wielkie Sciemnienie” mozna
réwniez nazwacé ,wielka Sciema”, gdyz zaobserwowane pociemnienie byto
najprawdopodobniej spowodowane przez chmure pytu, ktéra przeszta pomiedzy
nami a gwiazda, przystaniajac jej swiatto. Po kilku dniach Betelgeza wrocita do
swojej normalnej jasnosci, rozczarowujac oczekujacych na wybuch supernowej
obserwatordw.

Ale oczywiscie astronomowie nie mogli tak tej sprawy zostawié¢. Wciaz prébuja
ustali¢, kiedy Betelgeza zakoriczy swéj zywot. Na poczatku czerwca tego roku
uwage wszystkich przykuly wyniki badan zaprezentowane przez grupe badaczy
pod kierunkiem Hideyuki Saio, ktorzy twierdza, ze wybuch supernowej moze
nastapi¢ w ciagu kilku nastepnych dekad!

Dlaczego badacze tak sadza? Betelgeza jest gwiazda zmienna, co oznacza, ze

jej jasno$é zmienia sie okresowo w czasie (pomijajac nagly spadek jasnosci
sprzed trzech lat, ktéry byl niezwiazany z sama gwiazda). Ponadto jest takze
gwiazda znang i dokladnie obserwowana. Wlasnie dzigki dziesigcioleciom
obserwacji (od lat 20. zeszlego wieku) mozemy wyrdznié cztery regularne zmiany
jasnosci o okresach 2190 (~6 lat), 417 (rok i dwa miesiace), 230 (7 miesiecy)

i 185 (3 miesiace) dni. Te zmiany jasnosci sa spowodowane przez ,pulsacje”
samej Betelgezy — zmiany rozmiaru wynikajace z nieustannej walki pomiedzy
sitami grawitacji (prébujacymi ,$cisna¢” gwiazde) a ciSnieniem gazu i energia
reakcji fuzji jadrowych (dzialajacymi na zewnatrz).

Dzigki dlugim obserwacjom mozna stworzy¢ model opisujacy,

1,0

(=) (=) (=)
> [=2] o)

obfito$¢ pierwiastka [masy]

(=)
[N~}

0,0

100 000
log (czas do wybuchu supernowej) [lata]

100 10 1

Obfitos¢ réznych pierwiastkéw w jadrze gwiazdy jako
funkcja czasu logarytmicznego (w latach) do momentu

zapadniecia sie gwiazdy

— H1 jakie warunki musza panowaé we wnetrzu gwiazdy, aby
L gi; obserwowane oscylacje mialy miejsce. To wlasnie zrobili naukowcy.
— N4 Zidentyfikowali cztery modele, ktére wspieraja obserwacje Betelgezy.
— 016 Wedlug kazdego z nich gwiazda wykorzystala juz caly dostepny
Ne20 w jej jadrze woddr i hel i w tym momencie spala juz gléwnie
Si28 wegiel (powstaly we wczesniejszych reakcjach). Co wiecej, wedlug
najbardziej optymistycznego, dla gwiazdy, modelu w jej rezerwach
pozostalo maksymalnie okoto 20% tego pierwiastka. Gdy to
paliwo si¢ skoniczy, zwyciezy grawitacja i gwiazda wybuchnie jako
supernowa, pozostawiajac po sobie gwiazde neutronowa.
"""""" Zakladajac, ze te modele sa prawdziwe, mozemy przewidzieé,
kiedy to sie stanie. Rysunek przedstawia przewidywana wzgledna
L obfitos¢ roznych pierwiastkéw w jadrze gwiazdy w funkcji czasu.
0,00001 Czerwona krzywa przedstawia obfito$é¢ wegla w funkcji czasu

pozostatego do wybuchu. Sprawdzajac potozenie linii w momencie,
gdy obfito$¢ wegla wynosi 20%, otrzymujemy czas od 100 do 10 lat,
jaki pozostal Betelgezie do wybuchu supernowej.

Oczywiscie, jak to zwykle bywa, na koncu musimy napisaé, ze modele nie sa
doskonate i naukowcy moga sie myli¢. Ale ja bede spogladaé¢ w niebo z nadzieja,
ze wybuch nastapi w czasie mojego zycia.

Anna DURKALEC

Departament Badari Podstawowych (BP4),
Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Oparte na pracy Hideyuki Saio et al. 2023, “The evolutionary stage of Betelgeuse inferred from its
pulsation periods”, arXiv: 2306.00287.
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https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/astrofizyka/2020/07/26/betelgeza-cos-niewyraznie-wyglada/
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Zadania z matematyki nr 869, 870
Klub 44 M 1-44

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M . . . . . .
po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadan  869. Funkcja g przyporzadkowuje kazdej (uporzadkowanej) parze x,y liczb

859 (WT =2,24) 1 860 (WT =1,86)  rzeczywistych dodatnich warto$é g(x,y), okre$lona jako najmniejsza liczba
z numeru 4/2023 tr6iki 1 1 W " . todci d
Marcin Kasperski  Warssawa 44,39 2 tTOJKi @, /y'7 (:cy + )/x yznaczy¢ kres gorny wartosci g(z,y), gdy z oraz y
Michal Adamaszek Kopenhaga 43,90 przebiegaja zbidr wszystkich liczb dodatnich.

Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 43,57

Pawel Najman Krakéw 43,16 870. (a) Wykazaé, ze z odcinkéw laczacych dowolny punkt plaszezyzny

Adam Woryna Ruda Sl. 38,27 . hotk i troikat , b les tei pt s .
Janusz Fiett Warszawa 3818 2 wierzcholkami tréjkata réwnobocznego (lezacego w tej plaszczyZznie) mozna
Pawel Kubit Krakéw 36,11 zbudowaé pewien tréjkat (by¢ moze zdegenerowany).

Saymon Tur 3535 (b) Tréjkat réwnoboczny jest zanurzony w przestrzeni (tréjwymiarowej)

Piotr Kumor Olsztyn 35,26 JKg Y] Yy p JWY J)-
Marek Spychata Warszawa 34,50  Wyjadnié, czy — analogicznie — zawsze mozna z odcinkéw laczacych dowolny
Jerzy Cisto Wroctaw 32,97

punkt przestrzeni z wierzchotkami tego tréjkata zbudowaé pewien tréjkat (by¢

Weteran od dawna — pan Marcin .
moze Zdegenerowany).

Kasperski — teraz juz po raz piaty!

Zadanie 870 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

K]_ub 44 F Zadania z fizyki nr 766, 767

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F s . . . , , . . .
po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadan 1 00. Znalez¢ sile oddziatywania dwoch potdéwek nieprzewodzacej kuli

756 (WT = 1,6), 757 (WT = 2,8) o promieniu R, naladowanych ze stala gestoscia objetoéciowa, odpowiednio
z numeru 4/2023 . .o, . . . 9. ., .
p1 1 pa. Przyjaé, ze kula wykonana jest z materialu o statej dielektrycznej rownej

Tomasz Rudny Poznan 43,41 1
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-38,81 Jeden.
Jacek Konieczny Poznan 36,51
Tomasz Wietecha  Tarnéw  16-31,36  767. Pierécienie O i O’ nasuniete sa na pionowe, p
Konrad Kapcia Poznan 2-26,47 . h ABi A'B'. Ni iaoli .. A A
Ryszard Baniewicz ~Wloctawek 1-22,98 nieruchome pr(gty 1 - IN1erozclgghiwa nic

umocowana w punkcie A’ przewleczona jest przez

pierécienn O’ i przyczepiona do pierscienia O. Pierscien O’

porusza si¢ w dol ze stala predkoscia v. Jaka jest o 0 lv

predkosé pierscienia O w chwili, gdy kat AOO’ ma 0 ,
Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2024 wartos$é o. B B
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan otrzymuje nadsytlajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.
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Niebo w listopadzie
Stonce powoli wyhamowuje swdj ruch na potudnie. Uktadu Stonecznego jest ustawionych prawie na jednej
Do konca miesigca obnizy swoja wysoko$é¢ gérowania linii z Marsem po jednej stronie Storica oraz Ziemia,
o kolejne 7°. Przez ten czas przejdzie od gwiazdozbioru Jowiszem i Uranem po drugiej. Z perspektywy Ziemi
Wagi do Wezownika, spedzajac tydzien w péinocnej Mars ginie w blasku Stonca, Jowisz z Uranem sa za$
czesci Skorpiona. 22 listopada Stonce przecina widoczne cala noc.

réwnoleznik —20° deklinacji i od tego momentu
az do trzeciej dekady stycznia przysztego roku
potrwa okres najkrétszych dni i najdtuzszych nocy

Ekliptyka nadal tworzy duzy kat z horyzontem na
niebie porannym i maly wieczorem, stad do potowy
miesiaca bardzo dobrze widoczny jest dazacy do

w roku. . . . .

nowiu Ksiezyc. Pierwszego listopadowego poranka
W listopadzie planety Jowisz i Uran przechodza przez tarcza Srebrnego Globu w fazie 87% pokaze sie 4° na
opozycje wzgledem Stonca (Jowisz 3 listopada, Uran — zachdd od El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy
10 dni p6zniej), Mars natomiast 18 listopada przejdzie Byka, przecinajac potudnik lokalny okoto godziny 2
przez koniunkcje ze Stoncem. Oznacza to, ze Mars jest na wysokosci az 65°. Dobe po6zniej tarcza Ksiezyca
po przeciwnej stronie Stonca niz Jowisz z Uranem oraz zmniejszy faze do 80% i przeniesie si¢ na pozycje 10°
ze wraz z nasza planeta i Stoncem pie¢ duzych cial na wschéd od El Nath.
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4 listopada jego tarcza pokaze si¢ 4° od Polluksa,
najjadniejszej gwiazdy Blizniat, dobe pdzniej zas

naturalny satelita Ziemi przejdzie przez ostatniag kwadre.

Goscié bedzie wtedy w centrum gwiazdozbioru Raka,
jakies 4° na pélnocny wschod od gromady otwartej
gwiazd M44 i jednoczes$nie 2° na wschod od gwiazdy
Asellus Borealis (v Cnc), czyli pélnocno-wschodniej
gwiazdy trapezu gwiazd, otaczajacych Zlébek.

Kolejne trzy poranki Ksiezyc spedzi w gwiazdozbiorze
Lwa, stopniowo przybierajac ksztalt coraz wezszego
sierpa, od 42% do 24%. 7 listopada jego tarcza

zblizy sie na 5° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy
konstelacji. 9 listopada natomiast Srebrny Glob pokaze
faze 16%, $wiecac 2° od Wenus i wznoszac si¢ o swicie
na wysokos$¢ 30°. W trakcie dnia Ksiezyc podazy

ku planecie, ostatecznie zakrywajac ja. Zjawisko

da sie obserwowaé z prawie calej Europy, poza
Potwyspem Iberyjskim oraz z péinocno-wschodniej
Afryki i zachodniej Azji, gdzie Ksiezyc zakryje Wenus
w dzien. Réwniez z Grenlandii i Ziemi Ellesmere’a,
gdzie zjawisko zajdzie na ciemnym niebie. W Polsce
Wenus zniknie za jasnym brzegiem ksiezycowej tarczy
okoto godzdziny 10:50, na wysokosci mniej wiecej 30°
nad punktem SW widnokregu. Odkrycie nastapi przy
ciemnym brzegu Ksiezyca jakies 70 minut pdzniej.
Planeta $wieci z jasnoscia —4,3™, stad zjawisko

moze daé sie zaobserwowaé bez pomocy przyrzadoéw
optycznych, a na pewno jest tatwo obserwowalne przez
lornetke. W momencie zakrycia tarcza planety ma
$rednice 20" i faze 59%.

Sama Wenus w listopadzie zaczyna zblizaé¢ sie¢ do Storica
po pazdziernikowej maksymalnej elongacji. Do konca
miesigca pokona na niebie ponad 33° od pogranicza
Lwa i Panny do Spiki, najjasniejszej gwiazdy drugiej

z wymienionych konstelacji. W tym czasie tarcza
planety skurczy sie od 22" do 17", jej faza uroénie

od 55% do 67%, jasno$¢ natomiast spadnie z —4,3™

do —4,2™. 18 listopada Wenus przejdzie niewiele ponad
1° od Porrimy (v Vir), a ostatniego dnia miesiaca zblizy
sie na 4° do Spiki.

Przez czas pozostaly do nowiu 13 dnia miesigca Srebrny
Glob odwiedzi gwiazdozbiér Panny. 10 listopada
Ksiezyc w fazie 10% takze odwiedzi wspomniang
Porrime. Kolejnego poranka jego tarcza pojawi si¢ na
niebie okolto godziny 4:30, prezentujac tarcze w fazie
zaledwie 5% i o $wicie zdazy sie wznie$é na wysokosé
ponad 10°. Niecale 2° na poludnie od Ksiezyca znajdzie
sie Spica.

Po nowiu Ksiezyc wedruje gteboko pod stabo nachylong
ekliptyka, stad dopiero w trzeciej dekadzie miesiaca
zaczyna wznosié¢ sie wyzej nad widnokrag. 20 listopada
przypada I kwadra Ksiezyca. Tej nocy jego tarcza
przejdzie 3,5° na poludnie od Saturna, ktéry na
poczatku miesiaca zmieni kierunek ruchu na prosty,
konczac tym samym okres najlepszej widocznosci

w obecnym sezonie obserwacyjnym. Oba ciala niebieskie
przetng potudnik lokalny okoto godziny 18 na wysokosci
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ponad 20°. Sama planeta w listopadzie ostabnie do
+0,8™, a jej tarcza zmniejszy Srednice katowa do 17”.
Dobe pdézniej Ksiezyc przesunie sie¢ kilkanascie stopni
na pétnocny wschéd i w fazie 65% zakryje gwiazde 4.
wielko$ci 11 Aqr. Do zakrycia dojdzie okoto godziny 20,
odkrycie za$ nastapi godzine pézniej.

22 listopada tarcza Srebrnego Globu zwigkszy faze

do 75% i dotrze na pogranicze gwiazdozbioréw
Wodnika, Ryb i Wieloryba, wedrujac jakie$ 5° na
wschod od Neptuna. Blask planety wynosi +7,9™, stad
w momencie spotkania z Ksiezycem ginie ona w jego
blasku. Dlatego Neptuna lepiej obserwowaé na poczatku
miesiaca, gdy noc jest ciemna. Planeta znajduje sie
okoto 1,5° na zachéd od gwiazdy 20 Psc.

W ostatnich dniach miesiaca Ksiezyc ponownie wznosi
sie wysoko na niebie, wedrujac wyraznie nad ekliptyka
i dazac do pelni. 25 listopada jego tarcza w fazie 97%
pokaze sie 5° na pdéinocny wschod od Jowisza, dobe
pézniej natomiast zajmie podobng pozycje wzgledem
Urana. Jak juz wspomnialem obie planety w listopadzie
Swieca na niebie przez cala noc, goérujac okoto godz. 23
na wysokosci ponad 50°. Jowisz osiagnie jasnos¢ —2,9™
przy $rednicy tarczy 49”. Uran $wieci blaskiem +5,6™.
Miedzy planetami utrzymuje sie odleglosé 13°.

27 listopada Srebrny Glob przejdzie przez pelnie,
wedrujac 9° na péinoc od Aldebarana, najjasniejszej
gwiazdy Byka. Dobe pdZniej jego tarcza zmniejszy
blask do 98% i przeniesie sie na pozycje 2° na wschdd
od El Nath. Na koniec miesigca Ksiezyc w fazie 85%
odwiedzi Polluksa w Bliznietach, zblizajac sie don na 2°.
Odwiedzi zatem ten sam obszar nieba, przez ktory
przechodzil w pierwszych dniach miesiaca.

W listopadzie co roku promieniuja meteory ze stynnego
roju Leonidéw. Maksimum ich aktywnosci przypada

w nocy z 17 na 18 listopada. Niestety w tym roku
mozna si¢ spodziewac okolo 20 zjawisk na godzine.
Znajdujacy sie¢ jakies 10° na péinoc od Regulusa radiant
roju wschodzi ok. godz. 22 i 7 godzin po6zniej wznosi
sie na wysokos¢ prawie 60°. Przy nieobecnosci Ksiezyca
w tym roku warunki ich obserwacji sa bardzo dobre.

A s3 to szybkie meteory, ich predko$é¢ zderzenia z nasza
atmosfera wynosi 71 km/s. Stad sa na ogét bardzo jasne
i czesto pozostawiaja po sobie smugi dymu.

Innymi stynnymi listopadowymi rojami meteordw

sg Taurydy Poludniowe i Polnocne. Pierwszy réj
maksimum aktywnosci osiaga 5 dnia miesigca, drugi
za$ tydzien pozniej. Radianty obu rojéw znajduja sie
pod Plejadami w Byku (radiant drugiego nieco blizej
Menkara w Wielorybie) i géruja okolo pélnocy na
wysokosci ponad 50°. Oba roje nie sa obfite, mozna
liczy¢ zaledwie na kilka zjawisk na godzine, sa tez
znacznie wolniejsze od Leonidéw, bo ich predkoéé
wynosi ponizej 30 km/s, obfituja za to w jasne bolidy.
Warto zatem wybraé sie na ich obserwacje. Nie
przeszkodzi w nich nawet Ksiezyc po ostatniej kwadrze.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagrody Nobla 2023

Tegoroczna Nagrode Nobla z Fizyki za metody
doSwiadczalne, ktore pozwalajg wytwarzac attosekundowe
impulsy Swiatla umoZliwiajgce badanie dynamiki
elektronow w materii, otrzymali:

e Pierre Agostini,
The Ohio State University, Columbus, USA,
e Ferenc Krausz,
Max Planck Institute of Quantum Optics, Garching
i Ludwig-Maximilians-Universitdt Miinchen, Niemcy,
e Anne L’Huillier,
Lund University, Szwecja.

Nie tak dawno (A3, A3,) Piotr Fita w swoim
dwuczesciowym artykule (za ktéry otrzymal réwniez
bardzo prestizowa Nagrode Dziekanéw za najlepszy
artykul w Delcie) objasnial, za co przyznano Nagrode
Nobla z Fizyki w roku 2018. Potowe tej nagrody
otrzymali wtedy Gérard Mourou i Donna Strickland za
metode generowania ultrakrotkich impulséw laserowych
o wysokiej energii.

Czym sa nagrodzone w 2018 roku femtosekudowe
implusy $wiatla (trwajace od kilku do kilkuset fs),
bardzo obrazowo opisal w A3, Piotr Fita. Zachecam

do zajrzenia do tego tekstu. Przypomnijmy tylko, ze
femtosekunda (fs) to 1071%s. Czas trwania impulséw
generowanych przez Noblistow z roku 2023 jest jeszcze
krotszy 1 schodzi ponizej magicznej granicy 1 fs, dlatego
ich dtugo$é¢ wyraza sie w attosekundach (las=10"18s =
= 1072 fs). Na razie sa to setki attosekund, ale to juz
wystarcza, zeby zacza¢ oswajaé sie z nowym terminem —
fizyka attosekundowa i zapamieta¢ znaczenie kolejnego
przedrostka, czyli atto, ktéry znaczy 1078, Zapewne
stanie si¢ teraz modny i uzywany coraz czesciej.

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawacé, ze w odstepie
kilku lat Nagrode Nobla z Fizyki przyznano za bardzo
podobne odkrycia. Jak zwykle, okazuje sie jednak, ze
diabet tkwi w szczegodtach, i nagrody przyznano za
pokrewne, ale jednak rézne odkrycia.

Aby zej$é ponizej 1 fs z dlugoscig impulsu, nie
wystarczy doskonali¢é metody wytwarzania impulséw
femtosekundowych, opisane w A3,. Na drodze

stoi pewien fundamentalny problem, ktéry musieli
pokonaé tegoroczni Noblisci. Skracanie dlugosci
trwania impulsu przeklada sie na skracanie dlugosci
tego impulsu w przestrzeni. W pewnym momencie
dochodzimy do dlugosci przestrzennej impulsu, ktora
staje sie poréwnywalna z dtugoscia fali. Impuls

na pewno nie moze by¢ krotszy od tej dlugosci,

a zwykle jest co najmniej kilka razy dhuzszy. Aby wiec
wytworzy¢ impulsy krétsze niz 1 fs, konieczne byto
wykorzystanie do tego fali o duzo mniejszej dlugosci niz
$wiatto widzialne, czyli nadfioletu. A do generowania
attosekundowych impulséw w nadfiolecie potrzebne
byto stworzenie zupelnie nowych metod — i za to
wlasnie zostata przyznana tegoroczna Nagroda Nobla
z Fizyki.
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Do czego moga przydac sie tak krotkie impulsy?

Do badania proceséw zachodzacych bardzo szybko.

W Internecie mozna znalez¢ wiele filmow nagrywanych
bardzo szybkimi kamerami, na ktorych w zwolnionym
tempie mozna zobaczy¢ kule karabinowe przebijajace
przedmioty, pekajace balony z woda, ttuczone szklo itp.
Filmy krecone sa kamerami rejestrujacymi tysiace,
dziesiatki albo nawet setki tysiecy klatek na sekunde.
Nastepnie odtwarzane sg z predkoécia 25 klatek na
sekunde, co pozwala nam zobaczy¢ procesy, ktére
normalnie trwaja krocej niz przystowiowe mgnienie
oka i dlatego nie jest mozliwe zaobserwowanie

ich bezposrednio. Ultrakrétkie impulsy laserowe
wykorzystuje sie do badania bardzo szybkich proceséw
w czasteczkach, np. tworzenia wigzan chemicznych.
Impuls spetnia role podobna do roli lampy btyskowej
lub stroboskopu w tradycyjnej fotografii — pozwala

na probkowanie i obrazowanie badanej czasteczki

w poszczegblnych etapach badanego procesu. Istotne
jest, aby czas trwania nastepujacych po sobie impulsow
(blyskéw) byl znacznie krétszy niz czas samego procesu.

Impulsy femtosekundowe pozwalaly na $ledzenie
przebiegu reakcji chemicznych lub obserwowanie, jak

w czasie drgan czasteczek poruszaja si¢ poszczegdlne
atomy. Impulsy attosekundowe umozliwiaja

$ledzenie loséw pojedynczych elektronéw w atomach

i czasteczkach. Czyli fizyka attosekundowa daje
mozliwos¢ badania proceséw zachodzacych jeszcze
szybciej, ktérych nie mozna bylo bada¢ w ramach fizyki
femtosekundowej.

Tegoroczna Nagroda Nobla z Chemii zostata natomiast
przyznana za badania z pogranicza chemii i fizyki. Za
odkrycie i synteze kropek kwantowych uhonorowani
zostali:

e Moungi G. Bawendi,
Massachusetts Institute of Technology (MIT),
Cambridge, USA,
e Louis E. Brus,
Columbia University, Nowy York, USA,
o Alexei I. Ekimov,
Nanocrystals Technology Inc., Nowy York, USA.

Kropki kwantowe stanowia od wielu lat obiekt
zainteresowania zaréwno chemikéw, fizykow, jak

i inzynieréw. Sa to czasteczki tak male, ze ujawniaja
sie w nich efekty kwantowe, to znaczy, ze do opisania
ich niezwyktych wlasnosci niezbedna jest mechanika
kwantowa. Jedna z tych wlasnosci jest np. zaleznosé
koloru kropki od rozmiaru — znalazta juz zastosowanie
w konstrukeji wyswietlaczy i monitoréw (technologia
QLED). Ale na tym nie konczy sie lista ciekawych
wlasnosci kropek kwantowych.

Obie nagrody dotycza fascynujacych zjawisk i zastuguja
na dokladniejsze omoéwienie w osobnych artykulach na
tamach Delty. Autorzy juz ostrza pidéra, wiec stay tuned!

Szymon CHARZYNSKI


https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/swiatlo/2020/03/28/narzedzia-zrobione-ze-swiatla/
https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/swiatlo/2020/04/27/narzedzia-zrobione-ze-swiatla-ii/
https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/swiatlo/2020/04/27/narzedzia-zrobione-ze-swiatla-ii/
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Kongruencje w akcji

Barttomiej BZDEGA

Kongruencje pojawiaty sie juz kilka razy w Kaciku, ale zawsze graly role
co najwyzej drugoplanowa. Tym razem bedzie inaczej.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Niech a,b i n beda liczbami catkowitymi. Kongruencje a = b (mod n) (czytaj:
a przystaje do b modulo n) mozemy zdefiniowaé na dwa réwnowazne sposoby:

(1) Liczby a,b daja te sama reszte z dzielenia przez n.
(2) Liczba n dzieli a — b.

Bedziemy tutaj uzywacé kroétszej notacji: a =, b.
Z (1) natychmiast wynikaja wlasnosci:

a =, a, a=,b=0b=,aq, a=,bANb=,c=a=,c

Kongruencje modulo n mozemy dodawaé, odejmowac i mnozy¢ stronami, czyli jesli
a =, boraz c =, d, to

atc=,bxtd
Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze liczby (a £ ¢) — (b+d) = (a — b) £ (¢ — d) oraz
ac — bd = ¢(a — b) + b(c — d) sa podzielne przez n na mocy (2).
Dzieki mozliwosci mnozenia kongruencji stronami mozna wykazaé indukcyjnie, ze
jesli @ =, b, to a* =, b* dla naturalnych k.
Pierwiastkowania kongruencji na ogét wykonywac¢ nie mozna. Na przyktad zachodzi
8 =7 1, ale po wyciagnieciu obustronnie pierwiastka sze$ciennego otrzymamy
nieprawdziwa kongruencje 2 =7 1.

oraz ac =, bd.

Najogolniejszym wnioskiem z powyzszych faktéw jest nastepujace twierdzenie: dla
wielomianu P o wspélczynnikach catkowitych zachodzi implikacja

r=py = Px)=nP(y).
Dla dowodu niech P(z) = ag + a1z + asx? + ... +agxt Z kongruencji x =, y
otrzymujemy z* =, 3*, a po pomnozeniu przez ar mamy arz* =, apy®. Wystarczy
teraz zsumowac ostatnia kongruencje dla k =0,1,2,...,d.

JeSlin =z —y # 0, to oczywiscie x =,, y. Wnioskiem z tego jest podzielnosé
r—y| P(x) — P(y) dla x # y (jest to twierdzenie 2 z Kacika 12. w A2 — tam
mozna znalezé inny dowdd).

7 dzieleniem jest troche trudniej — mozna je wykonaé tylko w szczegdlnych
okolicznosciach. Niech a =,, b oraz ¢ =,, d. Przyjmijmy, ze ¢ | a i d | b. Jesli
dodatkowo NWD(c,n) = 1, to wéwczas ¢ =, %. Aby to wykazaé, zauwazmy, ze
a—b=c-2—d-b=,c-2—c.b=c(2— L) Ostatnia liczba jest podzielna przez

n oraz NWD(c,n) = 1, wiec n | ¢ — & (zobacz (1) w 29. Kaciku, w A3;).

7 powyzszej wlasnosci najczesciej korzysta sie w szczegdlnym przypadku ¢ = d oraz
gdy n jest liczba pierwsza.

Zadania

1. Liczby aq,as,...,a, sa catkowite. Niech d bedzie wspélnym dzielnikiem liczb
a1 —lyaz —1,...,a, — 1. Udowodnié, ze d | aiasg . ..a, — 1.

2. Dane s takie liczby calkowite dodatnie d, m, n, ze d | mn* —11id | m*n — 1.
Wykazaé, ze d | nt® — 1.

3. Liczby naturalne n i k sa nieparzyste. Dowiesé, ze liczba 1% + 2% 4+ ... + nF dzieli
sie przez n.

4. Liczby a, b, ¢ sa catkowite. Liczba nieparzysta n jest dzielnikiem liczb a 4+ b+ ¢
i a? 4 b 4 2. Wykazaé, ze liczby a?, b3, ¢ daja takie same reszty z dzielenia
przez n.

5. Niech P bedzie wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych. Liczby catkowite
x, y, z spelniaja réwnosci: P(z) =y, P(y) = z, P(z) = . Wykazaé, ze v = y = 2.

6. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Liczby catkowite x1, z2, ..., 2, spelniaja
podzielnodci p | 122 ... ¢, —k dla k =1,2,...,p. Udowodnié, ze liczby
Z1,T2,...,Tp 53 rozne.

7. Liczby a i b sa catkowite, a p > 2 jest liczba pierwsza, ktéra nie dzieli ab. Liczby
a? + b2 i a3 + b3 dajg reszte 1 z dzielenia przez p. Dowiesé, ze p | a + b + 2.
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/11/29/Twierdzenie_B_zouta/
https://www.deltami.edu.pl/2021a/05/2021-05-delta.pdf
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7 grudnia, Wydziat Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Wiecej informacji na stronie deltami.edu.pl/50-lecie
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