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Wspélczesnie Anonymus moze sig
kojarzy¢ z grupa aktywistow
internetowych, ale stojacy w Budapeszcie
pomnik poswigcony jest XII-wiecznemu
kronikarzowi wegierskiemu, znanemu tez
jako ,,Anonim Wegierski”.

Zbiér na plaszczyznie jest wypukly, gdy
wraz z kazda parg swoich punktéw
zawiera odcinek je laczacy. Wypuktly jest
kazdy trojkat, ale nie kazdy czworokat
(rys. 1).

Rys. 1

Rys. 5

The Happy End Problem
Jaroslaw GORNICKI*

Spotkanie

KéMalL jest skrotem nazwy wegierskiego czasopisma ,,Kozéskolai Matematikai
és Fizykai Lapok” wspierajacego mlodziez zainteresowana matematyka, fizyka

i informatyka. Czasopismo z przerwami istnieje od 1894 roku. Wiosng 1929 roku
grupa mlodych entuzjastéow konkurséw KéMaL regularnie spotykala sie u stép
pomnika Anonymusa w budapesztanskim parku, aby dyskutowaé¢ o matematyce
i rozwiazywadé problemy ze zbioru G. Pélyi i G. Szegé ,,Aufgaben und Lehrséitze
aus der Analysis” (Springer, Heidelberg, 1925). Poczatkowo grupe Anonymus
tworzyli P4l Turan, Marta Wachsberger i Eszter (Esther) Klein. Wkrétce do
grupy dolaczyli Gyorgy (George) Szekeres, Miklos Sdg, a rok p6zniej Pal (Paul)
Erdds, Tibor Griinwald (Gallai) i inni.

Eszter Klein Pal Erdés

Gyorgy Szekeres

Zima 1932/33 na spotkaniu grupy Anonymus Eszter Klein (studentka fizyki,
ktéra wlasnie wricila z semestralnego pobytu na Uniwersytecie w Getyndze)
zaprezentowala nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dla dowolnych pieciu (lub wiccej) punktéw na plaszezyinie,
z ktorych Zadne trzy nie lezg na jednej prostej, pewne cztery z nich tworzg
wielokqgt wypukly.

Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4

Uzasadnienie jest nastepujace. Jezeli otoczka wypukta zbioru pieciu punktéw ma
cztery lub pie¢ wierzchotkéw (rys. 2, 3), to dowdd jest skoniczony. W przeciwnym
wypadku mamy trojkat zawierajacy we wnetrzu dwa punkty. Prosta przez nie
wyznaczona przecina dwa boki tréjkata (rys. 4), omijajac wierzchotki. Punkty
tworzace trzeci bok tréjkata z dwoma punktami wewnetrznymi tworza czworokat
wypukty.

Klein postawilta réwniez ponizsze zadanie.
Problem 1. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczyé najmniejszq liczbe

naturalng N = N(n) takq, ze wsréd dowolnych N punktéw na plaszczyznie,
z ktorych Zadne 3 nie sq wspdtliniowe, pewne n z nich tworzy wielokgt wypukly.

Czeécia problemu jest ustalenie, ze dla kazdego n liczba N(n) w ogdle istnieje
— moze dla pewnych n dowolnie wiele punktéw na plaszczyznie nie gwarantuje
istnienia n-kata wypuktego? Odpowiedz wcale nie jest oczywista.

Wkrétce po postawieniu zadania Endre Makai wykazal, ze istnienie pieciokata
wypuklego gwarantuje 9 punktéw, i podal kontrprzyklad, ze 8 punktow nie
wystarczy (rys. 5), czyli uzasadnil réwnosé N(5) = 9.
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Rys. 6

Twierdzenie Ramseya mozna takze
sformulowaé w wersji nieskonczonej
(w obu przypadkach zapewnia ono, ze
w kazdym dostatecznie duzym zbiorze
pojawi si¢ jaka$ regularnosé).

Twierdzenie Ramseya (przypadek
nieskonczony). Dla dowolnych liczb
naturalnych r i k, jesli wszystkie
r-elementowe podzbiory nieskoriczonego
zbioru S zostaly pokolorowane przy
uzyciu k koloréw, to S zawiera
nieskonczony podzbiér S, ktérego
wszystkie r-elementowe podzbiory sq tego
samego koloru.

-]

Rozwigzanie zadania F 1084.
Wewnatrz powloki rury przez
powierzchnie o promieniu r, R < r < 2R,
na odcinku o dtugosci H przeplywa ten
sam strumien ciepta. Dla rury
z materialu o wspétezynniku
przewodnictwa cieplnego K mamy wiec:
dQ
dt
przy czym o« ma wartosé stala, niezalezna
od r. Otrzymujemy réwnanie pozwalajace
znalezé rozktad temperatury jako
funkcji r:

=2nmrHk— = «,
dr

aT «

dr — 2nHr’
z warunkami: T(R) = Ty i T(2R) = T1.
Jak latwo sprawdzié¢, rozwigzaniem tego
réwnania jest:

In(r/R)
In(2R/R)’
Potowa grubo$ci rury odpowiada
r = 3R/2. Dla tej wartosci » mamy:
T(3R/2) =Ty + (T1 — Tp)In(3/2)/1In(2) =

~ Ty + 0,585 - (T — Tp).

T(r)="To + (T1 — To)

Istnienia sze$ciokata wypuklego nie zapewnia 16 punktéw (rys. 6), czyli
N(6) > 16.

Na poczatku byt... Ramsey

Erdés (student piszacy doktorat u profesora Lipota Fejéra) oraz Szekeres
(absolwent inzynierii chemicznej), prébujac rozszerzy¢ wynik na wielokaty
wypukle o wiekszej liczbie bokéw, szybko zdali sobie sprawe, ze prosta
argumentacja nie wystarczy. Postawili wtedy nastepujaca hipoteze, za
udowodnienie ktérej Erdés oferowal nagrode w wysokosci 500 $.

Hipoteza 1. N(n) =2""2+1 dlan > 3.

Po kilku tygodniach Szekeres udowodnil, ze ,absurdalnie duza liczba punktéw”
zawsze zapewnia istnienie n-kata wypuklego — wykorzystal w tym celu
twierdzenie Ramseya, ktore za moment przytoczymy. Niezaleznie od Szekeresa,
Erdds réwniez wykazal, ze N(n) istnieje i jest skoficzone dla kazdego n. Zrobit
to, nie odwolujac si¢ do rezultatu Ramseya, i uzyskal w ten sposéb lepsze
oszacowanie wartoéci N(n) niz Szekeres (jednak rozumowanie Szekeresa ma

te zalete, ze moze zosta¢ uogdlnione na wigksza liczbe wymiaréw). Udowodnili
wiec oni na dwa roézne sposoby nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Erdés—Szekeres). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieje
liczba naturalna mg taka, Ze kazdy zbior m = mg punktow na plaszczyinie,

z ktorych Zadne trzy nie lezZg na jednej prostej, zawiera n punktow tworzgcych
wielokgt wypukly.

Oba dowody mozna odnalezé we wspdlnej pracy Erdésa i Szekeresa [1], ktéra
dala poczatek kombinatorycznej (dyskretnej) geometrii.

Przytoczmy teraz zapowiadane wczesniej twierdzenie Ramseya i zobaczmy, jak
mozna 7z niego wyprowadzié¢ twierdzenie Erddsa—Szekeresa.

Twierdzenie Ramseya (przypadek skoniczony). Dla dowolnych liczb
naturalnych v, n i k istnieje liczba naturalna mg = R(r,n, k) taka, Ze jesli

m = myg ¢ wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru m-elementowego S, zostaly
pokolorowane przy uzyciu k koloréw, to S, zawiera podzbior n-elementowy S,
ktorego wszystkie r-elementowe podzbiory sq tego samego koloru.

Liczby R(r,n, k) nazywamy liczbami Ramseya. Wyznaczenie ich dokladnej
(w sensie: minimalnej) wartosci, nawet dla malych parametréw, jest bardzo
trudnym problemem obliczeniowym. Wiecej na ten temat mozna przeczytaé
w artykule T. Bartnickiego Najwicksza liczba na swiecie, Ajg. Mozemy teraz
przystapi¢ do pierwszego dowodu twierdzenia Erdésa—Szekeresa.

Dowdéd 1 (Erdds—Szekeres). Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Zgodnie

z twierdzeniem Ramseya w przypadku skoriczonym (ustalamy r =4 i k = 2)
istnieje liczba naturalna mg = R(4,n,2) taka, ze je$li m > mq i wszystkie
4-elementowe podzbiory zbioru m-elementowego S, sa pokolorowane dwoma
kolorami, to zbior S, zawiera n-elementowy podzbiér S,,, ktérego wszystkie
4-elementowe podzbiory sa tego samego koloru.

Niech S,,, bedzie zbiorem m > mg punktéw plaszczyzny, z ktoérych zadne trzy
nie leza na jednej prostej. 4-elementowy podzbiér zbioru S, kolorujemy na
czerwono, jesli tworzy on czworokat wypukly, a na niebiesko w przeciwnym
przypadku. Wéwczas zbiér S, zawiera n-elementowy podzbiér S,,, ktérego
wszystkie 4-elementowe podzbiory majg ten sam kolor. Ten kolor nie moze by¢
niebieski, bo w mysl obserwacji Klein kazdy zbiér 5 lub wiecej punktéw zawiera
4-elementowy podzbiér czerwony! Zatem wszystkie 4-elementowe podzbiory
zbioru S;, sa koloru czerwonego.

Taki zbiér n punktow, w ktérym kazde cztery punkty tworza czworokat
wypukty, musi by¢ n-katem wypuklym. Istotnie, gdyby jeden punkt znajdowat
sie we wnetrzu otoczki wypuklej pozostatych (n — 1) punktéw, to nalezatby do
wnetrza pewnego tréjkata o wierzchotkach wybranych ze zbioru (n — 1) punktéw,
i te 4 punkty tworzylyby czworokat niewypukly. Sprzecznosé. O

6


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/01/01/Najwieksza_liczba_na_swiecie/index1.html

Lemat jest optymalny w tym sensie, ze
dla kazdej pary liczb naturalnych m i n
istnieje ciag m - n réznych liczb
rzeczywistych, w ktérym kazdy podciag
rosnacy ma dlugo$é co najwyzej m

i kazdy podcigg malejacy ma diugosé co
najwyzej n:

n, n—1, EIEN 1,

2n, 2n—1, BEIIN n+1,

" " S5

mn, mn-—1, BN (mfl)nJrl).
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Powyzszy dowdd daje ograniczenie gérne N(n) < R(4,n,2). Michael Tarsi
zaobserwowal w 2006 roku, ze mozna go poprawi¢, otrzymujac ograniczenie

N(n) < R(3,n,2).

Dowdd 2 (Michael Tarsi). Niech S,, bedzie zbiorem m > mo = R(3,n,2) punktéw
plaszczyzny, z ktorych zadne trzy nie lezg na jednej prostej. Numerujemy te
punkty liczbami 1,2,...,m. Zbiér {z,y, z}, gdzie x < y < z, kolorujemy na
czerwono, jesli poruszamy si¢ od x przez y do z zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara, a na niebiesko w przeciwnym przypadku. Zgodnie z okre$leniem my
zbiér S, musi zawieraé¢ n-elementowy podzbior S, w ktérym wszystkie
tréjelementowe podzbiory maja ten sam kolor, tj. maja te sama ,orientacje”,

a to oznacza, ze punkty zbioru S, tworza n-kat wypukty! O

W kolejnym rozumowaniu Erdos i Szekeres bez odwolania do rezultatu Ramseya
uzyskali lepsze oszacowanie wartosci N(n). To uzasadnienie jest odrobine zbyt
obszerne, by zmiesci¢ si¢ na tamach tego artykutu, warto jednak przedstawic¢
jeden z kluczowych lematéw, ktéry sie w tej argumentacji pojawia. Dotyczy

on tematu pozornie niezwiazanego, mianowicie: monotonicznych podciagow
zadanego ciagu.

Lemat (Erdds—Szekeres). Jezeli m, n i s sq liczbami naturalnymi takimi, Ze
s>m-ni{a,as,...,as} jest ciggiem réznych liczb rzeczywistych, to zawiera on
podcigg rosngcy o diugosci wiekszej niz m lub podcigg malejgcy diugosci wickszej

Dowdd lematu. Dla kazdego j niech m; (odpowiednio, n;) oznacza dlugosé
najdluzszego podciagu rosnacego (odpowiednio, malejacego) ciagu {a;}, ktéry
rozpoczyna wyraz aj. Gdy j < k, to pary (m;,n;) i (mg, ni) sa rézne, bo

jedli a; < ag, to nj; > ny, a jesli a; > ay, to m; > my,. Jezeli dla wszystkich
je{1,2,...,s}, m; <min; < n,topar (m;,n;) jest nie wigcej niz m - n, a to
jest sprzeczne z zalozeniem s > m - n.

Whiosek. Jesli s > n?, to zbior {ay,as, ..., as} réinych liczb rzeczywistych
zawiera podcigg monotoniczny diugosci n + 1.

Czytajac artykul A. Pelczynskiego Trzy rozwigzania zadania o 101 liczbach, A3,
widzimy, dlaczego P. Erd&s nie mialby problemu z rozwigzaniem zadania z XIII
Moskiewskiej Olimpiady Matematycznej (1950 r.): ,Liczby od 1 do 101 wypisano
w dowolnym porzadku. Udowodnié¢, ze mozna z tych 101 liczb wykresli¢ 90 tak,
aby pozostatych 11 utworzylo ciag monotoniczny, tzn. albo ciag malejacy, albo

ciag rosnacy”. W czasie olimpiady udalo sie to tylko jednemu uczestnikowi.

Zakonczenie?
Korzystajac z wlasnosci istnienia ciagéw monotonicznych (szczegdly mozna
znalezé w pracy [1]), Erdés i Szekeres wykazali, ze

+1= N

Ponadto w 1961 roku w pracy [2] pokazali, ze dla kazdego n > 3 istnieje
konfiguracja 2"~? tréjkami niewspétiniowych punktéw, w ktérej nie wystepuje
n-kat wypukly, czyli N(n) > 2772 4+ 1. W 2006 roku (juz po $mierci George’a)
ukazala sie praca Szekeresa i Lindsaya Petersa [4] zawierajaca wspomagany
komputerowo dowéd réwnosci N(6) =17, a w 2017 roku Andrew Suk [3] poprawil
oszacowanie goérne liczby N (n) do 2"+°("), Hipoteza Erddsa i Szekeresa ciggle
czeka na rozstrzygniecie.

Nn) < <2n — 4) 4n

n—2

Pozostaje wyjasnié¢ tytul artykutu. Esther Klein i George Szekeres pobrali sie
13 czerwca 1937 roku, co sklonito Erdésa do nazwania problemu tréjki przyjaciét
»The Happy End Problem”. Po wybuchu wojny panstwo Szekeres wyemigrowali
do Australii. Zmarli 28 sierpnia 2005 roku w Adelaide w odstepie godziny.

7



