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Uniwersytet Wroctawski

Zmienna losowa to funkcja, ktéra
przypisuje zdarzeniom elementarnym
liczby. Przyktadowo moglibysmy liczy¢,
ile razy wypadt orzel przy rzucie moneta.
Jezeli rzucimy monetg raz, to zmienna
losowa zdefiniowana bedzie tak: A(O) = 1,
A(R) = 0. Entropia w tym przypadku
wynosi 1 (wynik opisuje 1 bit). Jezeli
rzucimy monety dwa razy z rzedu, to
zmienna losowa bedzie nastepujaca:
A(OO) =2, A(OR) = A(RO) =

A(RR) = 0. Prawdopodobienstwa
kolejnych wynikéw wynosza %, %, i, wiec
entropia jest réwna 1,5: mozna
powiedzieé, ze wystarczy jeden bit, by
opisaé, ze wynik jest réwny 1,

w przeciwnym razie potrzebujemy
drugiego bitu, aby opisaé, czy jest to 0,
czy 2.

Podkreslmy, ze entropia i kodowanie nie
zalezg od konkretnych wartosci, jakie
moze przyjaé zmienna losowa, a jedynie
od prawdopodobienstw ich przyjecia.
Wiemy, jakie wartosci moze przyjac
zmienna, i opisujemy jedynie, ktéra

z mozliwosci zaszta. Przyktadowo,
entropia zmiennej przyjmujacej wartosci
0, 1 z prawdopodobieristwem p, 1 — p jest
taka sama jak zmiennej przyjmujacej
wartoéci 7, e z tymi
prawdopodobienstwami.

Na przyktad, dla n =4 i m = 2 nasza
oryginalng wiadomosé C = (0, 1) kodujemy

w wektorze:

X =(0,1,0,1)
z uzyciem pewnej funkcji ¢ (opiszemy ja
za chwilg). Ten wektor wysylamy bit po
bicie, ale ze wzgledu na bledy transmisji
bit 2 dochodzi zmieniony: wektorem
btedu jest wigc

=(0,1,0,0),
a odbiorca otrzymuje:
Y=XoZ=(0,0,0,1).

Model pesymistyczny bywa nazywany
modelem Hamminga, a probabilistyczny
modelem Shannona.

Artur JEZ*

Z artykutu O sztuce zadawania pytan A3 dowiedzieliémy si¢ miedzy innymi, jak
mozna mierzy¢ ,ilos¢ informacji”: taka miarg jest entropia, ktéra intuicyjnie méwi
nam, ile Srednio bitéw potrzeba, aby opisa¢ wynik zmiennej losowej. Matematycznie,
entropia zmiennej losowej A zadana jest jako H(A) =, p,log, pi gdzie p,
jest prawdopodobienistwem, ze A = a, a log, — 5. to intuicyjnie liczba bitéw,
ktérymi opisujemy to zdarzenie (liczba ta nie musi byé oczywiscie catkowita).
Sama za$ entropia to warto$¢ oczekiwana tejze liczby bitéw; dlatego w dalszej
czedci bede czasem pisal o bitach informacji zamiast o entropii. Ze wspomnianego
artykulu dowiedzielidémy sie tez, ze warto$¢ zmiennej losowej A mozna zakodowad,
uzywajac Srednio niewiele wiecej niz H(A) bitéw. Dla uproszczenia notacji
oznaczmy przez H(p) entropie zmiennej losowej przyjmujacej dwie wartodci: 0,1,
z prawdopodobienstwami p, 1 — p. Proste rachunki pokazuja, ze H(p) ro$nie

na przedziale [0, 3] i maleje na [3,1], a najwicksza osiagana wartoscia jest H(3) = 1.

Kody polaryzujace

W tym artykule sprobujemy znalezé¢ rozwiazanie problemu btedéw transmisji,
pokazemy, co zrobi¢ w przypadku, gdy miedzy zapisem a odczytem moga
pojawiaé sie bledy. Niech Zs bedzie zbiorem {0, 1} z dodawaniem modulo 2,
ktore oznaczymy symbolem ¢. Nadawany komunikat oznaczmy przez X € Zo,
a ,szum” potraktujmy jako zmienna losowa o wartoéciach w Zs, przy czym
P(Z =1) = p < 1/2 to prawdopodobienistwo bledu. Odbiorca odczytuje

Y = X & Z. Tle bitéw informacji mozna w tej sytuacji przestaé?

Skoro Y ma dwie wartosci, to H(Y) < 1. Ale H(Z) informacji pochodzi

z szumu, i wydaje sie rozsadne stwierdzenie, ze mozemy przekazaé najwyzej
H(Y)— H(Z) <1— H(p) bitéw informacji. Powyzszy model to uproszczenie
pojecia kanalu informacyjnego, ktére wprowadzil Claude Shannon; model ten
jest, obok entropii, klasycznym pojeciem i narzedziem teorii informacji. Shannon
sformalizowal i udowodnil rowniez powyzszy argument o niemoznosci przeslania
wiecej niz 1 — H(p) bitéw informacji.

Powyzsze rozwazania sa trudno zrozumiale w przypadku pojedynczego bitu:
jak mamy przestaé¢ 1 — H(p) bitu? Naturalniej jest rozwazaé transmisje wielu
bitéw: wysylajac n bitéw, chcieliby$my — pomimo szumu — przestaé¢ n(1 — H(p))
bitéw informacji. Ustalmy n i niech m ~ H (p)n bedzie liczba bitéw informacji
pochodzacych z szumu. Wysylajac n bitéw, chcemy zatem przekazaé¢ n — m bitéw
informacji. Formalnie: wiadomoéé C = (C1, ..., Cp_p) € Z2~™ kodujemy (czyli
ustalamy pewna funkcje réznowartosciowa c : Zi~ ™ — Z%) za pomoca wektora
X = (Xq,... ,Xn) € 7%, ktory przesytamy bit po bicie. Wektorem bledéw jest
Z=(2y,...,2y) € 22, gdzie P(Z; = 1) = p < 1/2 dla 1 < i < n, czyli dla kazdego
bitu prawdopodobienstwo btedu Wynos1 2 Zakladamy, ze zmienne 21, ..., Zy,
sg niezalezne. Odbiorca odczytuje Y =X & Zichee odtworzyc c przynajmniej
z duzym prawdopodobiefistwem (wzgledem rozkladu Z). O podobnym problemie
pisatem juz w artykule Kody korekcyjne A3,. Kodowanie ¢ jest réwniez kodem
korekcyjnym, ale obecnie rozwazamy inny model pojawiania sie i poprawiania
bledéw. Poprzednio rozwazaliSmy model pesymistyczny: bledy pojawiaja sie
zlodliwie i chcemy zawsze méc je poprawié, o ile nie jest ich za wiele; obecnie
rozwazamy model probabilistyczny: bledy pojawiaja sie losowo, ale chcemy

z duzym prawdopodobienstwem bezblednie przekazaé¢ informacje.

Konstrukcja

Podejdziemy do problemu od strony szumu: skoro wiemy, ze wektor btedéw
spelnia H (Z ) &~ m, to jak wspomnieliSmy na wstepie, mozemy zakodowaé go,
uzywajac Srednio m bitéw. Pomysl polega na rozdzieleniu wysytanych n bitow
na dwa zbiory: m bitow przeznaczamy na zakodowanie A , a pozostalych n —m
bitéw uzyjemy do przekazania oryginalnej wiadomosci. Pomyst ten moze sie

w pierwszej chwili wydawaé naiwny i niemozliwy do zrealizowania. .. a jednak,
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Formalnie réwnosé Dec(P(Z)) = Z
zachodzi z prawdopodobienstwem,
wzgledem rozktadu Z, dazacym do 1 przy
n — oo. Dla uproszczenia bedziemy jednak
pisaé¢ réwnosé.

Latwo udowodnié, ze wektor
(Wi o, Win) = P(X1, ..., X,) jest
postaci W; = ¢;,1 X1 @ -+ ® ¢c; n X, dla
pewnych c; ; € Zz. Wtedy warunek
P(X4y,...,X,) =(0,...,0) przeklada sie
na uklad m réwnan liniowych

o n niewiadomych (z konstrukeji bedzie
wynikalo, ze réwnania te sg niezalezne).
Mozna dowolnie ustali¢ n —
niewiadomych (na 2"~ sposobdéw)

i jednoznacznie rozwigzaé powstaly uktad,
co daje 2"~ wektoréw w C.

Korzystamy z notacji dla wektoréw
Agi = (A, ..., Ay), analogicznie
definiujemy A;i, A‘<,;, A;,

Diagram przedstawia konstrukcje Pj:

Py (Z1,Z5, Z3, Z4) skonstruowane jest

z P2’(Z17 Z3) oraz PZI(Zg, Z4). One z kolei
skonstruowane sa z P{(Z1), ..., Pj(Z4).
‘W nawiasie podane sg entropie
warunkowe, ktére wyjasnimy pdzniej.

Dla tak zdefiniowanej macierzy P mamy:
¢» ={(0,0,0,0),(0,1,0,1), (1,0, 1,0),
(1,1,1,1)}, bo sg to wszystkie wektory,
ktére po zastosowaniu P przechodza na
(0,0). Jezeli teraz okreslimy bijekcje ¢

w nastepujacy sposob:

¢(0,0) = (0,0,0,0), ¢(0,1) = (0,1,0,1),
c(1,0) = (1,0,1,0), ¢(1,1) = (1,1,1,1),
to wspomniana przykladowa wiadomo$é
C = (0,1) rzeczywiscie zostanie
zakodowana w X = (0,1,0,1).
Kontynuujac poprzedni przyktad, jezeli
wektorem bledu bedzie Z = (O 1,0,0), to
stosujac P na wektorze y=X D Z
otrzymamy P(Z):

P(Y) = P(0,0,0,1) = (1,0) = P(Z).

jak pokazemy, jest to mozliwe! W tym celu zastosujemy kompresje, ktéra
zawsze, a nie Srednio, uzywa m bitow. Niech zatem P bedzie oznaczeniem na
funkcje kompresji (P : Z% — Z5*). Wprawdzie rézne ciagi bledéw moga byé teraz
wzakodowane” w ten sam sposéb, jednak dla pewnej funkCJl dekomprequ@ceJ Dec
zachodzi¢ bedzie z duzym prawdopodobienstwem Dec(P(Z )) = Z. Ponadto

P bedzie przeksztalceniem liniowym, czyli P(A ® B) = P(A) ® P(B) oraz
suriekcja (tzn. P(Z%) = Z3").

Zalézmy na razie, ze rzeczywiscie uda nam sie taka funkcje P skonstruowac.
Niech C,, = {X € Z5 : P(X) = 0}. Zbiér C, ma 2" ™ elementéw: mozna bowiem
pokazaé, ze warunek z definicji C,, odpowiada uktadowi réwnan liniowych,
ktéry ma 2"~ ™ rozwiazan (patrz margines). Ustalamy dowolna bijekcje miedzy
Z5™™ a C,, ktéra pozwoli nam zakodowaé wiadomosé c jako wektor X zC,.
Korzystajac z liniowosci P, mozemy teraz z Y odzyskaé P(Z ):

P(Y)=P(X & Z)=PX)a& P(Z)=P(Z).
Po zdekodowamu (z duzym prawdopodobieristwem) dostaniemy Z ktory po
dodaniu do Y da szukany X:

Y @ Dec(P(Y)) = (X @ Z)@Dec(P(Z) =X Z)®dZ=X.
Uzycie zbioru {X : P(X) = 0} (dla odpowiednio dobranego P) do kodowania
wiadomodci jest standardowym podejsciem w teorii kodéw korekcyjnych, réwniez

kolejne kroki sg standardowe: P nazywana jest macierza parzystosci, a P(Z ) to
tak zwany syndrom. Trudnos¢ jest w konstrukeji odpowiedniego P.

Wréémy wiec do pytania, jak skonstruowaé P. Ograniczymy sie do przypadku,
gdy n = 2F. Aby osiagnaé nasz cel, skonstruujemy najpierw odwracalna
funkcje liniowa P, : Z% — 75 i za P Weimiemy odpowiednio wybrane m

z n wspotrzednych P). Konstrukcja Pj, jest rekurencyjna: definiujemy P; jako
identyczno$c¢, a dla k > 1

0 (Z) = (Ppoor (Zop1) @ Phs(Zogpr), Ppor (Zsgi)).

Mamy wiec Py(Z1, Z2) = (Z1 ® Za, Z2), a konstrukcja P, wyglada nastepujaco:

Z1 (0,5) 7 | Z1© 22 (0113) 21D Za®Z3® 2y (0,899)

Zz 0,5)| | 22 (0,287) /’ | Z2® 2y (0,528) |

25 Z80%_om)| /| L©% (0.475)

— | 4 (0,287) Zy (0,095)
/

Latwo sprawdzié, ze P’ jest odwracalne. Co ciekawe, konstrukcja P’ nie
zalezy od parametru p, ale P zalezy: wybieramy m ~ nH (p) wsp6irzednych
z P’. Przykladowo dlan =4 i m = 2, jesli do P wezmiemy pierwsze dwie
wspltrzedne P’ otrzymamy

P(Zl7 Zy, 3, Z4) = (Z1 P LoD Ly P Ly, LoD Z4).

Do pytania, ktore wspétrzedne nalezy wybraé¢, powrdcimy za chwile.

Analiza

Aby zrozumieé te konstrukcje, uzyjemy entropii warunkowej: H(A|B = b) to
entropia A, jeli wiemy, ze B = b, zas§ H(A|B) = >, p» - H(A|B = b) to $rednia
liczb H(A|B = b) wazona prawdopodobiefistwami py,.

Przedledzmy dzialanie P;. Wezmy p = 0,11, co daje H(p) ~ 0,5. Przyjmiemy
wigc m = §, czyli do P wybieramy polowe zmiennych z P’. Niech

W) = (Wl(j), e Wij)) dla j = 1,2,4 beda kolejnymi wektorami

uzyskanymi w konstrukeji Pj, tzn.: W) = (P{(Z,),..., P{(Z4)),

W@ = (Py(Zy1,Zs), Py(Z3, Z4)), W = Py(Z,...,Z;). Przeanalizujemy

H (Wi(J ) |ng)), czyli entropie warunkowa, ktéra mowi nam, ile bitow informacji
niesie Wi(] ), jezeli poznalidémy juz warto$ci na poprzednich wspélrzednych
(wartosci te podane sa w nawiasach na diagramie).
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Bedziemy uzywac nastepujacych

wlasnosci entropii:

1. H(A|B) < H(A): dodatkowa
informacja nie moze zaszkodzié;
réwnoéc zachodzi dla
A, B niezaleznych.

2. H(A,B) < H(A) + H(B) i réwnos¢
zachodzi, gdy A, B sa niezalezne.

3. H(A1,...,A,) =
= H(A1) + H(A2|A1) +
+ -+ H(A,|A<y): informacja calosci
to suma przyrostéw informacji.

4. H(A) > H(f(A)) dla dowolnej
funkcji f i réwnosé¢ zachodzi dla
funkcji odwracalnych: przeksztalcanie
moze jedynie ,straci¢” informacje.

Jesli A € Zg oraz pg = P(A = 0)

ipr =P(A=1)=1-po, to

max(po,p1) = 1 — H(A): lewa strona jest
liniowo malejaca dla po € [0, 3] i liniowo
rosngca dla pg € [%, 1]. Jednoczesnie
prawa strona jest wypukta i dla pg = 0,
po = % oraz pp = 1 mamy réwnosc¢.

Te bardziej prawdopodobne wartosci
musimy wczesniej obliczy¢, dokonujac
obliczen dla wszystkich mozliwych
wektoréw wejsciowych dla P’.

Erdal Arikan, Channel polarization:

a method for constructing
capacity-achieving codes for symmetric
binary-input memoryless channels. IEEE
Transactions of Information Theory 55(7):
3051-3073 (2009).

Prezentacj¢ oparlem gtéwnie na
notatkach z wyktadu Madhura
Tulsianiego, Peten dowdd znajduje sie
w dostepnej w sieci ksigzce: Venkatesan
Guruswami, Atri Rudra, Madhu Sudan,
Essential Coding Theory.

n = 1: P| to identyczno$é, wiec W( ), ey Wf) to Z1,...,
coyli HW WD)y = Hw M) = H(p) ~ 0,5.

Z4 i sa one niezalezne,

n=2: PQ/(Zl, ZQ) =
i z wlasnosci entropii mamy H(W(2))

Jednoczesnie

H(Zy ® Zy) + H(Z3|Z1 @ Zs)

(Z1 ® Za, Zs). Wtedy Ogélnie p < 2p(l —p) <1 —p
H(2p(1 —p)) > H(p) = H(Z1).

= H(Z\® Zy,Z3) = H(Py(Z1, Z2))
= H(Zth) = H(Zl) + H(ZQ) ~ 1,
)

poniewaz Pj jest odwracalne, a Z;, Zs niezalezne. Czyli H(Z3|Z1 ® Zo
1—0,713 = 0,287. Analogiczne obliczenia przeprowadzamy dla Zs @ Z4 i Zy.

=Z1® Ly D L3P Ly i W2(4) = Z5 ® Z4 mozemy uzy¢ tej samej
obserwacji: W1(4) =(Z1®Z3) B (Z2® Zy4) i zmienne (71 & Z3),(Z2 ® Zy) spelniaja
P(Z, @& Z3=1)=P(Zy® Zy = 1) ~ 0,2, co daje PW Y =1)~2-02-0,8 = 0,32
i entropie H(Wl(4)) ~ 0,899. Z réwnosci H(W ) + H(W(4)|W(4)) =2-H(0,2)
wyliczamy H(W2(4) \Wl(4)) ~ 0,528. Rachunki dla H(W3 |W. ) sa duzo bardziej
skomplikowane, a ich wynik przedstawiony jest na dlagramle.

n = 4: Dla W

Zauwazmy, ze P’ polaryzuje entropi¢ warunkows: pewne m wspo6lrzednych ma
entropi¢ wigksza niz 0,5, a pozostale n —m mniejsza. W ogdlnosci, dla duzych n
pewne n — m wspolrzednych ma entropie bliska 0, a pozostate m wspélrzednych
entropie prawie 1. Te wtasnie wspélrzedne wybierzemy do funkcji P.

Czytelnik Uwazny spostrzegt zapewne, ze w przykladzie wybralidmy

m pierwszych wspolrzednych. Byl to jednak jedynie szczedliwy zbieg okolicznodci.
W ogélnosci wladciwe wspdlrzedne roztozone sg do$é chaotycznie i jest to
istotna wada z punktu widzenia efektywnej implementacji tej konstrukcji. Dla
ilustracji zauwazmy, ze zamiast W(4) W2(4) moglibysmy wybraé Wl( ) W(4)

i obliczone entropie bylyby takie same (co latwo wyttumaczyé symetria miedzy
zmiennymi Zy i Z3).

Istnienie funkcji dekompresujacej Dec mozna pokazaé, korzystajac

z polaryzacji. Dla uproszczenia notacji przyjmijmy, ze do P wybralismy

m pierwszych wspolrzednych P’. Zauwazmy najpierw, ze potrafimy z duzym
prawdopodobienistwem z W;Qm obliczy¢ cale W ™). Pierwsze m warto$ci

,n, skoro H(Wj(n)|W(n)) ~ 0, to

1<J

warto$é zmiennej Wj(”) jest prawie pewna dla znanych WZ(<; latwe rachunki

atrz margines) pokazuja, ze bardziej rawdo odobna 7 wartosci W(”) ma
(p gines) p ja, i p p J

po prostu znamy, a dla j =m+1,...

prawdopodobienistwo przynajmniej 1 — H(W, \ s ]) ~ 11 to ja wybieramy
na W(n) Mozna pokazaé, ze sumaryczne prawdopodobieﬁstwo btedu jest male;
dowod jest prosty, ale wymaga doktadnej formalizacji wtasnosci polaryzacji. Gdy
juz mamy cale W = P/(Z), pozostaje zastosowaé funkcje odwrotna do P’

i otrzymamy Z.

Dowdd wlasnosci polaryzacji, a nawet doktadne sformulowanie tej wlasnosci, sa
trudne i — niestety — wykraczaja zdecydowanie poza ramy tego artykulu.

Konstrukcja kodéw polaryzujacych, autorstwa Erdala Arikana, byla przelomem
w teorii informacji: wszystkie poprzednie konstrukcje tego typu miaty

gorsze wlasnodci teoretyczne i zwykle byly losowe, co utrudnialo wydajna
implementacje. Kody polaryzujace sa pierwszymi kodami, ktore nie tylko
maja optymalne gwarancje teoretyczne, ale tez nadaja sie do praktycznej
implementacji, choé¢ to drugie jest wyzwaniem. Zostaly wprowadzone do
standardu 5G NR, (New Radio), a prace nad ich praktycznymi modyfikacjami
i implementacjami trwaja. Co ciekawe, kody korekcyjne i kodowanie entropijne
byly dwoma oddzielnymi, klasycznymi dziatami teorii informacji. Dopiero po
kilkudziesieciu latach pokazano gleboki zwiazek miedzy nimi.
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Twierdzenie Ramanujana—Nagella i tr6jkat Pascala

* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

Opisywane zagadnienie figuruje jako
Question 464 w stynnym dziele

Collected papers of Srinivasa Ramanujan
z 1927 roku.

-]

Rozwigzanie zadania F 1081.
Tworzeniu lodu towarzyszy wydzielanie
ciepta topnienia powodujgce ogrzewanie
wody i lodu. Masa lodu bedzie rosta,
dopdki mieszanina wody i lodu nie
osiggnie temperatury topnienia
T, = 273,15 K (0°C). Gdyby
ciepta wlasciwe lodu i wody byty
jednakowe, to mieliby$my:
Lm; = mcy (T — To), czyli
my = mcy (T — To)/L =~ 0,063 kg.
Ciepto wlasciwe lodu jest jednak mniejsze
niz wody. Przeanalizujmy teraz skrajng
sytuacje — w temperaturze
poczatkowej Ty od razu powstaje ,caly
16d”, tzn. powstaje go tyle, ze uwolnione
cieplo topnienia ogrzewa 16d i pozostala
wode do temperatury doktadnie
réwnej Ty, . Mieliby$Smy warunek:
Lm; = ((m — my)cw +mice)) (T, — To),
czyli:
B mcy (T — To)
L+ (cw —c) (T — To)’
co daje m; = 0,059 kg. Rzeczywista masa
lodu znajduje si¢ wiec pomiedzy 0,059 kg
i 0,063 kg. Dokladna analiza musi
uwzgledni¢ to, ze kolejne porcje lodu
powstaja w coraz wyzszej temperaturze.
Utworzeniu porcji dm; lodu towarzyszy
wzrost temperatury mieszaniny o dT', co
prowadzi do réwnania:
Ldm; = (m — my)cy,dT + mycdT =
= (mcyw + (c1 — cw)my)dT,

my

a wiec
() dmy mey + (e — cw)my
* = —

arT L
przy czym w chwili poczatkowej mamy
m; =01iT =T,. Rozwigzaniem
réwnania (x), co latwo sprawdzié, jest:

Cowm
my(T) = ——.

Cw — Cp

(] (((:l—(t,,,)(T—To)>)
. —exp | ——— s

a proces zakonczy sig¢, gdy T' = T,,. Dla
T = T,, po podstawieniu pozostalych
danych liczbowych otrzymujemy

my ~ 0,061 kg. Gestos¢ lodu jest o okoto
8% mniejsza niz wody, co oznacza, ze
konicowa objeto$¢ mieszaniny bedzie

o okolo 5,6 cm® wigksza od poczatkowe]j
objetosci przechtodzonej cieczy.

Podane w tresci zadania ciepta wtasciwe
odpowiadajg zakresowi temperatur od
—10° do 0° dla lodu i od —10° do 100°
dla wody w stanie cieklym — w tych
zakresach temperatur zmiany obu
wielkosci nie przekraczaja 0,1 J/(g-K).

Barttomiej PAWLIK*, Witold TOMASZEWSKI*

Historia pewnego twierdzenia. Spuécizng Srinivasy Ramanujana sa

nie tylko gtebokie teorioliczbowe twierdzenia, ale rowniez liczne hipotezy
stanowiace wyzwania dla kolejnych pokolen matematykdéw. Jedno z wielu pytan
postawionych przez genialnego hinduskiego samouka, datowane na 1913 rok,
dotyczylo wyrazenia 2° — 7. Ramanujan zauwazyl, ze jest ono kwadratem liczby
caltkowitej dla s réwnego 3,4,5,7 1 15, i chcial wiedzie¢, czy istnieja inne catkowite
wartosci s o tej wlasnosci.

W 1959 roku norweski matematyk Thoralf Skolem i jego dwéch amerykanskich
kolegéw, Sarvadaman Chowla i D.J. Lewis, na tamach Proceedings of the

AMS wykazali, ze nie ma wiecej rozwigzan. Rok pézniej Trygve Nagell, krajan
Skolema, przedstawil swoje rozwigzanie problemu Ramanujana. Jak si¢ okazalo,
kolejny dowdd jest zaréwno prostszy, jak i... starszy! Nagell opublikowal
rozwiazanie juz w 1948 roku w pracy napisanej po norwesku, co skutecznie
utrudnito wynikowi przebicie sie do swiadomosci ogbélu matematyczne;j
spotecznosci.

Jeden z autoréw niniejszego artykulu zauwazyl pewna wlasnosé tréjkata Pascala,
wynikajaca z twierdzenia Ramanujana—Nagella. Zanim jednak jg zaprezentujemy,
przyjrzymy sie pokrotce pierwszym dowodom tego twierdzenia i oméwimy

jego dalsze losy. Zacznijmy od przedstawienia pewnych podstawowych faktéw

z zakresu algebry abstrakcyjne;j.

Stow kilka o pierscieniach. Na potrzeby tego artykutu piersScien wystarczy
rozumie¢ jako zbidr, do ktorego nalezg suma, réznica i iloczyn kazdej pary jego
elementow — reprezentatywnym przykladem jest pierscien liczb catkowitych.
Jak wiemy, kazda liczbe catkowita rézna od 0,1 i —1 mozna jednoznacznie
roztozy¢ na iloczyn liczb pierwszych (jezeli rozwazana liczba jest ujemna,
to na czynniki pierwsze rozkladamy jej modul i wynik mnozymy przez —1).
W terminologii algebraicznej oznacza to, ze pierscien liczb catkowitych ma
wlasno$é¢ jednoznacznosci rozkladu. Idac dalej tym tropem, liczby pierwsze
nazywamy elementami nierozkiadalnymsi pierécienia liczb calkowitych. Juz
w XIX wieku zauwazono, ze nie we wszystkich pierscieniach rozklad na elementy
nierozktadalne jest jednoznaczny. Warto tu wspomnieé, ze zyjacy kilkadziesiat
lat wczesniej wybitny matematyk Leonhard Euler chyba o tym nie wiedzial,
w efekcie popelniajac swéj stynny blad w dowodzie szczegdlnego przypadku
Wielkiego Twierdzenia Fermata (wtedy jeszcze hipotezy) dla n = 3. Uzywajac
wspolczesnej terminologii, mozna napisa¢, iz Euler nieopatrznie zalozyl, ze
pierécien liczb postaci o + 8- iv/3 (a i B s liczbami catkowitymi, i = —1) ma
wlasno$é jednoznacznosci rozktadu. Nie jest to prawda — przyktadowo
4=2-2=(1+iV3) - (1-1iV3).
Dodajmy, ze rozumowanie Eulera mozna tatwo naprawié¢, korzystajac z metod
opisanych w jego pracach, wigc czesto przyznaje sie mu autorstwo poprawnego
dowodu.

Dwa dowody. Rozwiazania Skolema i Nagella zaczynaja sie bardzo
podobnie. Rozwazamy réwnanie z2 + 7 = 2°. Jedli s jest liczba parzysta, to
po przeksztatceniu otrzymujemy (2%/2 — x)(2°/2 + ) = 7. To daje nam dwie

mozliwosci:

292 —x =1 b 282 —p =7

292 4 p=7 " \2P4z=1"
z ktérych wynika, ze s = 4 oraz = £3. (Potencjalnie wszystkie liczby
pojawiajace sie po prawej stronie powyzszych uktadéw réwnan moglyby byé
ujemne, ale po ich zsumowaniu doszliby$my do sprzecznosci).

Zalézmy teraz, ze liczba s jest nieparzysta. Réwnanie 22 = 2° — 7 przeksztalcamy
do postaci )

7
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Réwnosé H%ﬁ CAmiVT o pokazuje

2
nieco zaskakujacy fakt, ze liczba 2
w rozwazanym pierscieniu nie jest
nierozktadalna!

-]

Rozwigzanie zadania M 1759.
Zauwazmy, ze z warunkéw zadania dla
dowolnego 0 < k < b zachodzi:

b+k|(a+k)—(b+k)=0a—b.
Ustalmy liczbe catkowitg 0 < k < b.

Poniewas 2EE ke

b—k b—k
liczba catkowita n € (bf,\,,, fo ) Wtedy
liczba m = n(b — k) — k spelnia
nieréwnosci 0 < m < b.
Na mocy uwagi poczynionej na poczatku
b+ m | a— b, jednakze
b+m=(n+1)(b—k), skad dla
dowolnego 0 < k < b mamy
b—k|b+m|a—0b, wicc
b—k|(a—b)+(b—k)=a—k.

> 1, to istnieje

)

Rozwigzanie zadania M 1760.
Udowodnimy, ze dla dowolnej pary (z,y)
zapisanej na tablicy liczba 2z — y jest
podzielna przez 7. Dla ulatwienia zapisu
podzielno$é te oznaczmy jako T'(z,y).
Rzeczywiscie, zachodzi T'(1,2), gdyz
2-1—2 = 0. Zauwazmy, ze
2-(—a) — (=b) = —(2a —b)
2-(=b) — (a+b) =3(2a —b) — 7a,
zatem z T'(a,b) wynika T'(—a, —b) oraz
T(—b,a + b). Ponadto
2(a+c)—(b+d)=(2a—b)+ (2¢—d)
i dlatego z T'(a,b) i T'(¢,d) wynika
T(a+ ¢,b+ d). Dowodzi to, ze zachodzi
T(x,y) dla kazdej pary (x,y), ktéra
mozna napisa¢ na tablicy.
Poniewaz liczba 2 - 2022 — 2023 = 2021 nie
jest podzielna przez 7, ta para nie moze
pojawi¢ si¢ na tablicy.

a nastepnie obie strony tego réwnania rozkladamy na iloczyny:
e iV oz —iVT (1+i\ﬁ>t. (1—i\ﬁ)t
2 2 2 2
Wszystkie otrzymane utamki naleza do pierscienia liczb postaci a +

(gdzie a, B sa liczbami catkowitymi). Jak si¢ okazuje, ten pierScieni ma wlasnos$é
1+ivV7
2

ivT
61+2

jednoznacznosci rozkladu, a wsréd elementéow nierozkladalnych sa

oraz %ﬁ 7 faktéw tych wynika, ze zachodzi jedna z czterech mozliwo$ci
opisanych skrétowo ponizszymi réwnaniami:

Ly TEVT _ (14iVTY s iVT (14+iVT
(1a) 2 ( 2 2 ( 2 '
Mozemy ograniczy¢ si¢ do analizy , gdyz rozwiazania uzyskujemy
7 rozwigzan poprzez zmiang znaku przy z. Od tego miejsca dowody ida
innymi drogami.

(1b)

1447
2

jesli potega ma postaé xi%ﬁ? tox =1,-3,-5,11 lub —181, co odpowiada
rozwiazaniom wskazanym przez Ramanujana. Przyktadowo
1+iV7\ "7 —181— V7
(2) T2
i liczba 181 spelnia réwnanie 1812 = 21 — 7. Uzasadnienie, ze nie ma wiecej

rozwiazan, opiera si¢ na opracowanej przez Skolema metodzie korzystajacej
z wlasnosci liczb p-adycznych.

Chowla, Lewis i Skolem obliczaja kolejne potegi liczby i zauwazaja, ze

Nagell natomiast analizuje réwnanie oraz wynikajace z niego dla t > 1

t t
141iV7 1—ivT7
(2) ﬂ — i = +iV7.
2 2
Dalej argumentuje, ze prawa strona powyzszej réownoéci musi byé réwna —iv/7.

, 2
(Nalezy w tym celu rozpatrzeé¢ ja modulo <1_%ﬁ) , nie bedziemy tu jednak

wchodzié w szczegdly tego odrobing bardziej wyszukanego argumentu). Ze wzoru
dwumianowego Newtona wynika, ze
t
L))

(@+b) —(a—b) =2 <G> ot + @ ot 4
= —iVT,

Stosujac te zalezno$¢ w réwnaniu , otrzymujemy
o, DOV + VD’ + .+ (V)
ot

G) - (;) (VT + ...+ (;) (V7)) = 2t L,

2

a stad

Pamietajac, ze i* = —1 oraz ze wszystkie wykladniki po lewej stronie sg parzyste,
otrzymujemy réwnanie:

(+) G) - (;>7+ (;)72 b <§>7 e

z ktorego w szczegdlnosci wynika
t=—2""1 mod 7.
Podstawmy t = 42k + r dla r spelniajacego 0 < r < 42. Wéwczas t = r mod 7.
Ponadto na mocy malego twierdzenia Fermata: 2~ = 1 mod 7, wiec
2t = 2" mod 7. Otrzymujemy zatem r = —2"~! mod 7.

Latwo mozna sprawdzi¢, ze jedyne rozwiazania tej kongruencji to » = 3,5, 13.
Nagell pokazuje, ze w kazdym z tych przypadkéw, aby spelnione byto

réwnanie (x), musi zachodzi¢ t = r, co odpowiada rozwiazaniom s = 5,7, 15.
Osobno nalezy rozpatrzeé latwy przypadek ¢t = 1, dla ktérego rownanie nie jest
spelnione. Ten przypadek daje rozwiazanie s = 3.

A po dowodach. .. Od tamtej pory rozwazane twierdzenie doczekalto sig¢
kilkunastu kolejnych uzasadnien i wielu uogélnien. W tej historii znajduje
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Wiecej o dowodach i uogélnieniach mozna
przeczytaé w przegladowej pracy On

the Ramanujan-Nagell Equation and its
Generalisations autorstwa

Edwarda L. Cohena.

sie réwniez akcent polski: w 1956 roku Jerzy Browkin i Andrzej Schinzel
rozwiazali réwnanie diofantyczne 2% — 1 = y(y + 1)/2, a kilka lat pézniej wykazali
rownowaznos$¢ swojego rozwigzania z twierdzeniem Ramanujana—Nagella.

Najpopularniejsze zastosowanie rozwazanego twierdzenia dotyczy teorii kodéw
korekcyjnych. Otrzymane rozwiazania pozwalaja na konstruowanie zbioru C,
zlozonego z ciagdéw binarnych dlugosci n o nastepujacej wlasnodci:

kazdy cigg binarny diugosci n roini sie o co najwyzej dwa znaki od dokladnie
jednego ciggu c € C.

Powyzsza wlasnosé pozwala na poprawianie btedu w kazdym otrzymanym ciagu,
a jezeli w trakcie transmisji, po wystaniu pewnego ciagu ¢ € C, popelniono

co najwyzej dwa bledy, to poprawiony ciag bedzie zgodny z tym, ktéry zostal
wystany. Dodajmy, ze jezeli , s spelniajg réwnanie £2 = 2° — 7, to ciagi, o ktérych

tu mowa, maja dlugo$é n = %51, a zbiér C ma 2°3 elementéw.

A co to wszystko ma wspédlnego z trdjkatem Pascala? Przyjmijmy
konwencje indeksowania wierszy trojkata Pascala od 0, a nie od 1. Jak wiemy,
suma wszystkich liczb w n-tym wierszu tréjkata Pascala jest n-ta potega
liczby 2, co mozna wyrazi¢ réwnaniem

n
> ()=

=0

A czy w wierszach tréjkata Pascala istnieja jakies sumy czesciowe, ktore rowniez
sa pewnymi potegami liczby 27 Ujmujac to bardziej formalnie: interesuje nas
opisanie zbioru wszystkich tréjek (n, s, k) liczb naturalnych takich, ze s < n oraz

S
3 ’7) = 2k,
3 > (:
Oczywiscie dla kazdego n do rozwazanego zbioru naleza tréjki (n,0,0) oraz
(n,n,n). Dodatkowo mozemy do niego dolozy¢ nieskoniczenie wiele tréjek postaci
(2% — 1,1, k), poniewaz

1

2k —1 2k —1 2k —1
Z( , >_( >+< )_1+2k1_2k.
= ) 0 1

Ostatni typowy podzbiér rozwiazan stanowia pary (2s + 1, s + 1, 2s), co

wynika z nastepujacego wnioskowania. Jak wczesniej wspomnielidmy, suma

wszystkich elementéow w wierszu jest potega liczby 2. Wiemy réwniez, ze

elementy w kazdym wierszu ulozone sg symetrycznie — fakt ten mozna uzasadnic¢

wzorem (Z) = (n’ik) Zatem dla n = 2s + 1 wiersz zawiera dokladnie 2s + 2

elementéw, a suma elementéw w tym wierszu wynosi 22**!. Rozpatrywana suma

polowy z nich jest polowg sumy wszystkich elementéw, wiec wynosi 22°.

Reasumujac, jak dotad ustaliliSmy, ze rozwiazaniami réwnania sg tréjki

e (n,0,0) — przypadek trywialny, pierwszy element w kazdym wierszu tréjkata
Pascala to 2°;

e (2¥ —1,1,k) - suma dwé6ch poczatkowych elementéw w wierszu trojkata
Pascala w nieskoriczenie wielu przypadkach jest potega liczby 2;

e (2541, s+ 1, 2s) — suma polowy wszystkich elementéw w wierszach
zawierajacych parzysta liczbe elementéw jest potega liczby 2;

o (n,m,n) — suma wszystkich elementéw w kazdym wierszu jest potega liczby 2.

Wszystkie powyzsze rozwiazania bedziemy nazywac¢ rozwiazaniami

standardowymi. Czy istnieja jakie$ inne rozwigzania?

Jak sie okazuje, twierdzenie Ramanujana—Nagella rozstrzyga powyzsze pytanie
dla s = 2. Zauwazmy, ze w tym przypadku interesuje nas rownanie

(o)« (1) (5) ==

ktore mozna tatwo przeksztalcié do postaci
(2n 4+ 1)2 =23 7.

7Z twierdzenia Ramanujana—Nagella wynika, ze prawa strona otrzymanego
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Oczywiscie mogliby$my przyjaé, ze
(:) = 0 dla n < k, ale nie chcemy

sztucznie rozszerzaé zbioru rozwigzan
standardowych o kolejne trywialne
przypadki.

Warto dodaé, ze ciag sum pierwszych
trzech elementéw kolejnych wierszy

w tréjkacie Pascala nosi umownag nazwe
the lazy caterer’s sequence i jest znany
jako rozwigzanie nastepujacego zadania
kombinatorycznego: Jaka jest najwieksza
liczba obszaréw, na jaka mozna podzieli¢
plaszczyzne przy uzyciu n prostych?

rownania jest kwadratem liczby catkowitej w pieciu przypadkach: dla k& rownego
0,1,2,4 i 12. Szukane wartosci n to, odpowiednio, 0,1,2,5 i 90 — po odrzuceniu
dwoéch pierwszych rozwiazan otrzymujemy indeksy wszystkich wierszy tréjkata
Pascala, w ktorych sumy pierwszych trzech elementéw sa potegami liczby 2.
Zauwazmy, ze ostatnie otrzymane rozwiazanie — (90, 2, 12) — odpowiadajace

réwnaniu
C?>+(?U-FC§>:1+90+4m5:4w6:2”

nie nalezy do zbioru rozwiazan standardowych! Istnieje jeszcze jedno rozwiazanie
niestandardowe — (23,3, 11):

23 23 23 23
<0>+(1>+<2>+<3)=1+23+%B+1W1:2M8=TE

znane wszystkim, ktorzy spotkali sie z konstrukcja kodu Golaya. Czy istnieja
inne wiersze trojkata Pascala, w ktérych suma pierwszych czterech elementéw
jest potega liczby 27 I ogdélniej, czy poza dwoma wskazanymi istnieja inne
rozwiazania niestandardowe réwnania (3)7 Kto wie, moze odpowiedzi kryja sie
w innych hipotezach Srinivasy Ramanujana. . .

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1759. Liczby catkowite dodatnie a i b sa takie, ze a + k jest podzielne przez
b+ k dla wszystkich liczb catkowitych 0 < k < b. Udowodnié¢, ze a — k jest
podzielne przez b — k dla dowolnej liczby catkowitej 0 < k < b.

Rozwigzanie na str.

M 1760. Na tablicy napisano pare liczb (1,2). Gdy para liczb catkowitych (a,b) jest
zapisana na tablicy, to mozemy jeszcze dopisaé pare (—a, —b), a takze (—b,a + b).
Ponadto, jesli na tablicy zapisane sa pary (a,b) i (¢, d), to mozemy zapisaé¢ réwniez
pare (a + ¢,b+ d). Czy para (2022,2023) moze kiedy$ pojawié sie na tablicy?
Rozwiazanie na str.

M 1761. Cgzy istnieje prostokat, ktory mozna podzieli¢ na 442 prostokaty,
a wszystkie one sg podobne do wyjéciowego, jednak zadne dwa nie sg przystajace?
Rozwiazanie na str. [I0]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1081. Woda pozbawiona zanieczyszczen i pozostawiona bez

wstrzaséw mechanicznych moze zosta¢ ochtodzona do temperatury

Ty = 225 K (—48°C) i pozosta¢ w stanie cieklym (tzw. stan przechlodzenia).
W temperaturze T' < Ty w cieklej wodzie powstaja i szybko rosna krysztatki lodu.
Podobne zjawisko zachodzi, gdy przechlodzona wode w temperaturze T > Ty
wstrzasniemy, np. wyjmujac z zamrazalnika. Jaka masa, m;, lodu powstanie

w butelce zawierajacej m = 0,5 kg wody przechtodzonej w zamrazalniku?
Temperatura w zamrazalniku: Ty = 263,15 K (—10°C). Dane dla wody:
temperatura topnienia T,,, = 273,15 K, cieplo topnienia L = 333,6 J/g,

ciepto wlasciwe przechlodzonej wody ¢, = 4,2 J/(g-K), cieplo wlasciwe lodu

¢ =2,1J/(g-K). Tworzenie i wzrost krysztaléw lodu sa na tyle szybkie, ze mozna
pominaé¢ wymiane ciepla z otoczeniem (przez Scianki butelki).

Rozwiazanie na str. [4]

F 1082. Po dlugiej nieobecnosci wracamy do domu i stwierdzamy, ze w naszym
pokoju o objetoéci V = 60 m? temperatura spadta do wartosci t, = 0°C, takiej
jak na zewnatrz. Wlaczamy grzejnik, i po pewnym czasie temperatura osiaga
wartosé t, = 22°C. Ogrzewanie nastepuje powoli i przez caly czas ci$nienie
wewnatrz pokoju wynosi p = 10° Pa i jest réwne ci$nieniu atmosferycznemu na
zewnatrz domu. a) O ile zmienila si¢ energia wewnetrzna powietrza w pokoju
podczas ogrzewania? b) O ile zmienila si¢ liczba moli powietrza w pokoju?

¢) Ile ciepla dostarczyl grzejnik? W podanym zakresie temperatur powietrze
zachowuje sie jak gaz idealny (mieszanina gazéw o czasteczkach dwuatomowych:
O3 i Ny). Stala gazowa R = 8,31 J/(mol-K), temperatura 0°C = 273,15 K.
Pomijamy straty ciepta poprzez Sciany i okna pokoju.

Rozwiazanie na str. [I0]
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O metamateriatach, czyli czy mozemy zmierzy¢ ,,ujemng”
przenikalnos¢ magnetyczng?
PCL’LU€Z PERKO WSK]* * Wydzial Nowych Technologii i Chemii, Wojskowa Akademia Techniczna

Teoretyczne podstawy metamaterialow stworzyt Material magnetyczny charakteryzuje sie swoja

w latach 60. XX wieku rosyjski fizyk Wiktor wzgledna przenikalno$cig magnetyczna p,.. Osrodki
Wiesietago. Bedac jeszcze w szkole Sredniej interesowal amagnetyczne (np. préznia) maja te wielko$é réwna
sie on radiotechnika, odbiornikami radiowymi i byt doktadnie jeden. Materialy diamagnetyczne maja
krotkofalowcem. Wiedzial, ze w obwodach LC dla przenikalnosé magnetyczng niewiele mniejsza od
pewnej szczegdlnej pulsacji (wrc) mamy do czynienia jednosci, a materialy paramagnetyczne — niewiele

z rezonansem pradéw (réwnolegle polaczenie cewki wiekszg od jednosci. Tylko materialty ferromagnetyczne
o indukcyjnosci L i kondensatora o pojemnosci C) charakteryzuje duza wzgledna przenikalnosé

albo z rezonansem napieé (szeregowe polaczenie magnetyczna. Wzgledna przenikalno$é¢ magnetyczna
cewki i kondensatora). Charakter obwodu dla pulsacji jest liczba bezwymiarowa, natomiast przenikalnosé
przekraczajacych pulsacje rezonansowa zmienia si¢ magnetyczna pu = -0 ma taka sama jednostke

z pojemnosciowego na indukcyjny i vice-versa. Jak co przenikalno$é magnetyczna prézni pg. Gdy
napisano w czeéci pierwszej (AS;), pojawienie sie cewka nie ma w sobie zadnego materiatu (cewka
rezonansu w szeregowym obwodzie LC' skutkuje powietrzna), to jej indukcyjno$é obliczymy ze wzoru:
wyznaczeniem ujemnej przenikalnosci elektrycznej Lo = pon?Sl, gdzie o to przenikalno$é magnetyczna
materialu wypelniajacego kondensator. Zobaczymy, czy = prézni/powietrza, n to liczba zwojéw cewki, S to pole
podobny efekt wystepuje przy wyznaczaniu ,,ujemnej” przekroju poprzecznego cewki, a [ to dtugosé cewki.
przenikalnosci magnetycznej osrodka. Okreslenie Gdy umiescimy w cewce material posiadajacy wzgledng
L2ujemnej” zostalo umieszczone w cudzystowie — przenikalno$é magnetyczna réwna p,., wowczas jej
dlaczego, okaze sie pdzniej. .. indukcyjnosé¢ wyjsSciowa L zostanie wymnozona

przez i, L = pu, Lo = prpon?Sl.

; P Aby wyznaczy¢ przenikalnos¢ magnetyczng danego materialu, nalezy zmierzyé
0 Ly

NN A indukcyjnosé cewki pustej Lo, a nastepnie indukcyjnosé cewki L z osrodkiem
(@) (b) (rys. 1) i te wielkosci podzielié: u, = LLO

Rys. 1. Cewka prézniowa/powictrzna (a). W artykule w AS, oméwiono, jak analizator impedancji dokonuje pomiaru
Cewka wypelniona osrodkiem

magnetycznym (b) o wzglednej impedancji (oporu zespolonego) réznych elementéw pasywnych. Mozemy
przenikalnosci magnetycznej pir zadeklarowaé¢ w analizatorze impedancji, ze mierzymy elementy pasywne
w obwodzie zastepczym szeregowym albo réwnoleglym. Do pomiaréw opisanych
w poprzednim artykule byt zastosowany szeregowy uktad zastepczy. Tym razem
przeanalizujemy réwnolegly obwdéd zastepczy. Mierzac napiecie U(t) o pulsacji w
przykladane do elementu (ukladu) oraz prad i(t) wywolany tym napieciem,
nastepnie dzielac te dwie wielkosci, otrzymamy impedancje:
U(t) = Upe]wt _ ﬁe‘]}p _ ‘Z|ej¢7
i(t)  dgeilwt=e) g
gdzie, jak widzimy, impedancja Z = |Z|e/¥ wprowadza przesuniecie fazowe pradu
wzgledem napiecia. Jesli ¢ jest dodatnie, to oznacza to, ze prad spéznia sie
w stosunku do napiecia o kat ¢ i jednoczeénie napiecie wyprzedza prad o kat .
Gdy warto$¢ ¢ jest ujemna, oznacza to, ze prad wyprzedza napigcie o —¢ (jest
to warto$é¢ dodatnia).

Idealna cewka

Impedancja idealnej cewki to Z; = jwL = wLe?%. Cewka ta wprowadza
przesuniecie fazowe miedzy pradem a napieciem. W przypadku gdy mamy do
czynienia z idealng cewka (rys. 2), wowczas prad plynacy przez element jest

L
oY\ o op6zniony w fazie w stosunku do napiecia pomiarowego. Kat tego przesuniecia
fazowego wynosi wedlug definicji ¢ = 7/2. Jednoczesnie napiecie wyprzedza prad
(a) o kat 7/2.
Rys. 2. Cewka o indukcyjnoéci L (a). Obraz komplikuje sie, gdy zamiast cewki (nawet idealnej) musimy uwzgledniaé
Wykres wskazowy (b) pokazujacy, e obecno$¢ innych elementéw pasywnych: rezystancji R czy pojemnosci C.

wskaz napiecia zewnetrznego U oraz
wskaz i7, pradu plynacego przez cewke
obracaja si¢ z ta sama predkoscia katowsa
pulsacja w), a wskaz pradu jest ;. . , . . . /s .
(przesuni@ty) {obrécony) o /2 do tylu Zalézmy, ze komoérka pomiarowa daje sie zamodelowaé jako potaczenie

wzgledem wskazu napiecia réwnolegle indukcyjnosci L oraz rezystancji R (rys. 3). Wéwczas admitancja YV
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Rys. 3. Cewka o indukcyjnosci L
polaczona réwnolegle z rezystancjg R (a).
Wykres wskazowy (b) pokazujacy, ze
wskaz napiecia zewnetrznego U, wskaz
pradu iy, plynacego przez cewke, wskaz
pradu ir plynacego przez rezystor oraz
wskaz pradu wypadkowego ¢ obracaja sie
z ta sama predkoscia katowa (pulsacja w )
i wskaz pradu wypadkowego jest
przesuniety o —¢ wzgledem wskazu
napiecia. Kat —¢ moze si¢ zmieniaé jako
funkcja pulsacji od —7/2 do zera

()

Rys. 4. Kondensator o pojemnosci C
polaczony réwnolegle z cewka

o indukcyjnosci L (a). Wykres wskazowy
(b) pokazujacy, ze wskaz napigcia
zewnetrznego U, wskaz pradu ic
plynacego przez kondensator, wskaz
pradu i, plynacego przez cewke oraz
wskaz pradu wypadkowego ¢ obracaja si¢
z ta samg predkosciag katowa (pulsacja w).
Wskaz pragdu wypadkowego jest
przesunigty o w/2 do przodu lub o /2 do
tytu wzgledem wskazu napigcia — zalezy
to od tego, czy pulsacja wymuszenia jest
wieksza, czy mniejsza od wrc.

Na rysunku prad jest przesuniety o 7/2
wzgledem napiecia

(czyli odwrotno$é impedancji) takiego polaczenia bedzie wygladala tak (ma ona
cze$¢ rzeczywista 1 cze$é urojona):

11 j 1

— 4+ —=G--L =G+ —e 72 =G+ Bre %,

"R + jwL wL + Le +Pe

Wielko$é G = 1/R nazywamy konduktancjg rezystora, a wielko$¢ B = 1/wL
nazywamy susceptancja cewki.

_ 1 . = , R
i(t) =U(t)Y = GUpe?" + Eej(‘”t*f) = ige?t 4 iped @3,

Jak zapisaé formule na prad i(¢) w funkcji kata przesuniecia ¢? Jej postaé
bedzie nastepujaca:

. i 1 .
i(t) = U)Y = Upel™! <G+ L ]2> _

G2

e -
o )

Wypadkowy prad bedzie cofniety w fazie o kat ¢ wzgledem wymuszenia
napieciowego taki, ze tgp = ﬁ = U%LR = “LL gdzie wpr = % jest zwana

L2w2 <\/G2

= igel“(cos p — jsin p) = ige“ "%,

pulsacja relaksacyjna obwodu RL a ig = Uyy/G? + L21w2. Zaréwno amplituda
pradu, jak i kat przesuniecia fazowego zaleza od pulsacji napiecia pomiarowego.
Analizator impedancji, mierzac réwnolegle polaczenie rezystancji R
(konduktancji G) oraz indukcyjnosci L, zauwazy, ze modul pradu iy zalezy

od pulsacji w oraz ze dla niskich pulsacji (w < wgr) przez galaZ z cewka prad
plynie praktycznie w catosci, w efekcie czego prad jest przesuniety w fazie

(—p = —7/2). Dla wysokich czestotliwosci (w > wry,) susceptancja cewki (Bp)
jest prawie zerowa, wiec uktad zachowuje sie tak, jakby prawie caty prad
plynal przez galaz z rezystorem. Wéowczas przesuniecie fazowe pradu wzgledem
napiecia nie wystepuje (¢ = 0). Gdy zadeklarujemy analizatorowi impedancji,
ze nasz uklad sklada si¢ z réwnoleglego polaczenia rezystancji R i cewki L, to
analizator impedancji te dwie wielko$ci wyznaczy. Widzimy, ze w zaleznosci od
pulsacji analizowany element zachowuje sie jak zwykly rezystor (dla wysokich
czestotliwodei) lub jak zwykla cewka (dla niskich czestotliwosci).

Kondensator i cewka

Zalézmy, ze cewka pomiarowa daje sie zamodelowaé jako polaczenie réwnolegte
pojemnosci C' oraz indukcyjnosci L (rys. 4). Wéwczas admitancja takiego
potaczenia bedzie wygladala tak:
1 1 —j 1 - . L L
Y=—+ ——J—I—ij’:—e_]? +wCe’? =Bre 7’2 + Beel2.
JwkL _E wL wL
Wielkos¢ B = wC nazywamy susceptancja kondensatora. Zauwazmy, ze
z powodu braku oporu czynnego R w obwodzie w admitancji Y nie wystepuje
konduktancja G. Admitancja bedzie po przylozeniu napiecia zewnetrznego

generowala w badanym elemencie prad wedtug formuty:
i(t) = U(t)Y = UgBLe’ @ %) 4 UyBeed @t 3) = el @=%) 4 el @it3),
Latwo zauwazy¢, ze istnieje taka pulsacja wrc, przy ktorej admitancja

polaczenia kondensatora i cewki jest zerowa. Obliczmy te pulsacje. Przyrownanie
modutu admitancji do zera Y = + wrcC = 0 daje nam wartos¢ pulsacji:

1
wrcolL
wre = \/ﬁ Pulsacje, dla ktérej admitancja ukladu jest zerowa, nazywamy
pulsacja rezonansowg lub pulsacja rezonansu pradéw. Wzor na admitancje
mozemy przeksztalcié do nastepujacej postaci:

1
Y = Bre 7% + Boel® ——e T L wCelE =

7 —6_32 +wVL \/—672—\/ (WLC % +e]2>.
w

Widzimy, ze dla pulsacji wyzszej (w > wr o) susceptancja kondensatora jest
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(a)

AN,
fr )

() (d)

Rys. 5. Dla pustej cewki polaczonej

z kondensatorem (a) uktad zachowuje si¢
(dla danej pulsacji) jak cewka

o zwigkszonej lekko indukcyjnosci. Wskaz
pradu w galezi z cewka ir jest dtuzszy
niz wskaz pradu w gatezi

z kondensatorem ic (b). Przesunigcie
fazowe pradu wypadkowego jest réwne
—m/2 — czyli typowe dla indukcyjnosci.
Dla cewki wypelnionej materiatem
badanym potlaczonej z kondensatorem (c)
uktad zachowuje si¢ jak pojemnosé.
Wskaz pradu w galezi z kondensatorem
ic jest dluzszy niz wskaz pradu w galezi
z cewka i1, (d), poniewaz skrécit sie
wskaz ir,. Przesuniecie fazowe pradu
wypadkowego jest réwne 7/2 — czyli
typowe dla pojemnosci. W pomiarze
oznacza to, ze efektywnie obliczamy
ujemng indukcyjno$é cewki wypelnionej
materialem badanym, a przez to

i wyznaczamy ujemng przenikalno$é
magnetyczna p, materialu w cewce

]

Rozwigzanie zadania M 1761.
Odpowiedz: Tak, istnieje.

Najpierw pokazmy, ze istnieje prostokat,
ktéry mozna podzieli¢ na 4 podobne
prostokaty o réznych rozmiarach. W tym
celu wystarczy w konfiguracji
przedstawionej na ponizszym rysunku tak
dobra¢ z, aby prostokat ABCD byt
podobny do prostokatéw, na ktére zostat
podzielony (ktére sa wzajemnie podobne
na mocy konstrukcji).

A T 21 2 B
1 22
:c+:r3
D C

Szukana wartosé¢ xz musi spetniaé
nast¢pujaca zaleznosc:

1+ 22 + 2+ z? = z(2z + :1:3),
astad z = \4/§

Wobec tego rozwazmy prostokat
przedstawiony na rysunku wyzej dla

z = V3. Sposréd czterech prostokatéow

z podzialu wybierzmy ten o najmniejszym
polu i podzielmy go w taki sam sposéb.
Powtarzajac opisany podzial, wielokrotnie
otrzymujemy prostokaty coraz mniejszych
rozmiaréw. Po 147 podziatach otrzymamy
442 prostokaty spelniajace warunki
zadania.

wigksza niz susceptancja cewki (Bo > Byr). To oznacza, ze nasz element bierny
(sktadajacy sie z kondensatora i cewki) ma dla takich czestotliwosdci charakter
pojemnosciowy — prad w ukladzie ptynie przez galaZ z kondensatorem (prad
jest przesuniety w fazie wzgledem napiecia o 7/2). Natomiast dla pulsacji
nizszej (w < wre) susceptancja kondensatora jest mniejsza od susceptancji cewki
(Be < Br). A to oznacza, ze element bierny (skladajacy sie z kondensatora

i cewki — polaczonych réwnolegle) ma dla takich czestotliwosci charakter
indukcyjny — prad w ukladzie plynie przez galaZ z cewka (prad jest przesuniety
w fazie w stosunku do napiecia o —7/2).

Procedura pomiaru wlasciwos$ci magnetycznych osrodka

Zalézmy teraz, ze mamy pusta cewke o indukcyjnosci L = 1 H. Do niej réwnolegle
jest podlaczony kondensator o pojemnosci C' = 1nF (rys. 5). Traktujemy tu ten
kondensator jako element pasozytniczy. Pulsacja rezonansowa takiego potaczenia
Wynosi: 1 1

YT VI6 T VIH 1 10°F
Jezeli w tym ukladzie zmierzymy indukcyjno$é pustej cewki pomiarowej przy
pulsacji w = 10 krad/s (jest spelniony warunek w < wp¢ i polaczenie LC ma
charakter indukecyjny), to zmierzona warto$¢ indukcyjnosci bedzie wynosila
Lo = 1,11 H (indeks 0 $wiadczy o tym, ze jest to wynik dla cewki pustej).
Otrzymana wartos¢ bedzie troche zawyzona w stosunku do faktycznej
indukcyjnosci cewki (L = 1 H). Nastepnie cewke pomiarowa napelniamy
materiatem o wzglednej przenikalnosci magnetycznej p, = 100 — stalej w szerokim
zakresie czestotliwosci. Nominalnie indukcyjnoéé cewki wzrasta wiec do
wartodci L' = 100 H. Dla takiej cewki i kondensatora (pasozytniczego) pulsacja
rezonansowa ulega 10-krotnemu obnizeniu i wyniesie: wyc = 3,16 krad/s.
Jezeli teraz zmierzymy indukcyjno$é¢ napetnionej cewki pomiarowej przy
pulsacji w = 10 krad/s (jest spelniony warunek w > wy ¢ i polaczenie ma
charakter pojemnosciowy), to wyniesie ona Ligp = —11,1 H. Jest ona ujemna,
poniewaz widzimy cewke i sadzimy, ze sie zachowuje jak cewka, a tymczasem
dla takiej pulsacji uktad mierzony (cewka i kondensator pasozytniczy réwnolegle
polaczone) ma w sumie charakter pojemnosciowy. Kiedy obliczymy wzgledna
przenikalno$é magnetyczna materialu, ktorym wypelniliSmy cewke, dostaniemy
Yy = LLl—gO = —10. W takim przypadku uktad znajdujacy si¢ blisko rezonansu
daje nam odpowiedz elektryczna, ktoéra przez analizator impedancji moze by¢
zinterpretowana jako efekt ujemnej przenikalno$ci magnetycznej materiatu,
ktérym wypelniamy cewke.

= 31,6 krad/s.

Podsumowanie

Widzimy, ze pomiar dat nam ,ujemna” przenikalno$¢ magnetyczna osrodka,
ktéry badalidémy. OtrzymaliSmy wynik dziwny. Ale nie jest on dziwniejszy

od wyniku przedstawionego w czesci pierwszej (AS;), gdzie pomiar dat

nam ,ujemna” warto$¢ przenikalnosci osrodka wypelniajacego kondensator.
Odpowiedz na pytanie, co doprowadzilo do takiego wyniku, jest dokladnie taka

22 + z8ama jak w czeSci pierwszej: sprawil to rezonans w uktadzie. Czyli pojawienie si¢

pojemnosci w ukladzie pomiarowym zmienito postrzeganie tego osrodka, ktérym
wypelniliémy cewke pomiarowa. Zamiast ujemnego przesuniecia fazowego pradu
w stosunku do napigcia otrzymaliémy dodatnie przesuniecie fazowe, czyli uktad
zmienit swoj charakter z indukcyjnego na pojemnosciowy.

Przyktad przedstawiony w pierwszej i drugiej czesci tego artykutu dotyczy
elementéw dyskretnych (cewki i kondensatora). A czy jesteSmy w stanie
stworzy¢ material, ktéry w swojej strukturze bedzie mial wbudowane cewki

i kondensatory tak, aby lekko strojac pulsacje fali elektromagnetycznej w poblizu
rezonansu w strukturze LC méc wykorzystaé rezonansowe wladciwosci takiego
nowego materialu? Takie pytanie zadal sobie Wiktor Wiesietago i doprowadzito
ono do wymyslenia oérodka, ktéry (wszystko na to wskazuje) nie istnieje

w przyrodzie, a ktéry nazwano metamaterialem (choé mogliby$my go nazywaé
materiatem rezonansowym). O takich osrodkach i ich unikalnych wlasciwosciach
opowiemy w czesci trzeciej.
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Sierpien o naukach réznych

Wakacje. M6j miesiac szczegdlnych lektur, ksiazek zgloszonych do nagrody
Ztotej Rézy. Nagrode ustanowity Festiwal Nauki w Warszawie i Instytut
Ksiazki. Jest to jedyna nagroda w Polsce za literature polskojezyczna

popularyzujaca nauke, rozpatrywane sa ksiazki z zakresu nauk przyrodniczych
i &cistych — humanistyka ma liczne nagrody z dziedzin $cisle humanistycznych.
Przyznawana jest corocznie od 2007 roku decyzja czteroosobowego jury,

w ktorego pracach mam przyjemnosc i zaszczyt uczestniczyé. Szczegdly:
festiwalnauki.edu.pl/nagroda-zlota-roza. Na tej stronie takze laudacje

z ostatnich trzech lat.

Czlonkowie jury reprezentuja obie instytucje i, jak tatwo sie domysli¢,

miewaja réznorodne gusty i potrzeby, a jednak kazdego roku jestedmy zgodni
w naszym wyborze. Cieszymy sie, ze liczba polskich ksiazek popularyzujacych
nauke wzrasta i ze dotycza one réznorodnych dziedzin. W mojej pamieci
zachowaly sie wszystkie, ale niektore lubie bardziej. .. Juz po werdykcie

w roku 2019 czytelnicy oraz rézne gremia konkursowe zauwazyli skromna ksiazke
Urszuli Zajaczkowskiej pt. Patyki, badyle (wyd. Marginesy, 2019). Autorka
jest badaczka przyrody, a takze poetka. Efektem wspolpracy dziennikarki

z uczonym jest rewelacyjny wywiad Karoliny Glowackiej z Jean-Pierre’em
Lasota zatytulowany Czy Wielki Wybuch byl glosny? (wyd. Prészynski i S-ka,
2017; nagrodzona w 2017 r.). Erudycyjny i jednoczesnie, co trudne, frapujacy
i pelen zagadek jest tekst Marcina Ryszkiewicza Homo sapiens. Meandry
ewolucji (wyd. CiS, 2013; nagroda w 2013 r.). I nagrodzona w 2008 roku
rewelacja: 3 wielkie, zachwycajace albumy madrych tekstéw i znakomitych
fotografii Marka Ostrowskiego pt. Tryptyk Warszawski, w ktérego sktad wchodza
Spojrzenie Warsa, Oblicze Sawy i Pokolenie Varsovia.pl (wyd. SAMPER,
2008). Mam uczucie, ze wyliczajac moje typy, krzywdze pozostalych autoréw,
dlatego zachecam do wizyty na wyzej cytowanej stronie internetowej oraz
poszukanie nagrodzonych pozycji na pétkach i portalach. .. Ale skoro mowa

o subiektywnych odczuciach, to pozwole sobie na wyrazenie swojej opinii
odnoénie prac zgloszonych w biezacym roku: piszac te stowa, nie wiem jeszcze,
co postanowi jury konkursu, Panstwo mozecie to sprawdzi¢ w Internecie.

Po raz pierwszy zauwazylam serie ksiazek z wydawnictwa ,,Pasny Buriat”. Nic
dziwnego — nie ma ich w ksiggarniach, mozna je znalez¢ tu: pasnyburiat.pl.
Jak pisza o sobie twércy wydawnictwa, zostalo ono wymyslone w 2017 roku

na ganku domu Piotra Malczewskiego w Budzie Ruskiej nad Czarnag Harcza

i formalnie powotane do zycia w 2018 roku w Kielcach przez Piotra Brysacza,
dziennikarza i wydawce, dyrektora artystycznego Festiwalu Literackiego
»Patrzac na Wschéd”, oraz Maje Witecka-Brysacz, absolwentke ASP w Krakowie.
Dochéd ze sprzedazy przeznaczony jest na kolejne edycje Festiwalu Literackiego.
(Ahoj, z naszego do Waszego, Koledzy!).

Sa to czarujace literackie impresje, ale tez przewodniki
po (gléwnie) wschodnich rejonach Polski. Jeszcze
niezdeptanych, majacych wtasna historie. Warto je
przeczytaé, nim tam pojedziemy, poniewaz po tej
lekturze pojedziemy na pewno. Z kilku nadestanych,
cho¢ trudno takiej eliminacji dokonaé, wybieram
Tomasza i Grzegorza Klosowskich pt. Biebrza.
Opowiesci o rzece, 2023. Autorzy obserwuja przyrode
z uwaga i miloscia. (Swojej znajomej prawniczce
wydzieralam te ksiazke sita — byta mi potrzebna do
recenzji). Szkoda, ze — jak sadze — wydawnictwa nie staé
na zamieszczenie fotografii na naleznym im poziomie
technicznym.
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Myslac o konkursie do nagrody ,,Zlotej Rézy”,
prébuje zdefiniowaé pojecie ,ksiazka popularyzujaca
nauke”. Mam z tym klopot i zachecam Czytelnika

do takiej refleksji. Wiem jednak, ze w tym roku nie
moglam sie oderwaé¢ od pozycji takich, jak Na pdlnoc
A. Wajraka, Naprawié¢ przyszto$é M. Napidérkowskiego,
Odwaz sie robié wielkie rzeczy A. Chmielewskiego

i E. Zambrzyckiej-Koscielnickiej, Ostatniej minuty

T. Ulanowskiego, a takze Kopernik. Rewolucje

W. Orlinskiego. Jaki bedzie werdykt jury w tym roku
— tego jeszcze nie wiem. .. Ale publikacje te zapewne
beda czytane w jesieni, wlasnie wtedy, kiedy znowu
zabieramy si¢ do pracy i... myslenia.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)


https://festiwalnauki.edu.pl/nagroda-zlota-roza
https://pasnyburiat.pl

Uran, Neptun i Wulkan — trzy planety, z ktérych jedna
nigdy nie istniala, cz. 11
Mateusz DEMBNY*, Grzegorz LUKASZEWICZ*, Igor PALUSINSKI**

* Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

** Student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Urbain Jean Joseph Le Verrier
(1811-1877)

Historyczny teleskop — refraktor, ktérym
Galle oraz jego asystent zaobserwowali
Neptuna

Fragment mapy gwiezdnej Hora XXI
(gwiazdozbidér Zegara), ktéra postuzyla
do odkrycia planety

W poprzedniej czesci opowiedzieliSmy o odkryciu Urana oraz o reperkusjach tego
odkrycia. Szybko okazalo si¢ bowiem, ze trajektoria ruchu Urana jest zaburzona
— wymykala si¢ modelom uwzgledniajacym oddzialywanie grawitacyjne znanych
planet (sformutowanym przez Laplace’a). Ostatecznie problem rozwiazal
francuski astronom Urbain Jean Joseph Le Verrier, ktéry wykazal, ze zaburzenia
te wynikaja z obecno$ci nieznanego ciala niebieskiego — planety znajdujacej

sie na zewnatrz orbity Urana. Le Verrier, na podstawie dostepnych danych

o polozeniu Urana, wyznaczy! przewidywana pozycje obiektu zaburzajacego

z dokladnoscia do 1 stopnia dtugosci ekliptycznej.

Le Verrier — bez opuszczania swojej pracowni, a nawet bez obserwacji
nieba — znalazt nieznang planete [Neptunal jedynie na podstawie wyliczer
matematycznych, tak jakby dotkngl jej koniuszkiem swojego pidra! (Camille
Flammarion, 1914)

Powyzszy cytat oddaje wielko$é tego sukcesu; byt to przede wszystkim

tryumf 6wczesnej nauki, ale takze potwierdzenie zasadnosci przyjetych teorii
fizycznych. Warto podkresli¢, ze rezultat ten byl uzyskany jedynie na podstawie
wyliczen matematycznych; tak jak skomentowal to francuski astronom Camille
Flammarion — bez bezposrednich, silowych poszukiwan teleskopem.

W tej czesci opowiemy dokladniej o odkryciu Neptuna i barwnych
kontrowersjach z nim zwiazanych. Przyblizymy tez metody matematyczne
i fizyczne, ktore stuza opisowi tego zagadnienia.

Historyczna obserwacja Neptuna. Po oszacowaniu pozycji planety przez
Le Verriera (wrzesieni 1846 r.) astronomom pozostalo jedynie skierowanie
aparatury we wskazany przez niego obszar i zaobserwowanie jej. Jednak

Le Verrierowi nie udalo sie od razu uzyskaé¢ dostepu do dostatecznie
zaawansowanego teleskopu. Obserwatorium Paryskie dysponowato
niedostatecznie silnym urzadzeniem — refraktorem o $rednicy okoto 23 cm.
Wiedzac to, Le Verrier napisal do astronoméw z innych krajow, aby to oni
wykonali obserwacje. Jednym z nich byt Johann Gottfried Galle, niemiecki
astronom pracujacy dla Obserwatorium Berlinskiego. Po otrzymaniu listu

(23 wrzesnia 1846 r.) Galle wystapil o dostep do teleskopu, zeby wraz ze
swoim asystentem — Heinrichem Louisem d’Arrestem — jeszcze tego samego
dnia rozpoczaé poszukiwania [Lequeux]. Wkrétce udalo sie namierzyé obiekt,
ktéry nie znajdowal sie na éwcezesnie najlepszej mapie gwiezdnej Hora XXI
(autorstwa Carla Bremikera). Obiekt ten wyr6znial sie niewielka tarcza. Mozna
sobie tylko wyobrazié¢, jak wielka fale ekscytacji odczuli obaj astronomowie,
gdy upewnili sie, ze nie popekili bledu w odczytaniu mapy. Z niecierpliwoscia
wyczekiwali nastepnej nocy, liczac na to, ze warunki atmosferyczne pozwola
na obserwacje, tak aby méc jak najszybciej potwierdzi¢ odkrycie. Szczescie
dopisato naszym bohaterom — juz nastepnej nocy stwierdzili, ze obiekt porusza
sie na tle gwiazd [Krajnovi¢]. W konsekwencji Galle wraz z dyrektorem
obserwatorium Johannem Franzem Enckem wyslali list z gratulacjami dla
francuskiego badacza oraz z danymi zebranymi z obserwacji obiektu. Encke
zaznaczy! w nim, ze do odkrycia istotnie przyczynilta sie wspomniana wyzej
mapa gwiazd Hora XXI, opisujaca dokladnie ten obszar, w ktérym éwczesnie
znajdowatl si¢ Neptun. Mapa ta zawierata wszystkie gwiazdy az do 10 w skali
magnitudo, podczas gdy Neptun ma 9 w skali magnitudo. Skala magnitudo
okresla jasnos$é cial niebieskich; przypisuje tym wieksza warto$é, im stabiej
Swieci dany obiekt. Zatem, gdyby nie to, ze obserwatorium posiadato te mape,
dokonanie wnioskowania o istnieniu planety zajeloby znacznie wiecej czasu —
nie bytaby to kwestia jednego dnia. Wyniki Le Verriera skonfrontowane zostaty
z rzeczywista obserwacja. W polozeniu (dtugosé ekliptyczna) Francuz pomylil
sie 0 54 minuty i 7 sekund, a w predkosci wedréwki obiektu po sferze niebieskiej
o zaledwie 4,9 sekundy na dzien [Lequeux].
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Johann Gottfried Galle (1812-1910)
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Dzielo Laplace’a dotyczace astrodynamiki,
ale réwniez teorii perturbacji. Le Verrier
podpieral si¢ nim w swojej pracy

n Cialo R;I;B R?,Lbs
—00 Merkury 0,4 0,39

0 ‘Wenus 0,7 0,72
1 Ziemia 1,0 1,00
2 Mars 1,6 1,52
3 (Ceres) 2,8 2,77
4 Jowisz 5,2 5,20
5 Saturn 10,0 9,54
[ Uran 19,6 19,18
7 Neptun 38,8 30,06
8 Pluton 77,2 39,44

Poréwnanie obserwowanej odlegtosci od
Storica szs z odlegloscia przewidywana
przez prawo Titiusa—Bodego R};B dla ciat
niebieskich odpowiadajacych

n = —00,0,1,...,8 (obie wielkosci sg
wyrazone w AU)

Le Verrier natychmiast stat sie stawny w calym astronomicznym S$wiecie,
otrzymal wiele listéw z gratulacjami oraz caty szereg awanséw i tytutéw, m.in.
order Legii Honorowej, uzyskujac stopien oficera oraz stanowisko dyrektora
oddziatu zajmujacego si¢ astrodynamika na Uniwersytecie Paryskim. Sam

krol Francji Ludwik Filip I uczynil go nauczycielem swojego wnuka. Ponadto
wreczony zostal mu medal Copleya przez londyniskie Towarzystwo Krolewskie —
takie samo odznaczenie otrzymal William Herschel za odkrycie Urana. Doczekat
sie takze wlasnego popiersia, ktére zostalo umieszczone na uczelni w jego
rodzinnym mieécie Saint-Lé [Lequeux].

Tutaj wstrzymamy watek historyczny i przejdziemy do analizy metod fizycznych
i matematycznych. Pokazemy podstawy analizy perturbacji na przyktadzie
oddzialywania Urana i Neptuna.

Praca Le Verriera. Problem, ktérego rozwiazania podjat si¢ Le Verrier, byt
niezwykle ztozony — nalezalo znalezé planete jedynie na podstawie wplywu,
jaki wywierala na orbite Urana (tzw. perturbacji orbity). Takie zagadnienie

w matematyce nosi nazwe odwrotnego; obserwujac skutek obecnoéci nieznanego
obiektu, chcemy wskazaé jego przewidywana pozycje na sferze niebieskiej.
Zasadnicza trudnoscia okazuje sie liczba niewiadomych. Nie znamy odlegtosci,
masy planety, nie znamy jej pozycji w Ukladzie Stonecznym oraz doktadnych
parametrow orbity. Le Verrier musial wiec dokonaé¢ pewnych uproszczen oraz
oszacowan, bez ktérych najzwyczajniej nie datoby sie rozwigzaé¢ tego problemu.

W pierwszej kolejnosci rozwazal odlegto$é nieznanego obiektu od Stonca. Na
podstawie wzoréw Laplace’a, opisujacych zaburzenia orbity w zaleznosci od
odleglosci cial, wywnioskowal, ze szukana planeta lezy poza orbita Urana oraz
ze prawdopodobnie nie moze by¢ blizej niz dwukrotnosé odlegtosci Uran—Stonce;
perturbacje bylyby wéwczas o wiele bardziej ewidentne. Pokazal rowniez, ze
najpewniej nie krazy dalej niz wspomniana dwukrotno$é — ze wzgledu na to, ze
musialaby znaczaco wzrosnaé jego masa.

Rozwazania te mozna zestawi¢ z prawem grawitacji Newtona, ktére wyjasni,
skad wynikaja te wnioski. Znacznos¢ perturbacji w sposéb oczywisty zalezy od
sity, ktora oba obiekty ze soba oddziatuja; jezeli by zblizy¢ Urana i Neptuna,
sila wzrosnie, a zaburzenia sie zwicksza. Gdyby je oddali¢ i chcie¢ zachowaé
podobny wplyw, nalezatloby zwiekszy¢ mase Neptuna, a poniewaz sila ta
maleje z kwadratem odleglosci, wzrost masy bylby znaczacy. Powyzsza
analiza daje jednak tylko pewne oszacowanie oparte na domystach i zdrowym
rozsadku; nie dalo sie bezposrednio podaé tej odleglosci. Le Verrier sugerowat
sie takze prawem Titiusa-Bodego, ktére opisuje odleglosci (w jednostkach
astronomicznych, AU) od Storica do planet Ukladu Stonecznego na zasadzie
kolejnych wyrazéw ciagu:
n

R, = 4—’_# dla n = —00,0,1,...,8.
Nalezy doda¢, ze jest to prawo stworzone w pelni empirycznie — nie ma podstaw
fizycznych dla jego poprawnosci. Prawo to daje jednak zaskakujaco dokladne
rezultaty dla wszystkich planet oprécz Neptuna (dla n = 3 mamy planetoide
Ceres).

Nastepnie Le Verrier przyjal, ze orbita poszukiwanego obiektu nachylona jest
pod podobnym katem wzgledem plaszczyzny ekliptyki, jak w przypadku Jowisza,
Saturna i Urana [Lequeux].

Kolejny problem dotyczyl samego Urana — w tym czasie astronomowie nie
dysponowali modelem trajektorii jego ruchu; nie mogli wskazaé takiej orbity,
ktéra by w pelni zgadzala sie z obserwacjami. A bez dokladnych parametrow
orbity Urana ciezko jest przewidzie¢ zachowanie kolejnej planety. Le Verrier
musial wiec dolozyé kolejne niewiadome do swoich rozwazan [Lequeux].

Uproszczony model analizy perturbacji. Przejdziemy teraz do omowienia
rozwiazania tego problemu, ale w uproszczonym modelu zaczerpnietym z [Lai,
Lam, Young], ponadto bedziemy rozwazaé go wprost — majac dane na temat
Neptuna, obliczymy zaburzenia orbity Urana, zrozumiemy, na czym polega
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wartosci mimosrodu € € (0,1) (okrag
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a)

Rysunek a) pokazuje ruch Urana

i Neptuna wokét Stonca, natomiast
rysunek b) — stan rzeczy po przejsciu do
ukladu odniesienia obracajacego sie
jednostajnie wraz z Uranem

Ay sekundy tuku
R
<

T T T T T

T T T
1700 1750 1800 1850

rok

Poréwnanie krzywej otrzymanej w [Lai,
Lam, Young] z danymi obserwacyjnymi

z czaséw Le Verriera. Dobér parametréw:
~=4,32-10"3

B1 = —8,79-10°

By = —2,2-10"%

B2 = 4,079 - 1073

Bz = 3,724 -1074

istota analizy perturbacji. Nie bedzie to odtworzenie pracy Le Verriera, ktora
w istocie jest niezwykle skomplikowana, lecz znaczne jej uproszczenie.

Pozbedziemy sie katow, pod jakimi Uran i Neptun sa nachylone wzgledem
ekliptyki, czyli wzgledem ptaszczyzny ruchu Ziemi. Przyjmiemy, ze sa réwne
zeru, co oznacza, ze planety te poruszaja sie w tej samej plaszczyznie. Podobnie
zalozymy, ze ekscentrycznosci orbit (mimosrody elips) sa réwne zeru (przy
zalozeniu braku oddzialywania Uran—Neptun), a zatem trajektorie to okregi.
W rzeczywisto$ci mimosrody te wynosza okoto 0,05 dla Urana oraz okoto

0,009 dla Neptuna. Tak jak zasugerowaliSmy wyzej, na razie bedziemy pomijaé
oddzialywanie Uran—Neptun.

Dla Urana (i = 1) oraz Neptuna (i = 2) oznaczmy dlugo$é pélosi wielkiej R;
(mierzona w AU), okres obiegu T; (w latach) oraz predkosé katowa Q; = %
(w radianach na rok). Przejdziemy teraz do ukladu odniesienia zwiazanego

z niezaburzong orbita Urana — w nim Neptun porusza sie z predkoécia
katowa —€, gdzie Q = 7 — Qs (minus oznacza, ze ruch odbywa si¢ zgodnie
z kierunkiem wskazdéwek zegara). Koniunkcja tych dwéch planet powtarza
si¢ z okresem %” = T?_T%l, czyli raz na okoto 171 lat. Przyjmiemy, ze chwila
7 = 0 odpowiada ostatniej koniunkcji (dla Le Verriera: rok 1822). Rozwazmy
teraz zaburzenie orbity Urana spowodowane oddzialywaniem z Neptunem.
Przyjmiemy, ze funkcja u(7) opisuje zaburzenie radialne, czyli zmiane odleglosci
od Storica, a funkcja v(7)/R; zaburzenie kata (czyli tak zwanej dlugosci
ekliptycznej); w ten sposéb (u(7),v(7)) to w przyblizeniu wektor zaburzenia
z diagramu b). Warto mie¢ na uwadze, ze w czasach Le Verriera to wiasnie
wielkosé A¢ = v(7)/Ry podlegala bezposrednim obserwacjom. Nastepnie
wykorzystujac prawo grawitacji Newtona \ﬁ | = % i pomijajac czlony
wyzszego rzedu, otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych:

i — 2010 — 3Q03u = a,,
B+ 2010 = ag,

gdzie a, i ag to odpowiednio radialna i styczna sktadowa przyspieszenia

spowodowanego sita zaburzajaca.

Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegolty dalszych rozwazan, nie bedziemy tez
oczywiscie rozwigzywaé powyzszych réwnan. Odnotujmy jedynie ciekawa
wlasno$é: poniewaz sily zaburzajace zaleza jedynie od wzajemnego potozenia
planet (opisanego przez kat 27), a to zmienia sie z okresem okolo 171 lat,
wiec rowniez sity zaburzajace sa okresowe. Poddaje si¢ je wiec analizie
czestotliwosciowej za pomoca szeregéw Fouriera, czyli przedstawia w postaci
szeregow trygonometrycznych:

(oo} o0
F,. = Z ay, cos(nfdr), Fy = Z by, sin(nQr),

n=0 n=1
z odpowiednio dobranymi wspoétczynnikami a,, b,,. Jesli szukane wielkoSci u oraz
A¢ = vy /r przedstawimy w podobnej postaci, to przyblizonym wynikiem takiej
analizy jest wzor:

AP(T) = —vsin(2Q7) + S1Q7 + B2 + B3 sin(217) + B4 cos(Q17),

gdzie v, 51, B2, B3, B4 sa pewnymi wspolczynnikami. Jak wida¢ na rysunku obok,
nasza analiza doprowadzila nas do rezultatu, ktéry bardzo dobrze wpisuje sie
w 6wcezesne dane obserwacyjne (wiecej w [Lai, Lam, Young]).

Przed Le Verrierem stato jednak o wiele bardziej skomplikowane zadanie, gdyz
musial przejsé przez te kroki w druga strone. Pierwszy krok, ale tez ogdlna
metode mozna zobrazowad, korzystajac z naszego wzoru na A¢. Le Verrier

na podstawie danych, ktérymi dysponowal, prowadzit predykcyjne krzywe,
dokonujac analiz czestotliwodciowych, tak aby znalezé sity oddzialujace na
Urana — na tym polegala idea jego wywodu.

Kontrowersje zwigzane z odkryciem Neptuna. Okazuje sig, ze

Le Verrier nie byt jedynym naukowcem, ktéry podjal sie wskazania nowej
planety. John Couch Adams, astronom angielski, mniej niz dwa tygodnie po
obserwacyjnym potwierdzeniu odkrycia Le Verriera (5 pazdziernika 1846),
opublikowal prace, w ktérej dokonal podobnych oszacowan — z doktadnoscia
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Sir John Herschel (1792-1871)
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do 5 stopni. Co wiecej, Anglicy twierdzili, z Georgem Biddellem Airy’m na czele
(dyrektorem obserwatorium w Greenwich, Astronomem Krélewskim), ze Adams
dokonal wyliczenn nawet wezesniej niz Le Verrier (we wrzesniu 1845), jednak
wstrzymal si¢ z ich publikacja. O to, kto tak naprawde pierwszy ukonczyl prace,
powstal spor.

Przekaz historyczny zwiazany z kuluarami tego odkrycia (ze strony Anglikow)
opiera sie gtéwnie na kolekcji dokumentéw zgromadzonych przez Airy’ego

— sa to w duzej mierze korespondencje prywatne, listy, ale takze pamietniki

i notesy. Co ciekawe, wiele z tych dokumentéw bylo niedostepnych dla badaczy
przez okoto 30 lat — w roku 1967 ogloszono, ze brakuje ich cze$ci. Odnalazty

sie¢ dopiero w 1999 roku w Chile. Znalazty sie tam za sprawa Olina Eggena,
ktory prowadzil badania historyczne. Rzucily one nowe swiatto na cala sytuacje
i pozwolily wspdlczesnym badaczom na glebsze zbadanie tej historii.

Wedtug zeznan Airy’ego, po ukonczeniu swojej pracy we wrzesniu 1845 roku
Adams mial dwukrotnie podjaé prébe przekazania mu swoich rezultatéw

w Greenwich. Obie okazaly sie nieskuteczne — Adamsowi nie udalo sie zastaé
Airy’ego, dwukrotnie wiec zostawil mu notatke zawierajaca jego rezultat.
Notatki te zostaly upublicznione w roku 1846 — po odkryciu Neptuna, jednak nie
zawieraly daty. PéZniej data sie na nich pojawita, dopisana innym charakterem
pisma [Kollerstrom|. Wspolczesne badania dowodza, ze Adams istotnie
podejmowal proby oszacowania pozycji nieznanej planety, ale byly one na

tyle niedokladne (ok. 20 stopni bledu), Ze nie pozwalaly na tak blyskawiczne
rozstrzygniecie, jak u Le Verriera. Ponadto nie wiadomo, kiedy tak naprawde
Adams uzyskal swdj rezultat (brak wiarygodnych zrédet). W lipcu 1846 roku
Airy zlecit Jamesowi Challisowi, angielskiemu astronomowi, dyrektorowi
obserwatorium w Cambridge, aby dokonal pobran danych z obszaru wskazanego
przez Adamsa. Zgodnie ze zrédtami historycznymi Airy w liscie do Challisa

(9 lipca 1846 r.) nie wyrazal nadziei na sukces w tym przedsiewzieciu. Piszac
list, uzyl sformutowania, ktére pézniej wykreslil, aby nie brzmieé zbyt watpiaco
[Kollerstrom]:

”’(...) there is a possible shadow of reason for suspecting the existence of a new
planet.”

Kluczowym elementem tej historii jest pytanie: dlaczego Adams nie chcial
opublikowaé¢ swoich rezultatéw od razu? Dlaczego zwlekal tak dlugo? Le Verrier
publikowal wszystkie swoje proby rozwiazania problemu, podczas gdy Adams
milczal. Wspélczednie, na podstawie dostepnych dokumentéw, uznaje sie

za zasadne twierdzenie, ze udzial Adamsa w tym odkryciu nie moze by¢
przyréwnany do dokonan Le Verriera, ktorego opublikowane obliczenia zostaty
potwierdzone obserwacyjnie.

Ocean, Neptun, a moze Le Verrier? Pozostaje jeszcze kwestia nazwy
planety. Le Verrier dostal prerogatywe zaproponowania jej nazwy. Propozycja
miala by¢ nastepnie wspdlnie zatwierdzona lub odrzucona. Anglicy (Adams,
Challis, Airy) byli za nazwa Ocean — w mitologii greckiej — syn Urana.

Le Verrier poczatkowo byl za nazwa Neptun, ktéry z kolei w mitologii
rzymskiej byt synem Saturna. Nie byl on jednak pewien i pozostawil zadanie
wyboru nazwy Francgois Arago — dyrektorowi Obserwatorium Paryskiego. Ten
zaproponowal nazwe Le Verrier, ktora oczywiscie spodobala si¢ odkrywcy.

Le Verrier, prébujac podtrzymaé propozycje, poddal pomysl, aby podobnie
nazwac planete Uran — zmieni¢ nazwe na Herschel. John Herschel — syn
Williama Herschela, odkrywcy Urana — nie chcial jednak, zeby Uran zmienit
nazwe na Herschel, podobnie nie chcial, aby terazniejszy Neptun nazwany
zostal Le Verrierem. Ostatecznie Bureau des Longitudes pod naporem gloséw
sprzeciwu — gtéwnie Anglikéw —wobec nazwy Le Verrier, podjeto decyzje

o nazwaniu 6smej planety w Ukladzie Stonecznym Neptunem [Lequeux].

Na tym zakonczymy druga cze$¢ historii o trzech planetach. W trzeciej czesci
opowiemy o hipotetycznej planecie Wulkan, ktérej istnienie miato wyjasnia¢ anomalie

zwiazane z orbita Merkurego. Znaczacy udziat w pracy nad tym zagadnieniem miat
nie kto inny, jak gléwny bohater naszego tryptyku — Le Verrier.
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Dla kazdego N € N zachodzi réwnosé

N-1 o

ST () T
T/N N’
n=0

bedaca szczegdlnym przypadkiem @) Dla

odpowiednio regularnych funkcji f teze

podstawowego twierdzenia analizy

otrzymujemy teraz w granicy N — oo.

Uzyta we wzorze obok calka f dW; to

calka It6. Tak jak poprzednio, znajomosé
tego pojecia, jak réwniez procesu
Wienera, nie ma decydujacego znaczenia
dla lektury dalszej czesci tekstu.

-]

Rozwigzanie zadania F 1082.
Powietrze spelnia réwnania
dwuatomowego gazu doskonalego. Dla

n moli takiego gazu wypelniajacego
objetoé¢ V' pod cisnieniem p,

w temperaturze bezwzglednej T spelnione
sg zaleznosci:

pV = nRT,
U = CynT,
przy czym dla gazu dwuatomowego
molowe ciepto wlasciwe Cy = 5R/2

(cieplo wlasciwe w stalej objetosci).
a) Jezeli podczas ogrzewania ci$nienie
gazu p bylo stale (oczywiscie takze
objeto$é pokoju V' nie zmieniala si¢), to
stata pozostawala réwniez energia
wewnetrzna U gazu zawartego w pokoju.
b) Zmieniata sie za to liczba moli gazu:
pV
RT"
Liczba moli zmalata wiec od
n, = 2,643 - 10 do ny = 2,463 - 10°.
c) Grzanie nastepowalo pod stalym
ci$nieniem p. Molowe ciepto wtasciwe
gazu doskonatego pod stalym ci$nieniem
Cp = Cv + R. Zwigkszenie temperatury
gazu w pokoju od T do T + dT
wymagalo wigc dostarczenia ciepla:
y 7T _pV

dQ = n(T)C,dT QRRTdT,
Podczas ogrzewania od Ty = 273,15 K do
T, = 293,15 K grzejnik dostarczyl ciepto:

PV (T;\,.>
In|{—).

2 T,

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy Q = 1,484 - 10% kJ.
Zatozona rownosé ci$nienn w pokoju i na
zewnatrz odpowiada sytuacji typowej —
okna i drzwi nie sg na tyle szczelne, zeby
mogta wystapi¢ réznica ci$nien

z atmosfera na zewnatrz.

n(T) =

Q=

Dyskretny wzér Ito Michat MISKIEWICZ*

Wsréd twierdzen analizy matematycznej jest jedno szczegdblnie wazne, czasem
zwane podstawowym. Opiera sie ono na tozsamosci

(%) ay —ag = (ay —an-1)+ ...+ (a2 —a1) + (a1 — ao),
czyli obserwacji, ze catkowity przyrost (tutaj: ciagu) jest suma lokalnych
przyrostéw. Twierdzenie to stwierdza réwnosé

T
F(T) - £(0) = / F@®)dt  dla dobrych” funkeji f,
0

ale jesli Czytelnik nie zna poje¢ pochodnej f’ oraz calki [...d¢, to nic nie szkodzi.
Intuicyjnie, pierwsze odpowiada lokalnym przyrostom (tutaj: funkcji), a drugie
— sumowaniu wielu sktadnikéw. Twierdzenie to mozna zreszta wywnioskowacé

z réwnosci () (zgodnie z uwaga na marginesie).

W analizie stochastycznej, a wiec dziale analizy zajmujacym sie procesami
losowymi, znane jest podobne twierdzenie pod nazwa wzoru It6. Wzoér ten
okresla zmienno$¢ funkcji f(W;), w ktorej liniowo rosnacy argument 0 < ¢ < T
zastapiono losowym procesem, konkretnie procesem Wienera W,. Proces ten jest
tez znany — zwlaszcza w naukach stosowanych — jako ruch Browna; stuzy on do
opisu chaotycznego ruchu drobnych pytkéw zawieszonych w cieczy, jak réwniez
zmian cen akcji na gieldzie (zob. Ags, A2;). O dziwo, wzér Itd fundamentalnie
rézni sie od poprzedniego wzoru:

T T
£V~ fWo) = [ v a5 [ vt
0 0

a wiec oprocz ,sumy lokalnych przyrostéw” (czyli pierwszej z calek) zawiera tez
poprawke drugiego rzedu.

Jak to mozliwe, ze calkowity przyrost okazal sie rozny od calki, ktéra miata
wyrazaé¢ sume lokalnych przyrostéw? Czy da sie to naprawi¢? A moze z tego
dziwnego fenomenu wynika co$ pozytecznego? Na te pytania postaram sie
odpowiedzie¢, siegajac po model najprostszy z mozliwych — dyskretny.

Kroétko o pochodnych dyskretnych. Stowo dyskretny oznacza

w tym kontekécie, ze zamiast funkcji okreslonych dla wszystkich liczb
rzeczywistych bedziemy tu rozwazali funkcje f okreslona jedynie w catkowitych
wielokrotnosciach pewnej ustalonej liczby h > 0, a wiec 0, h, —h, 2h, —2h etc.

O réznicy migdzy Swiatem ciaglym a Swiatem dyskretnym warto przeczytac
wiecej w artykule Punkt, odcinek, tréjkat. .. z /A3

Klasyczna definicja pochodnej oparta jest na badaniu ilorazu réznicowego
W dla matych d # 0. U nas jednak d nie moze by¢ dowolnie mate.
Najblizszy zeru jest wybor d = +h, co daje dwéch potencjalnych kandydatéw
na dyskretng pochodng: f(m+h});f(x) oraz f(x)_i(x_h). Nie widaé¢ jednak, dlaczego
ktorys z kierunkéw prawo-lewo mialtby byé¢ wyrdzniony, dlatego przyjmiemy
symetryczna usredniong definicje:

_ L perh)—f@) | f@—fe-n)) _ f@+h)
Df(r) = 5 (LI 4 Hamflemi ) =

—flz—h)
2h ’
Druga pochodna natomiast wprowadza si¢ jako pochodng pochodnej. W naszym
przypadku bedzie wiec naturalne rozwazenie ilorazu réznicowego ilorazéw
réznicowych:
240 fle+h)+ flz—h) —2f(x)
Dof@) =y ( h2

O btadzeniu losowym — dyskretnym krewnym ;. Funkcje f zastosujemy
do procesu losowego zwanego blgdzeniem losowym. Nazwa ta dobrze oddaje,

o co chodzi: startujemy z punktu 0 i wielokrotnie rzucamy moneta, zaleznie

od wyniku poruszajac sie w lewo lub w prawo. Przyjmiemy, ze kolejne kroki
maja dtugosé h kazdy — dzieki czemu zawsze trafiamy w punkt okreslonosci f

— i ze nastepuja one w odstepach czasowych h2. Pozycje w chwili ¢ oznaczymy
przez Sy; rozktad prawdopodobienstwa S; dla t = 0, h2, 2h? ilustrujg wykresy
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L (fa+h)—f@)

h

f(w)*f(th)) —
h


https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/fizyka_statystyczna/2017/08/22/Ruchy_Browna_I/
https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/fizyka_statystyczna/2017/08/22/Ruchy_Browna_II/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2016/02/03/Punkt_odcinek_trojkat/
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Powyzej rozktad prawdopodobienistwa Sy
dla t =0, h%,2h%. A ponizej rozklad S;
dla h = % (czyli po 25 krokach),
zaskakujaco podobny do wykresu

2

x

y=e"

-3

Warto si¢ dowiedzie¢, czym sa martyngaly
i jak pozyteczna moze by¢ wiedza, ze
dany proces jest martyngatem:

Pawel Hitczenko, Martyngaly, Ag&

Rafal Sztencel, Martyngaly, Ag7.

Rafal Sztencel, Kontra d’Alemberta na
twierdzenie Dooba, A87.

Uwaga o niezaleznoS$ci ]ES% od wyboru h
(a doktadniej od N) sugeruje, ze przy

N — oo mozna oczekiwaé zbieznosci St.
I stusznie, ta zmienna losowa zbiega do
W, czyli do polozenia procesu Wienera
po czasie T. Wybér $redniej kwadratowe]j
(zamiast np. E |S7|%) ma tu znaczenie
jedynie dla prostoty rozumowania.

obok. Wybér odstepu czasowego h? zamiast, powiedzmy, h wydaje sie dziwny,
ale sa ku niemu dobre powody, do ktérych jeszcze dojdziemy.

Zgodnie z obietnica, zbadamy teraz zmiennos$é f(S;). W przyplywie naiwnosci
mogliby$my oczekiwaé, ze przyrost f(S;inz) — f(S¢) jest réwny wielkosci
(Siinz — St) - Df(Sy); sumujac po réznych ¢, otrzymaliby$my wtedy réwnosé
podobng do tej z dowodu podstawowego twierdzenia analizy. Jak jednak tatwo

f(Sf,Jrh?)_f(St)

zauwazy¢, iloraz réznicowy jest rowny ktéremus z ilorazéow

Siyn2 =St
I = W, jednak ktéremu — to jest losowe. Jako ze D f(S;) jest érednia
I +1_ .. . F(Syin2)—f(St) R S .
%, to réznica miedzy % a Df(S;) wynosi +-5—=, gdzie znak

jest dobrany w zgodzie z S;ip2 — S;. Tym samym przekonali$my sie, ze zachodzi
rownosé

(o0)  (Siine) = J(81) = (Suans = 80) - DI(S) + 5 (S = S)% - DA(S0),

I w ten sposob otrzymaliémy poprawke drugiego rzedu, analogiczng do tej
we wzorze Ito. Podobienistwo widaé najlepiej, gdy przyjmiemy T = Nh?
(dla pewnego naturalnego N) i w duchu zsumujemy otrzymana rownosé (]Z*I)
dla wszystkich 0 < t < T bedacych wielokrotnoéciami h?:
N-1 p2 N-l

F(S7) = f(S0) = ;<S<n+1)hz = Sun2) - Df (Sun2) + 5 ZO D2 f(Snn2).
Warto przy tym wspomnieé, ze Sy stanowi przyblizenie procesu Wienera Wy, co
oznacza, ze w granicy h — 0 rzeczywiscie otrzymujemy — choé¢ wylacznie formalnie
— wzér [to6.

Do czego ta poprawka sie przydaje? Dyskretny wzér It6 w postaci podanej
wyzej ma jedng kluczowa ceche, ktora czyni go pozytecznym: pierwsza z sum po
prawej stronie jest martyngalem. Zeby te zalete zrozumie¢ i nalezycie docenié,
rzeczywiscie nalezaloby posiada¢ pewna wiedze o martyngalach, dlatego polecam
Czytelnikowi siegna¢ po archiwalne numery Delty (szczegbly na marginesie).

Jednak nawet bez tej wiedzy mozna znalezé latwe a interesujace zastosowanie.
Ustalmy horyzont czasowy T'= Nh? oraz funkcje f. Powiedzmy, Ze interesuje nas
warto$¢ oczekiwana E f(St), czyli $rednia z mozliwych wartosci f(St) (wazona
prawdopodobiefistwem otrzymania danej wartosci). Zgodnie z dyskretnym
wzorem It0, dla jej znalezienia wystarczy obliczy¢ srednia obu sum po prawej
stronie wzoru; uzasadnimy, ze pierwsza z nich ma $rednig réwna zeru.

Zwréémy uwage na n-ty sktadnik: (Si,11y)n2 — Spa2) - Df(Spa2). Jedli ustalimy
warto$¢ Syp2, to ustali si¢ rowniez D f(Syp2), ale réznica S(,41)p2 — Spp2 nadal
pozostaje losowa — przyjmuje wartosci +h i —h z prawdopodobienstwem %
To oznacza, ze rowniez badany skladnik przyjmuje dwie przeciwne wartosci
z réwnym prawdopodobienstwem, a wiec ma zerowa srednia. Poniewaz nie
zalezy to od ustalonej wartosci S,,;,2, wiec zerowa $rednig otrzymamy réwniez,
biorac pod uwage losowosé S,,p2. Skoro tak jest dla kazdego n, to samo mozemy
powiedzie¢ o calej sumie. W konsekwencji:

p2 N1

Ef(St) = f(0) + = Y ED*f(Sun2)-

2 n=0
Dla przyktadu rozwazmy teraz funkcje f(z) = z2. Latwo sie przekonaé, ze
D?f(x) = 2 dla kazdego x, a zatem kazda ze érednich E D? f(S,,;2) tez wynosi 2.
Biorac pod uwage réwnoéé h? = %, uzyskujemy stad E S2 = T, co samo w sobie
jest interesujacym wynikiem.

Ten przyklad pokazuje nam jeszcze jedna rzecz. Gdyby$my za odstep miedzy
dwoma krokami przyjeli h zamiast h?, to powyzszy rachunek w miejsce T
datby T - h. Okazuje sie wiec, ze ,nieréwne” skalowanie w przestrzeni i czasie

— w rownaniach rézniczkowych znane jako skalowanie paraboliczne — jest jedynym
wyborem, jedli chcemy, by wyboér parametru h nie mial przelozenia na Srednia
kwadratowa odlegto$é¢ po czasie T

A czy niechcianej poprawki da sie pozbyé? Da sie! Zeby to zobaczyé,
zauwazmy najpierw, ze dla prawdziwosci wzoru wystarczy, aby

17



Czytelnik znajacy calke Riemanna

T
fo g(t) dt wie, ze jest ona pozbawiona
haczyka, o ktérym tu mowa. Catke te
przyblizamy, dzielac [0, T] na drobne
przedzialy [ty,try1] i sumujac
ap - (tk4+1 — tk), Przy czym za ajp mozemy
przyjaé¢ warto$¢ g w dowolnym punkcie
z [tk, tk+1], lub tez $rednig tych wartosci.

St, S¢inz byly liczbami rézniacymi sig o +h. Skoro tak, to prawdziwy jest
réowniez analogiczny wzér, w ktérym Sy i Syyp2 zamienimy miejscami. Te
dwa wzory — réwnosé i jej odwrocona wersje — mozemy odjaé¢ stronami
i podzieli¢ przez 2, otrzymujac

DF(S)+Df(Syipz) , h

f(Stanz) = f(St) = (Spnz = St) 3 + Z(DQf(Sﬁ — D?f(Si1n2)).
Jesli teraz zsumujemy po 0 < t < T jak poprzednio, to feralna poprawka

2
przyjmuje postaé %(sz(So) — D?f(S7)). Co prawda nie znika zupelnie, ale jest
duzo mniejsza niz poprzednio, bo zamiast N wyrazéw sa tylko 2. To oznacza, ze
w granicy h — 0 otrzymujemy (znéw: formalnie) wzér It6, ale tym razem bez
zadnej poprawki.
Gdzie tkwi haczyk? Ot6z brzemienna w skutkach okazala si¢ niewinna zamiana
Df(S;) na w. Zmiennosé¢ Sy (i podobnie zmienno$é W) jest
na tyle duza, ze powstala réznica nie znika przy przejéciu do granicy h — 0.
Otrzymany przez nas wzor zapisuje sie zazwyczaj jako

T
F(Wr) — F(Wo) = / F(W,) 0 AW,
0

przez uzycie symbolu o sygnalizujac, ze mamy tu do czynienia z tak zwana calka
Stratonowicza, a nie caltka Ito.

Skoro dla proceséw stochastycznych mamy dwa rézne pojecia catki, to ktére
wybraé¢? To pytanie pozostawiam juz Czytelnikowi, bo za kazdg z mozliwosci
przemawiaja pewne zalety, ktére tutaj zostaly ledwo zarysowane.

Recenzja ksigzki Czy Wszechswiat mysli? I inne wazZne pytania nauki

SABINE HOSSENFELDER

ﬂechz{wiat
mysli?
>

,

pytania nauki

—"

linne WAZNE

Dla kogo te ksiazke przeznaczono? Dla fizykéw chyba
nie, za bardzo przedlizguje sie po tematach, choé¢

z pewnoscia moze stuzy¢ za lekka lekture wakacyjna.
Dla kompletnych laikéw tym bardziej nie, gdyz

Czy Wszechswiat mysli? bardziej niz ksiazka o tym, co wiemy, jest ksiazka

0 tym, czego nie wiemy, i by¢ moze dowiedzieé sie nie jesteSmy w stanie. Sabine
Hossenfelder w przystepny sposéb pokazuje czytelnikowi dzisiejsze granice
poznania oraz jasno okresla, w ktorym momencie konczy sie nauka, a zaczyna
naukowy belkot. Jednoczednie czyni to ze swada i nie wdajac si¢ zbytnio

w szczegOly, dzieki czemu odbiorcy nie dopada senno$é. Gdyby Jeremy Clarkson
pisal o fizyce, z pewnoscia robitby to wlasnie tak.

Autorka nie uznaje zadnych swietosci (,,naukowosci”?) i nawet czeSciej niz
bioenergoterapeutow czy wrézki punktuje uczonych, ktérzy zbyt daleko
odplyneli w regiony niemozliwej do zweryfikowania spekulacji (np. glosicieli
koncepcji wielo$wiata). Podczas lektury mialem nieodparte skojarzenie

z telewizyjnymi Pogromcami mitéw: w kazdym rozdziale pisarka bierze na
warsztat jaki$ ,,mit”, tj. pytanie (np. czy nasze zmarte babcie wciaz zyja
dzigki kwantom), po czym okresla, czy w ogdle da si¢ na nie odpowiedzieé,
wykorzystujac metody naukowe, a jesli tak — to jak ta odpowiedz brzmi.

co stanowt jedynie promil zbioréow dobrej biblioteki.
Sztuka polega na tym, by wiedzieé, ktore przeczytad.
Ksiazka Sabiny Hossenfelder raczej nie nalezy
do pozycji ,obowigzkowych” i nie sadze, by za

z nadmierna dezynwoltura skacze z watku na watek, co
osobie bez chociaz zgrubnego pojecia o przedstawianych
zagadnieniach raczej uniemozliwi potapanie si¢ w nich.
Dla amatorow, ktorzy moze nie nabyli biegltosci

w calkach i rézniczkach, ale za to nieobce im sg
nazwiska Feynmana, Goédla czy Hoyle’a — tak, ci
powinni poczué sie nig usatysfakcjonowani.

Czy Wszechswiat mysli? rozpoczyna sie od cytatu

z Carla Sagana®, mnie na zakornczenie recenzji
réwniez przychodzi na mysl passus tego autora:
Zakladajgc, ze bede czytal jedng ksigzke tygodniowo,
w ciggu swojego zycia przeczytam ich kilka tysiecy,

18

kilkadziesiat lat dorobila si¢ takiego statusu, jak
twérczoéé popularnonaukowa Sagana, Hawkinga czy
Goulda. Niemniej istnieje bardzo dobry powdd, aby
ja przeczytaé: dzieki niej macie szanse dowiedzie¢
sie, ile jest ,,cukru w cukrze” w przebijajacych sie do
masowych mediéw popularnonaukowych stwierdzeniach.
I Ze czasem sa one jedynie ubranym w naukowy jezyk
wyznaniem wiary.

Mateusz RAJKOWSKI
* ,Moim zdaniem dalece bardziej rozsadne jest pojmowanie
wszechswiata takim, jaki jest w rzeczywistosci, niz pozostawanie
przy urojeniach, cho¢by przynosily one satysfakcje i uspokojenie.”

Carl Sagan, Swiat nawiedzany przez demony: nauka jako swiatlo
w mroku, Poznan 1999, s. 26.



Double Asteroid Redirection Test (DART)
— bezzalogowa misja sondy kosmicznej.
Zadaniem DART bytla zaplanowana
kolizja z ksigzycem planetoidy Didymos,
Dimorphosem. Srednica Dimorphosa to
jedynie 160 m. Asteroida ta nie zagraza
Ziemi, a celowe rozbicie sondy i préby
zmiany jej kursu mialy jedynie na celu
przetestowanie strategii do zastosowania
w razie sytuacji kryzysowej. Sonda DART
zostala wyniesiona na orbite

24 listopada 2021 roku i zderzyta si¢

z Dimorphosem 26 wrze$nia 2022 roku

o godzinie 23:14 UTC.
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Seria zdje¢ wykonanych za pomoca
instrumentu MUSE na VLT ESO. Zdjecia
te pokazuja ewolucje chmury gazu
wyrzuconej podczas zderzenia DART

z Dimorphosem. Pierwsze zdjecie zostato
wykonane 26 wrzesnia 2022 roku, tuz
przed uderzeniem, a ostatnie prawie
miesigc pézniej, 25 pazdziernika. Strzalka
w kazdym panelu oznacza kierunek
polozenia Stonca. Poziomy pasek
odpowiada 500 kilometrom

MUSE - instrument Multi Unit
Spectroscopic Explorer zamontowany na
jednym z teleskopéw VLT w Europejskim
Obserwatorium Poludniowym.

FORS2-FOcal Reducer/low dispersion
Spectrograph 2 — takze jeden

z instrumentéw nalezgcych do VLT
Europejskiego Obserwatorium
Poludniowego.

Prosto z nieba: Kontrolowane zderzenia w kosmosie

Zapewne wielu z Czytelnikéw Delty widzialo film z 2021 roku ,,Nie patrz w gére”.
W filmie tym dwdjka astronoméw, grana przez Leonardo DiCaprio i Jennifer
Lawrence, za pomoca mediéw probuje ostrzec ludzkos$é przed zmierzajaca

w strone Ziemi zabodjcza asteroida. Okazuje sie, ze uderzenie asteroidy w Ziemie
jest jedna z niewielu katastrof naturalnych, ktérym teoretycznie (zakladajac,

ze wypatrzymy taki obiekt odpowiednio weze$nie) mozemy zapobiec poprzez
niewielka zmiane trajektorii jej lotu (o czym pisalam takze w Al3 w dziale
»Prosto z nieba”: I Ty mozesz odkryc¢ asteroide! Nie patrz w gore — uzyj
Zooniverse). Wladnie w celu sprawdzenia, czy zmiana trajektorii lotu asteroidy
w wyniku kontrolowanego zderzenia z wystana z Ziemi sonda jest mozliwa,
zaprojektowano i wystano na niechybna $mieré misje DART.

Kontrolowane zderzenie nastapito 27 wrzesnia 2022 roku. Wazaca 545 kg sonda
DART zderzyla sie z planetoida Dimorphos w odlegloéci okoto 11 mln km od
Ziemi. Odleglo$é¢ ta umozliwita szczegdlowe obserwacje zdarzenia za pomoca
catego wachlarza teleskopéw naziemnych i satelitarnych. I tak zderzenie
zaobserwowal niezawodny Kosmiczny Teleskop Hubble’a (HST). Poklatkowy film
z tego zdarzenia mozna obejrzeé¢ na stronach NASA (go.nasa.gov/3E0OvIdP).
Skutki tego zdarzenia zaobserwowaly réwniez wszystkie cztery 8,2-metrowe
teleskopy Very Large Telescope (VLT, Bardzo Duzy Teleskop) w Chile.
Obserwacje zostaly poddane wnikliwej analizie, a ich wyniki opublikowano
niedawno na tamach czasopism ,, Astronomy & Astrophysics” i ,,Astrophysical
Journal Letters”.

Precyzyjne obserwacje orbity Dimorphosa wokoét asteroidy Didymos przed

i po kontrolowanej kolizji z DART pozwolily na pomiar odchylenia, jakie
spowodowalo zderzenie. Analizy uzyskanych pomiaréw dokonat zespot
astronomoéw, kierowany przez badaczy misji DART w Laboratorium Fizyki
Stosowanej Uniwersytetu Johnsa Hopkinsa. Badano dane pochodzace

z obserwatoriéw na calym $wiecie i na ich podstawie ustalono, ze DART skrécit
okres orbitalny Dimorphosa wokét Didymosa o 33 minuty (od poczatkowej
wartosci wynoszacej 11 godzin i 55 minut). Warto podkreslié, ze prog
powodzenia misji DART wynosit 73 sekundy.

Naukowcy badali rowniez chmure materialu wyrzuconego po uderzeniu sondy
DART. Doktadna jej analiza moze rzucié¢ swiatto na to, jak uformowat si¢ Uktad
Stoneczny, gdyz asteroidy sa jednymi z najbardziej podstawowych reliktéw
materiatu, z ktérego powstaly wszystkie planety i ksiezyce Ukladu Stonecznego.
Kontrolowane zderzenie DART z Dimorphosem obserwowane przez wiele
teleskopow réwnoczesnie pozwolilo na prawie laboratoryjna analiz¢ chemiczna,
ktora przeprowadzil zespdl pod kierownictwem astronomki Cyrielle Opitom

z Uniwersytetu w Edynburgu. Badacze przez miesiac sledzili ewolucje chmury
odtamkow za pomoca instrumentu MUSE. Zauwazono, ze wyrzucona chmura
byta bardziej niebieska niz sama asteroida przed uderzeniem, co wskazuje, ze
chmura mogta byé¢ zbudowana z bardzo drobnych czastek. W ciagu godzin i dni,
ktére nastapily po uderzeniu, rozwingty sie inne struktury: grudki, spirale i dtugi
ogon wypchniety przez promieniowanie stoneczne. Spirale i ogon byty bardziej
czerwone niz poczatkowy obtok, a wiec mogly by¢ zbudowane z wiekszych
czastek. Dzieki MUSE mozliwa byla analiza spektrum widma pochodzacego

z obloku. Nie znaleziono w nim $ladéw tlenu i wody — ten kontrolowany
eksperyment wykazal, ze asteroidy nie zawieraja znaczacych ilosci lodu.

Drugi zespél, kierowany przez astronoma Stefano Bagnulo z Armagh
Observatory and Planetarium w Wielkiej Brytanii, badal, jak uderzenie DART
zmienilo powierzchnie asteroidy. W tym celu uzyto instrumentu FORS2

w VLT. Badano polaryzacje swiatla stonecznego rozpraszanego na powierzchni
Dimorphosa. Okazalo sie, ze poziom polaryzacji nagle spadl po uderzeniu
DART, a jednoczesnie wzrosta ogdlna jasno$é ukladu. Jednym z mozliwych
wyjasnien jest to, ze uderzenie odslonilo pierwotny material z wnetrza
asteroidy, ktéry nigdy nie byt wystawiony na dzialanie wiatru i promieniowania
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https://www.deltami.edu.pl/2022a/12/2022-12-delta-art-10-pzn.pdf
http://go.nasa.gov/3EOvIdP

stonecznego. Innym wyjasnieniem jest to, ze uderzenie zniszczylto czastki

Oparte na artykutach: C. Opitom et al.,
“Morphology and spectral properties of
the DART impact ejecta with
VLT/MUSE” Astronomy & Astrophysics,
2023, 671, L11 i S. Bagnulo et al.,
“Optical spectropolarimetry of binary
asteroid Didymos-Dimorphos before and
after the DART impact”, Astrophysical
Journal Letters, 2023, 945 L38.

Niebo w pazdzierniku

Caly miesiac Stonce spedza w gwiazdozbiorze Panny,
szybko obnizajac swoja wysoko$¢ nad horyzontem.
Pod koniec pazdziernika w srodkowej Polsce przecina
ono potudnik lokalny na wysoko$ci mniejszej od 25°,
przebywajac na niebosklonie wyraznie krécej niz

10 godzin. W nocy z 28 na 29 pazdziernika nastapi
zmiana czasu na zimowy, a zatem konieczne bedzie
przestawienie zegaréw z godziny 3 na 2.

Ze Slonicem (i Ksiezycem) zwiazane sa dwa gléwne
wydarzenia astronomiczne pazdziernika: 14 dnia
miesiaca Ksiezyc przejdzie przez now, a jego

pdélcien przetnie powierzchnie naszej planety od
potudniowo-zachodniej czesci Stanéw Zjednoczonych
po Brazylie. Niestety dojdzie tylko do za¢mienia
obraczkowego, ktére potrwa nawet ponad 5 minut

w Nikaragui, Kostaryce i Panamie, a Ksiezyc przestoni
maksymalnie 95% $rednicy tarczy Stonca.

Dwa tygodnie pdézniej natomiast nastapi pelnia
Srebrnego Globu, podczas ktérej zahaczy on o cien
Ziemi. Tym razem cale zjawisko da si¢ obserwowaé

z Europy (a takze z wickszosci Afryki i Azji oraz

z Arktyki). Niestety podczas fazy maksymalne;
zaémienia w cienl Ziemi wejdzie niewiele ponad 12%
ksiezycowej tarczy. W Polsce zjawisko zacznie si¢ okolo
godziny 20:01 wejsciem Ksiezyca w poélcien Ziemi,
za¢mienie czeSciowe zacznie sie o godzinie 21:34, faza
maksymalna — o 22:14, koniec fazy czesciowej — o 22:52
i koniec fazy polcieniowej — o godzinie 0:26. W fazie
maksymalnej Ksiezyc zajmie pozycje na wysokosci
przekraczajacej 40° nad potudniowo-wschodnia czescia
widnokregu. W odlegtosci 6° na wschéd od niego
towarzystwa dotrzyma mu bardzo jasna planeta
Jowisz na kilka dni przed opozycja. Kolejne 10° dalej
prawie w tym samym kierunku przez lornetke da sie
dostrzec réwniez bliskg opozycji planete Uran. Okoto
8° nad Srebrnym Globem pokaza si¢ za$ jasne gwiazdy
konstelacji Barana.

Ksiezyc spotka sie z parg planet Jowisz—Uran rowniez
na poczatku miesigca. W nocy z 1 na 2 pazdziernika
jego tarcza w fazie ponad 90% minie Jowisza

w odlegtosci mniejszej od 3°, kolejnej nocy natomiast
wzejdzie w podobnej odlegto$ci na wschéd od Urana,
ale w fazie zmniejszonej do 85% (do rana Ksiezyc zblizy
sie na mniej niz 2° do Plejad w Byku). Obie planety
daza do listopadowych opozycji i mozna je obserwowaé
przez cala najciemniejsza cze$é nocy. Obie planety
gbruja okoto godziny 2 na wysokosci ponad 50°. Do
konca pazdziernika Jowisz zwiekszy swoja jasnosé

do —2,9™ i $rednice katowa swojej tarczy do 50”.
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znajdujace sie na powierzchni Dimorphosa, wyrzucajac tym samym znacznie
mniejsze ich odlamki do chmury gazu. Mniejsze czastki znacznie efektywniej
odbijaja $wiatto, lecz takze w mniejszym stopniu je polaryzuja.

Katarzyna MALEK

Departament Badan Podstawowych (BP4), Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Planeta Uran kresli swoja petle przy granicy Barana
z Bykiem i $wieci z jasnoscia obserwowana +5,6™.

Kolejne dwie noce naturalny satelita Ziemi spedzi

w gwiazdozbiorze Byka, zmniejszajac faze najpierw
do 75, a nastepnie do 65%. 3 pazdziernika wieczorem
Ksiezyc utworzy trojkat prawie réwnoramienny

z Plejadami i Aldebaranem, najja$niejsza gwiazda
konstelacji. Dobe pdzniej zas jego tarcza zblizy sie na
okoto 1,5° do El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy
konstelacji. Ksiezyc zakryje te gwiazde, ale zjawisko
da si¢ dostrzec tylko z poludniowej czesci Oceanu
Indyjskiego.

6 pazdziernika Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre,
a 7 dnia miesigca nad ranem zblizy sie¢ na 4° do
Polluksa, najjasniejszej gwiazdy BliZzniat, zmniejszajac
przy tym faze do 45%. W pazdzierniku ekliptyka
tworzy bardzo duzy kat z porannym widnokregiem,
stad Ksiezyc pozostanie dobrze widoczny az do

samego nowiu. 8 i 9 dzien miesiaca Srebrny Glob ma
zarezerwowane na odwiedziny gwiazdozbioru Raka. Nad
ranem jego sierp zwezi sie, odpowiednio, do 35% i 26%,
a tarcza pokaze sie najpierw 6° na poinocny zachdd,

a potem 7° na wschod od gromady otwartej M44.

Poranki 10, 11 i 12 pazdziernika Srebrny Glob spedzi
w gwiazdozbiorze Lwa. Pierwszej z wymienionych nocy
Ksiezyc w fazie 18% pokaze sie 5° nad Regulusem

i 7° nad Wenus. Drugiej nocy jego tarcza pokaze

sie 8° na wschdéd od Wenus, kolejnej natomiast jego
sierp zwezi si¢ do zaledwie 6%, a najblizsza jasng
gwiazda okaze sie Denebola, druga co do jasnosci
gwiazda Lwa, odlegla od Ksiezyca o 10°. Przy
odpowiednio przejrzystym niebie bardzo cienki sierp
Ksiezyca, w fazie jedyne 2%, da sie dostrzec réwniez
13 pazdziernika, gdy do jego nowiu zabraknie mniej
wiecej 1,5 doby. O Swicie jego tarcza zajmie pozycje na
wysokosci okoto 5°, ale do jej odnalezienia niezbedna
moze okazac si¢ lornetka.

Planeta Wenus w pazdzierniku pokona prawie 28°

w Lwie i 24 pazdziernika osiagnie swoja maksymalng
elongacje zachodnia 46°. 9 pazdziernika Wenus przejdzie
nieco ponad 2° na poludnie od Regulusa, a do konca
miesiaca jej jasnosé spadnie do —4,3™, tarcza zmniejszy
grednice katowa do 22" i zwiekszy faze do 54%.

W pierwszym tygodniu miesigca o $wicie mozna
prébowaé odnalezé planete Merkury. Jej spotkanie ze
Stonicem przypada 20 pazdziernika — i do tego czasu
jej tarcza sie zmniejsza, ale jednocze$nie roénie faza,
stad jasnos¢ planety wynosi —1,2™. 1 pazdziernika



o godzinie 6 Merkury wznosi sie na wysoko$¢ 6°, ale

w ciagu kilku dni zniknie za linig widnokregu. Do
odszukania Merkurego na niebie mozna wykorzystaé
wspomniang juz Denebole. Planeta poczatkowo znajduje
sie mniej niz 10° na potudnie od niej, potem dystans
miedzy tymi cialami niebieskimi stopniowo rosnie

do 15°, a Merkury przesuwa si¢ na pozycje dokladnie
pod gwiazda.

Po nowiu Ksiezyc przeniesie sie na niebo wieczorne,

ale jednoczeé$nie przemiesci sie pod ekliptyke, stad

do przypadajacej 21 pazdziernika I kwadry jego
polozenie na niebie nie przekroczy 10°. Do tego

czasu warto wspomnieé¢ o anonsowanym w sierpniu
zakryciu Antaresa przez Ksiezyc w fazie 15%, co ma sie
zdarzy¢ 18 pazdziernika. Pas zakrycia przebiegnie przez
zachodnia Azje, potudniows, Europe i péinocng Afryke,
przy czym w Europie i Afryce zjawisko zajdzie w dzien,
szczeScie do mozliwosci jego obserwowania wieczorem

i w nocy majg mieszkancy obszaru od Pétwyspu
Arabskiego do pogranicza rosyjsko-ukrainiskiego.

W Polsce zakrycie zacznie si¢ okoto godziny 15:20,

w momencie gorowania Ksiezyca, a gwiazda zniknie

za jego ciemnym brzegiem. Odkrycie nastapi jakies

70 minut p6zniej. Odnalezienie Ksiezyca nie powinno

sprawi¢ klopotu. Gorzej z Antaresem, ktérego da sie
dostrzec dopiero przez teleskop. Niestety jest to jedyne
widoczne z Polski zakrycie tej gwiazdy w trwajacym do
2028 roku sezonie jej zakry¢ przez Ksiezyc.

24 dnia miesigca tarcza Srebrnego Globu w fazie
zwigkszonej do 78% pokaze si¢ 5° od Saturna, a kolejnej
nocy — w podobnej odlegtosci do Neptuna, ale w fazie
przekraczajacej 86%. Saturn wciaz widoczny jest
dobrze, jednak przesunie si¢ wyraznie na zachod

i zacznie znika¢ za widnokregiem przed godzing 2.

Do konca miesigca planeta ostabnie do +0,7™, a jej
tarcza zmniejszy $rednice do 18”. Neptun wciaz
Swieci z jasnoscia +7,8™ i do konca miesiaca oddali
sie od gwiazdy 20 Psc na odlegto$é 75’. Po drodze

18 pazdziernika planeta przejdzie nieco ponad 6’ na
polnoc od gwiazdy 7. wielkosci HIP117112.

28 pazdziernika przypada opisywana juz pelnia

i czesciowe zacmienie Ksiezyca. Kolejnej nocy Srebrny
Glob zajmie pozycje okoto 9° od Jowisza i 3° od Urana.
Ostatnie dwie noce miesiaca Ksiezyc spedzi w Byku,
najpierw zblizy sie na mniej niz 3° do Plejad, a potem
na podobng odlegloéé do El Nath.

Ariel MAJCHER

Wielki powrét muzyki sfer

Starozytni Grecy juz od czaséw Pitagorasa sadzili, ze ciala niebieskie krazace
— w ich mniemaniu — wokét Ziemi rozbrzmiewaja piekna muzyka. Skad taki

poglad? Doprowadzilo do niego odkrycie, ze dZzwieki wspotbrzmia pieknie, czyli
tworzg konsonans, gdy ich czestotliwosci maja sie do siebie jak niewielkie liczby
calkowite. Na przyklad dzwiek o oktawe wyzszy od danego ma czestotliwo$é

2 razy wigksza. Skokiem o oktawe zaczyna sie m.in. piosenka ,,Somewhere over
the rainbow”. Gdy za$ dzwigki r6znia si¢ o kwinte, to stosunek ich czestotliwosci
wynosi 3 : 2. Kwinte znajdziemy m.in. w piosence ,,Wyszly w pole kurki trzy”,
pomiedzy drugim a trzecim dzwiekiem.

Niestety, pdzniejszy rozwdj astronomii nie potwierdzit pogladu o muzyce

sfer, i to nie tylko dlatego, ze w kosmicznej prézni nie rozchodzi sie dzwiek,

a dzwiekéw o czestotliwoscei kilku nanohercéw nie styszymy nawet w powietrzu.
Okazalo sie po prostu, ze stosunki okreséw obiegu planet wokél Ziemi, a wiec
takze stosunki ich czestotliwodci, nie wyrazaja sie prostymi stosunkami
liczbowymi. Odkrycie Kopernika, dzieki ktéremu méwimy dzi§ o okresie obiegu
planet wokét Stonica, a nie Ziemi, nic w tej sprawie nie zmienilo.

Dzi$ jednak wiemy, ze muzyczne stosunki okreséw zdarzajg sie w naszym
Ukladzie Stonecznym. Z taka sytuacja mamy do czynienia dla niektérych planet
kartowatych i planetoid polozonych dalej od Stonca niz Neptun. Okazuje sie, ze
stosunkiem okreséw Neptuna i Plutona jest kwinta. Te wlasnos¢ ma nie tylko
Pluton — oprécz niego istnieja takze mniejsze ciala niebieskie zwane plutinami
(albo bardziej po polsku plutonkami), okrazajace Stonice 2 razy na kazde

3 okrazenia naszej gwiazdy przez Neptuna. Z kolei planetoidy zwane twotinami
(czyt. tutinami, od ang. two) obiegaja Storice raz na dwa obiegi Neptuna, co
odpowiada — jak juz mozecie sami stwierdzi¢ — czestotliwosci o oktawe nizszej.

Dzieje sie tak, gdyz dzieki swojej wielkiej masie Neptun stabilizuje orbity
planetek krazacych woko6t Storica w rezonansie (a moze lepiej byloby powiedzieé
— w konsonansie?) z jego obiegiem. Grecy mieli jednak intuicje!

Marcin BRAUN
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 867, 868

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

867. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n >
n-elementowy zbior réznych liczb catkowitych M o nastepujacej wlasnosci:

3, dla ktérych istnieje

w kazdym tréjelementowym podzbiorze zbioru M sa dwie liczby, ktorych suma

Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2023

868. Ciag nieskonczony ai,as, . ..

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
857 (WT = 1,39) i 858 (WT = 3,60)
z numeru 3/2023

1 1
an+1:1+a—+—+...

jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

jest dany wzorami: a1 = 1,

1
+— dlan>1

1 a2 G

Wykazac istnienie i znalez¢ warto$¢ granicy lim (an —V2n )
n—oo
Zadanie 868 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2023

863. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p + 4k2, gdzie

864. Znalez¢ liczb¢ C > 0 o nastepujacej wlasnodci: dla kazdej liczby catkowitej n > 1 oraz

Norbert Porwol Essen 45,16

Pawel Najman Krakéw 43,16

Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 41,33

Marcin Kasperski Warszawa 40,29

Michal Adamaszek  Kopenhaga 39,80 i » ,
Adam Woryna Ruda S1. 38,27 Przypominamy tres¢ zadan:
Janusz Fiett Warszawa 36,16

Szymon Tur 35,35 = 1,2,...,p—1, takze jest liczba pierwsza.
Piotr Kumor Olsztyn 35,26

Pawel Kubit Krakéw 34,44

Marek Spychata Warszawa 31,52

Do matematycznego Klubu 44 dotacza
z dalekiej Nadrenii pan Norbert Porwol.
Witamy!

dla kazdego uktadu liczb rzeczywistych z1, ...,
z1 + ...+ x, = 0 zachodzi nieréwnosé

z,, spelniajgcego warunki 1 < ... < x,, oraz

E iT; ('1)5 |4

i=1

Im wigksza stata C, tym lepsze rozwiazanie.

863. Niech p bedzie liczbg pierwsza spelniajaca podany
warunek. Gdyby byta to liczba postaci 4z + 1, mieliby$my
p + 4z? = (2z + 1)2, whrew zadaniu, by wartoéciami
wyrazenia p + 4k* (0 < k < p) byly liczby pierwsze. Zatem
p = 4x — 1 dla pewnego calkowitego x > 1. Mozemy
rowniez napisaé p = 4y — 9, gdzie oczywiscie y = x + 2.

Wezmy najpierw pod uwage przypadek, gdy ktéras z liczb

x,y ma dzielnik nieparzysty d > 1. Gdyby byt to dzielnik

liczby x, wéwczas, biorac k = %(d — 1) (i zauwazajac, ze

skoro d < z, to 0 < k < p = 4z—1), otrzymaliby$my
p+4k® =4z —1+ (d—1)* = 42 + d° — 2d;

to liczba zlozona, bo dzieli si¢ przez d (i jest wigksza

niz d).

W takim razie jedynie y moze mie¢ dzielnik nieparzysty

d > 1. Jedli d = 3, wéwczas liczba pierwsza p = 4y — 9

dzieli sie przez 3, czyli réwna sie 3. Sprawdzamy, ze p = 3

spetnia wymagany warunek.

Dalej przyjmijmy, ze d > 3. Bierzemy k = 1 (d — 3) (gdzie
znéw d < y, wiec 0 < k < p = 4y—9) i dostajemy
p+4k* =4y — 9+ (d — 3)® = 4y + d* — 6d;
jak poprzednio, to liczba zlozona, bo dzieli si¢ przez d
(i jest wieksza niz d, skoro y > d > 5).

Pozostata mozliwo$é, ze zadna z liczb x,y nie ma dzielnika
nieparzystego d > 1, czyli ze obie sa potegami dwdjki. Przy
tym réznig sie o 2, wigc muszg to by¢ liczby z = 2, y = 4.
Wyznaczaja liczbe pierwsza p = 7. Sprawdzamy, ze i ona
spelnia wymagany warunek.

Stad odpowiedz: szukane liczby p to 31 7, i tylko one.

864. Przyjmijmy, ze 1 < ... < Tm <0< 41 < ...

Suma wszystkich x; jest zerowa, wobec czego
m

(+) > lwil= Z |xz|f22|xz|

=1 i=m-+1
Wezmy pod uwage sume liczb nleujemnych, ktora,
oznaczymy S, oraz sume niektérych jej sktadnikéw,
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< Ty

oznaczong S’:

S = Z (T — x5),

1< <k<n

$- ¥

1< <m<k<n

(zk — )

(m,n to state; sumowanie po wszystkich wskazanych
parach j, k). Jasne, ze S > S’. Przeksztalcamy te wyrazenia:

n k—
S=ZZ Y e
k=1 j=1 j=1k=j+1
=Y (k=Dax—Y (n—ja; = (2i—n—1)z =
k=1 j=1 i=1

M:

21x; — n+1 ZIZ—QZZCIH

(skorzystaliSmy z zalozenia Y z; = 0); i druga suma:

n m
S'=m Z mk—(n—m)ij =
k=m+1 Jj=1
=m Z |zk| + (n—m Zwm—
1 1
52'%" =5 )il
i=1 i=1

k=m-+1

1 n

=m 5> Jwil + (n—m)

i=1
(uzyli$émy réwnosci (*)). Nieréwnosé S > S’, przepisana
teraz jako
1
1 n Z ‘1‘1‘,

pokazuje, ze C' = 7 jest stalg uniwersalng, o jaka chodzi.
Zwiekszy¢ jej nie mozna o czym $wiadczy przyktad: n =2,
z1=-1, xz2 =1 (wktérym S = 5").

.
Il
-

n

1=

1

[Michal Adamaszek, autor zadania, zaproponowal powyzsze
rozwiazanie. Zadanie daje si¢ zrobi¢ kilkoma sposobami, ale
to autorskie rozumowanie wydaje sie najzreczniejsze.]



Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 764, 765
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

764. Na rysunku 1 pokazana jest zaleznosé wspotczynnika n zatamania
o$rodkéw I, IT i IIT od wspoélrzednej x. Waska wiazka Swiatlta
monochromatycznego pada na granice rozdzialu osrodkéw I i II. Dla jakich
katow padania swiatto przejdzie do osrodka III?

765. Na nieruchomy poziomy walec o promieniu r natozona jest cienka obrecz
o promieniu R (rys. 2). Znalezé okres malych drgan obreczy w plaszczyznie
pionowej. Nie ma poslizgu miedzy obrecza i walcem.

760. Cienki, gietki sznurek o dlugosci I = 1 m i masie M = 1kg przyczepiony jest dwoma koncami do
sufitu. Odleglosé od sufitu do $rodka sznurka H = 0,1 m. ZnaleZz¢ naprezenie sznurka w najnizszym

761. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 wskazania amperomierzy A; i Ay wynosza,
odpowiednio, 0,3 A i 0,2 A. Po zamianie dwéch opornikéw miejscami wskazania te nie zmienily sie.
Jakie jest natezenie pradu plynacego przez baterie? Opory wewnetrzne amperomierzy i baterii sa

760. Rozwazmy maly element sznurka o masie AM, ktéry znajduje sie na
wysokosci h, liczac od najnizszego punktu (rys. 4). Poniewaz jego dtugosé jest bardzo
mala, przyrost kata nachylenia sznurka A« jest réwniez maly. Warunek rownowagi
wybranego elementu w kierunku poziomym ma postaé:

(T 4+ AT) cos (a + Aa)) = T cos a.

(1) AT cosa = TAasin a.
Warunek rownowagi w kierunku pionowym wyraza rownanie
(T + AT)sin (o + Aa) =T'sina + AMg,

(2) TAacosa+ ATsina = AMg.
Z i otrzymujemy AT = MgAH /I. Wynika stad, ze naprezenie sznurka zmienia
sie z wysokoscia h, zgodnie z wzorem T = To + M gh/l, gdzie To jest szukanym

W punkcie zawieszenia sznurka Ty = To + M gH/l. Sktadowa pozioma sity T
wynosi Tp, a pionowa jest rowna polowie ciezaru sznurka, zatem

Ti® = To® + M2g*H? /1> 4 2MgHTo/l = To® + M?g% /4,

Naprezenie sznurka w najnizszym punkcie wynosi:

ni Lo
|
L1 I
1,4 Wy
’ ) |
I\ 1!
120 4-N Rozwigzania zadan z numeru 6/2023
| |
Lo } Przypominamy tre$é¢ zadan:
Con
oy
1 1 >
Xy T
Rys. 1 punkcie oraz w odleglosci H/2 od sufitu.
T ( ‘
zaniedbywalne.
Rys. 2
IR
Rys. 3 W przyblizeniu matych katéw
T+AT
/é\-&-Aa
AH . .
gdzie AM = MAH /lsina, stad
AMg
Rys. 4 T
. I"’"‘; I3 naprezeniem w najnizszym punkcie.
Ry Ro R3
—1 } { } { I
Iy Iy I3
I . I +1> |
Rys. 5 '

761. Z 11 prawa Kirchhoffa dla oczek zawierajacych
amperomierz i dwa oporniki (rys. 5) wynika, ze napiecia
na wszystkich opornikach sg takie same. Warunki zadania 9
spelnia zamiana $rodkowego opornika z jednym ze
skrajnych, prowadzaca do réwnosci:

b) Ry = Rs.

Zamiana skrajnych opornikéw (czyli réwnos$é R1 = R3)

a) R1 = R2,

SH 12
W odleglosci H/2 od sufitu: T e = To + 227 = 12 5N.

2
T0:W<1—4H>212N.

W przypadku a):

I + 12

Rl =Rl =1L =1= =0,1A,

natezenie pradu plynacego przez baterig
I=1 +(12+13) =0,1A+4+03A=04A.
W przypadku b):

I+ I3

Iy=1Is= =0,15 A,

jest niemozliwa, bo w takim przypadku wskazania obu

amperomierzy bylyby takie same).

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez

23

I:I3+(Il +12)=0,15A402A=0,35 A.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktére nadestaly rozwigzanie chocéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Migawki z nieradioaktywnych podrézy

Najwyzszy szczyt Bretanii, Roc’h Ruz, wznosi si¢ Zaklad powstal w latach sze$¢dziesiatych ubieglego wieku
na niezbyt imponujaca wysokos¢ 385 metréw nad i wykorzystywal reaktor grafitowo-gazowy. Grafit byl
poziomem morza. Trudno nawet powiedzieé, ze moderatorem, czyli substancjg spowalniajaca wytwarzane
wieniczy on jakas gére, bo okoliczny krajobraz sktada w reakcjach rozszczepienia neutrony, tak by mogly one
sie przewaznie z tagodnych wzgérz, co sprawia, ze inicjowaé kolejne reakcje. Gaz, w tym przypadku byt to
tutejsze szlaki sg popularne wsréd rodzin z dzieémi. dwutlenek wegla, chtodzit reaktor. Taka konstrukcja byta
W panoramie szczytowej uwage zwracaja duze betonowe  typowa dla wczesnego etapu rozwoju energetyki jadrowe;.
budynki nad jeziorem Saint-Michel. To pozostatosci Obecnie w obiektach komercyjnych stosuje si¢ gtéwnie
dawnej elektrowni jadrowej w Brennilis. reaktory chlodzone woda.

Elektrownia w Brennilis byta przede wszystkim instalacja doswiadczalna

i zostala zbudowana w celu przetestowania réznych aspektéw technologicznych
zwiazanych z energetyka jadrowa. Jej moc (70 MW) stanowila zaledwie kilka
procent mocy, jaka oferuja wspolczesne konstrukcje.

Obiekt byt az dwukrotnie celem atakéw terrorystycznych Bretoniskiego Frontu
Wyzwolenia — organizacji, ktéra w potowie dwudziestego wieku domagala sie
wiekszej autonomii dla regionu — kiedy to przeprowadzano zamachy bombowe.
W podzniejszym okresie dziatalnosci tworcy BEW zrezygnowali z terroryzmu

i promowali ide¢ Europy wielu regionéw.

Pierwszy zamach przeprowadzono 15 sierpnia 1975 roku. Dwa wybuchy
nieznacznie uszkodzily turbineg i zniszczyly kable telefoniczne. Drugi, w 1979
roku, wydarzy! sie na zewnatrz budynkéw reaktora, zniszczone zostaly przewody
elektryczne taczace elektrownie z siecia, co spowodowalo wstrzymanie pracy
elektrowni. Jest to jedyny w historii incydent tego rodzaju.

Niezaleznie od watpliwosci dotyczacych celéw zamachowcow, ktorzy mogli nie
zdawacé sobie sprawy, co mogtoby sie sta¢, gdyby udato sie spowodowaé wieksze
zniszczenia obiektu, oba ataki wykazaly, ze elektrownia jadrowa jest stosunkowo
odporna na zagrozenia stwarzane przez zewnetrzne czynniki ludzkie. Znacznie
wieksze wyzwania bezpieczenstwa stwarzalo samo sterowanie reaktorem i dlatego
w 1985 roku, po dwéch dekadach funkcjonowania zakladu, podjeto decyzje

o jego zamknieciu.

Proces zamykania elektrowni jadrowej jest ztozony i czasochtonny. Pierwszy
etap trwal dziesie lat i polegal na niedodawaniu nowego paliwa, usunieciu
istniejacego oraz opréznieniu instalacji chlodzacych. Przed rozpoczeciem
kolejnego przeprowadzono szereg konsultacji spotecznych, w szczegdlnodci
zwiazanych z rekultywacja terenu po elektrowni. Nastepnie, od 1997 roku,
przeprowadzono odkazanie i rozbiérke budynkéw — z wyjatkiem samego reaktora,
usuniecie odpadéw radioaktywnych oraz trwale zabudowanie betonowym
plaszczem ochronnym zbiornika reaktora. Nie obyto sie bez trudnoéci, takich jak
zalanie budynkéw w 2000 roku i pozar w kolejnym roku, ale nie spowodowaly
one istotnych zagrozen.

Od osiemnastu lat trwa ostatni etap likwidacji elektrowni, polegajacy na
demontazu instalacji majacych dawniej bezposredni kontakt z promieniowaniem
jonizujacym — zbiornika reaktora, wytwornic pary i budynku pomocniczego.
Przez tak dlugi czas przestaly by¢ one w istotny sposob radioaktywne,

mozna wiec ich elementy bezpiecznie przenie$¢ do odpowiedniego stanowiska
sktadowania odpadoéw. Z tego tez powodu nie ma juz specjalnych ograniczen
dostepu do zakladu, wiec ostatniego lata autor tych stéw moglt tam swobodnie
wjechaé. Na terenie elektrowni posadzono zagajnik brzozowy. Do 2040 roku,
kiedy to procedura zamkniecia elektrowni ma sie catkowicie zakonczy¢, bedzie to
juz prawdziwy las bez §ladéw ludzkiej dzialalnosci.

Kraysztof TURZYNSKI
24
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Wektory — czesé 2
Barttomiej BZDEGA

W poprzednim kaciku pisalem o podstawach rachunku wektorowego.
Tu péjdziemy o krok dalej. Rozwazmy niezerowe wektory u i ¥ na plaszczyznie.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Mozemy je tak przesunaé¢ réwnolegle, by miaty wspélny poczatek: & = AU,
¥ = AV Niech |%(4, V)| = |<xUAV| = a. Dla wektoréw @ i ¥ okreslamy ich iloczyn
skalarny

wo ¥ =|dl- |7 cosa.
Jesli co najmniej jeden z wektoréw u, ¥ jest zerowy, to kata « nie da sie okreslié,
ale dlugos$¢ wektora zerowego wynosi zero — mozemy zatem przyjacé, ze wtedy
iloczyn skalarny réwniez jest zerowy. Kat pomiedzy wektorami niezerowymi
tez nie jest jednoznacznie zdefiniowany, bo zamiast a mozna wziaé 360° — a.
Cosinusy tych katow sa jednak réwne, wiec nie psuje to powyzszej definicji
iloczynu skalarnego.

Niech @ = (%y,Yy) 1 T = (24, yy) znowu beda nieﬂowe. Umie$émy je w ukladzie
wspOlrzednych w taki sposéb, by @ = OUii=0V dla0O= (0,0). Niech ¢ i
beda miarami katéw XOU i XOV, liczonymi od osi OX przeciwnie do ruchu

wskazowek zegara (rysunek). Wtedy sin ¢ = %“‘ oraz cos p = \Iﬁl’ analogicznie dla

wektora ¢. Bez utraty ogdlnosci niech ¢ > 1. Wowcezas

wod = U 0] cos(p—)=|dl|-|U] (cospcosth +sinpsiny) = x,Ty + YuYo-
Zauwazmy, ze powyzszy wzor jest prawdziwy réwniez wtedy, gdy co najmniej
jeden z wektoréw u, U jest zerowy.

Dla wszystkich wektoréow , v, W i skalaréw a, b zachodza réwnosci:
(a®d) o (b¥) = ab(w o ¥),
(Nietrudne dowody pozostawiam Czytelnikowi.) Pierwsza z nich to przemiennosé,
druga — zgodno$¢ z mnozeniem przez skalar, trzecia — rozdzielnos¢ wzgledem
dodawania. Te réwnosci sa bardzo pomocne w przeksztatceniach wyrazen
algebraicznych zawierajacych wektory. W szczegélnosci z pierwszej i trzeciej
wynika, ze jesli mnozymy skalarnie sume wektoréw przez sume wektoréow, to
mozemy zrobié¢ tak samo, jak ze zwyklymi sumami algebraicznymi — pomnozy¢
kazdy skltadnik przez kazdy i wszystko doda¢. W szczegdlnosci dozwolone jest
uzywanie wzoréw skréconego mnozenia.

wotU=1vod, Go(T+wW) =tdot+udow, wod=|ul>

W praktyce olimpijskiej wlasnosci iloczynu skalarnego wykorzystuje sie
najczeséciej do dowodzenia prostopadlosci. Niezerowe wektory @ i U sa
prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy kat miedzy nimi ma miare o = 90°
(lub a = 270°). Jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze cos o = 0, co z kolei jest
réwnowazne temu, ze @ o U = 0. Krotko méwigc — prostopadtosé prostych AB

i C'D jest rownowazna réwnosci A_B> oCD =0.
Zadania

1. Na plaszczyznie lezg cztery rézne punkty A, B, C, D. Wykazaé, ze jesli
ABL1CD i ACLBD, to réwniez BC L AD.

2. Czworokaty ABCD i APQR sa kwadratami (kolejno$é¢ wierzchotkéw podano
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). Punkt M jest srodkiem odcinka BR.
Dowie$é, ze AM 1 DP.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = |AC|. Punkt O jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC, punkt D jest srodkiem odcinka AB, a punkt F
jest ésrodkiem ciezkosci trojkata ACD. Udowodnié, ze CD 1 OE.

4. Boki tréjkata ABC sa podstawami tréjkatéw réwnoramiennych BC'D,

CAE, ABF, zbudowanych na zewnatrz niego. Przez punkty A, B, C
przeprowadzono proste prostopadle odpowiednio do odcinkéw FF, FD, DE.
Udowodni¢, ze te proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.

5. Rozstrzygnacé, czy istnieja takie cztery niezerowe wektory na plaszczyznie,
ze suma kazdych dwoch sposérdod nich jest prostopadia do sumy dwédch
pozostalych.

6. W czworoscianie ABCD zachodzi réwnosé |<BAC| + |xBAD| = 180°.
Dwusieczna kata C AD przecina odcinek CD w punkcie K. Wykazaé, ze
kat BAK jest prosty.
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Seria obserwacji wykonanych za pomoca instrumentu MUSE na VLT ESO

Zdjecia pokazuja ewolucje chmury gazu wyrzuconej podczas zderzenia sondy DART

z Dimorphos - asteroida oddalona od Ziemi 0 11 min kilometrow. Pierwsze zdjecie zostato
wykonane 26 wrzesnia 2022 roku, na dzien przed kontrolowanym uderzeniem.

Ostatnie ze zdjec znajdujace sie na panelu zostato wykonane prawie miesigc po zderzeniu.
Strzatka w kazdym panelu oznacza kierunek potozenia Stonca. Poziomy pasek odpowiada
500 kilometrom. Wiecej na temat zderzenia sondy z asteroida w statym dziale Prosto z Nieba.

Zrodto: ESO/Opitom et al. 2023
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